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Préface  de  la  deuxième  édition, 


Dans  cette  seconde  édition,  toute  la  rédaction  du  tome  II 
a  subi  des  modifications  plus  ou  moins  profondes,  mais  la 
plus  importante  provient  de  rintrodiiction  des  intégrales 
multiples  de  M.  Lebesgue.  Nous  avons  exposé  cette  théorie 
en  nous  guidant  sur  les  Mémoires  fondamentaux  de  l'auteur 
et  nous  avons  été  amené  à  traiter  une  question  nouvelle 
qui  en  fournit  d'intéressantes  applications,  celle  des  déve- 
loppements de  fonctions  en  séries  de  polynômes.  En  outre, 
la  théorie  des  séries  trigon-ométriques,  qui  doit  encore  à 
M.  Lebesgue  ses  plus  importants  progrès,  a  été  complète- 
ment refondue  et  mise  au  niveau  des  connaissances  ac- 
tuelles. Par  contre,  faute  d^  place,  nous  avons  sacrifié  la 
théorie  des  intégrales  eulériennes  qui  figurait  dans  la  pre- 
mière édition,  pensant  qu'elle  se  rencontre  aussi  très  natu- 
rellement comme  illustration  des  propriétés  des  fonctions 
analytiques. 

Gomme  précédemment,  le  petit  texte  est  réservé  aux 
questions  plus  élevées  ou  plus  spéciales  qu'on  peut  laisser 
de  côté  dans  une  première  lecture. 

G.  DE  LA  Vallée  Poussin. 

Louvain,  le  15  mai  1912. 
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CHAPITRE  I. 

Théorie  élémentaire  des  intégrales  multiples. 


§  1.  Intégrales  doubles. 

1.  Notions  relatives  à  un  domaine  D  à  deux  variables.  —  Rapportons 
les  variables  xeXy  k  deux  axes  rectangulaires.  Traçons  dans  le  plan  xy 
un  contour  simple,  c'est-à-dire  un  contour  lermé  qui  ne  se  coupe  pas 
lui-même.  Ce  contour  enveloppe  une  portion  C  du  plan.  Si  le  point  M 
{x,  y)  représentatif  du  système  de  variables  x-,  y,  peut  prendre  toutes 
les  positions  comprises  dans  l'intérieur  du  contour  C  et  sur  ce  contour 
lui-même,  nous  dirons  que  les  variables  x,  y  varient  dans  le  domaine 
ou  dans  Vaire  D. 

Pour  éviter  toute  obscurité,  nous  supposerons  que  le  contour  C 
peut  se  décomposer  en  un  nombre  limité  de  segments  sur  chacun  des- 
quels la  variation  de  x  et  de  y  ne  change  pas  de  sens  quand  on  par- 
court le  contour.  Il  est  clair  qu'un  tel  segment,  à  moins  d'être  lui- 
même  parallèle  à  l'un  des  axes,  ne  peut  être  coupé  qu'en  un  point 
par  une  parallèle  à  l'axe  des  x  ou  à  l'axe  des  y. 

Plus  généralement,  le  domaine  considéré  D  pourra  s'élendre  à  la 
portion  du  plan  intérieure  à  un  contour  C  et  extérieure  à  d'autres 
contours  C,  C",..  soumis  aux  mêmes  restrictions  que  C.  Enfin  le 
domaine  I)  pourra  se  composer  de  plusieurs  domaines  séparés  D',  D"... 
définis  comme  le  précédent.  Dans  ces  divers  cas,  le  domaine  D  est  à 
contour  complexe. 

Les  contours  C,  C',...  constituent  la  frontière  du  domaine  D.  Cette 
frontière  fait  donc,  par  définition,  partie  du  domaine  lui-même. 

Le  diamètre  d'un  domaine  D  est  le  maximum  de  la  distance  de  deux 
de  ses  points  (donc  de  deux  points  de  sa  frontière). 

On  peut  généraliser  ces  notions  d'un  domaine  et  de  sa  frontière,  les 
définitions  générales  appartiennent  à  la  théorie  des  ensembles  (\i. 

(1)  Voir  riuUoduclion,  l.  I,  §  ^ 
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2.  Propriétés  des  fonctions  continues  (M.  —  V7ie  fonction  f  {.i,  y)  est 
continue  en  un  point  [a,  b)  du  domaine  D,  si  Voscillation  de  cette  [onc- 
tion tend  vers  0  dans  toute  portion  du  domaine  D  qui  contient  ce  point 
et  dont  le  diamètre  tend  vers  0. 

('ne  fonction  f(jc,y]  est  conlinue  dans  le  domaine  D  si  elle  est  conti- 
nue en  tout  point  de  ce  domaine. 

Les  tliéoirmes  suivants  sont  fondamentaux  dans  la  théorie  des 
intégrales  doubles  : 

I,  S'il  est  impossible  de  décomposer,  par  des  transversales  parallèles 
aux  axes,  le  domaine  D  en  parties  rectangulaires  {sauf  sur  le  bord)  telles 
que  l'oscillation  de  f{x,  y)  soit  <  e  dans  chaque  partie  (e  étant  un  nom- 
bre positif  donné),  cette  fonction  f{x,  y)  est  discontinue  dans  le  domaine  l). 

En  etiét,  si  l'on  partage  par  des  transversales  le  domaine  1)  en 
plusieurs  parties,  l'impossibilité  de  faire  une  semblable  décomposition 
subsiste  dans  une  au  moins  des  parties  (sinon  elle  n'aurait  pas  lieu 
pour  l'ensemble).  Donc  on  peut  trouver,  dans  D,  une  partie  Di  de  dia- 
mètre aussi  petit  qu'on  veut,  où  la  décomposition  est  impossible  ;  de 
même,  dans  Di,  une  partie  D.  encore  plus  petite  où  la  décomposition 
est  encore  impossible,  et  ainsi  de  suite  indéfiniment.  On  peut  ainsi 
former  une  suite  de  domaines  D,  D,,  D2,...Dn,...  dont  chacun  est 
intérieur  à  tous  les  précédents,  dont  les  diamètres  tendent  vers  zéro, 
où  enfin  l'oscillation  de  f{x,  y)  demeure  toujours  >  e.  Ces  domaines 
convergent  vers  un  point  M  qui  appartient  à  tous  les  domaines  D„. 
Ce  point  M  est  donc  intérieur  à  un  domaine  D,,  aussi  petit  qu'on  veut 
où  l'oscillation  de  f{x,  y)  est  >  e.  Donc  f{x,y)  est  discontinue  en  ce 
point. 

II.  Si  f{x,  y)  est  continue  dans  le  domaine  D,  à  tout  nombre  positif  t 
correspond  un  nombre  c  tel  que  l'oscillation  de  cette  fonction  soit  <  e 
dans  toute  partie  du  domaine  D  de  diamètre  <  o. 

Partageons,  par  le  théorème  précédent,  le  domaine  D  en  rectangles 
et  portions  de  rectangles  où  l'oscillation  ûe  f{x  y)  soit  <  e  :  2.  Soit  S 
le  plus  petit  côté  de  tous  ces  rectangles.  L'oscillation  de  f{x.  y)  sera 
<  e  dans  toute  [lortion  du  domaine  D  assez  petite  pour  ne  pas  s'éten- 
dre sur  deux  rectangles  non  contigus,  donc  dans  toute  poition  de 
diamètre  <  5. 

C)  Voir  au:si  l'iiitroduoUun  (t.  1,  §  4  CY^} 
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m.  Soienl  x,  y  el  x',  y'  deux  pu  in  Is  du  domaine  D  ;  à  tout  nombre 
positif  t  correspond  un  nombre  S  tel  qu'on  ait 

\f{'i^',y')-'f{^i;y)  I  <  £, 

sous  les  conditions  \  y'  —  //  |  <^j  et  \  x'  —  x  \  <  o. 

En  etVct,  il  siiHit  de  choisir  o  de  manière  ([ue  l'oseillation  de  f{x,  y) 
soil  <  e  dans  tout  carré  de  côté  <  5. 

On  énonce  souvent  celte  dernière  propriété  en  disant  que,  si  le 
point  x\  y'  du  domaine  D  tend  vei's  un  autre  point  ./•,  //du  même 
domaine,  f{x',y')  lend  uniformément  vers  sa  limite /(^^  </).  C'est 
encore  cette  propriété  qu'on  veut  expi-imer  quand  on  dit  ([u'une  fonc- 
tion continue  dans  le  domaine  D  est  uniformément  continue  dans  ce 
domaine. 

IV.  Si  f{x,  y)  est  continue  par  tous  les  points  ciordonnée  (i  el  d'abs- 
cisse comprise  dans  un  intervalle  [a,  A),  à  tout  nombre  positifs,  corres- 
pond un  nombre  à,  tel  que  l'on  ait,  sous  la  condition  \  y  —  [:i  |  <  o^  et 
pour  toute  valeur  de  x  dans  l'intervalle  {a,  A), 

I  f{x,  y)  -  f{x,  P)  I  <  e. 

Sup|)osons,  par  impossible,  (juc  le  théorème  soit  en  défaut  ;?om?'  un 
nombre  e  donné.  Partageons  l'intervalle  {a,  A)  de  variation  de  x  en 
deux  moitiés  ;  le  théorème  sera  en  défaut  pour  une  des  deux  moitiés, 
sinon  il  ne  le  serait  pas  pour  l'ensemble.  Partageons  celte  moitié  en 
deux  autres  et  ainsi  de  suite  indélinimenl.  Cette  suite  d'intervalles,  où 
le  théorème  est  en  défaut,  dont  chacun  est  la  moitié  du  précédent 
converge  vers  un  point  x  =  a.  intérieur  à  toute  la  suite.  Ce  point  a 
appartient  donc  à  un  intervalle  de  variation  de  x  aussi  petit  (pi'on 
veut  oii  le  théorème  est  en  défaut  ;  c'est-à-dire  que,  e  étant  donné,  on 
peut  réaliser  la  condition 

•     \f{^\y)-f{i;[i)\>t 

pour  y  aussi  voisin  qu'on  veut  de  [j  et  x  de  a.  Donc/  (a-,  y)  serait  dis- 
continue au  ])oint  a,  p  contrairement  à  l'hypothèse. 

3,  Continuité  d'une  intégrale  définie  par  rapport  à  un  paramètre.  — 

8i  l'on  intègre  par  rapport  à  x  une  fonction  f{x.  y)  qui  dépend  d'un 
paramètre  y,  il  est  clair  que  le  résultat  sei'a  une  fonction  ^(y)  de  ce 
paramèlre.  Les  Ihéorèine.s  suivants  feront  savoir  si  cette  fonction  es  ' 
continue  : 
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l.  Si  f  [x,  y)  est  une  fonction  continue  de  x  et  de  y  dans  le  rectangle  R, 
borné  par  les  abscisses  a  et  A,  les  ordonnées  betB;  plus  généralement, 
si  cette  fonction  est  seulement  bornée  dans  ce  rectangle  mais  n'admet 
qu'un  nombre  limité  de  points  de  discontiyiuité  pour  chaque  valeur  par- 
ticulière de  y  ('),  l'intégrale 

?(«/)=  1  /'(^^  y)  dx 

Ja 

est  une  fonction  continue  de  y  dans  rintervalle  [b,  B). 

Soit,  en  elfet,  [3  une  valeur  particulière  de  y  dans  cet  intervalle, 
nous  allons  montrer  que  'f  (y)  est  continue  au  point  fi. 

Supposons  d'abord  quef{x,  y)  n'ait  aucun  point  de  discontinuité 
d'ordonnée  p  entre  les  abscisses  a  et  A.  Considérons  alors  la  relation 

l?(2/)-?(f-)l  <  r\fi^.y)'-r{x,[i)  \dx 

Ja 

et  appliquons  le  théorème  IV  qui  précède. 

Quelque  petit  que  soit  e,  on  peut  supposer,  dans  cette  dernière 
intégrale, 

\f{x,y)-f{x,^)\  <  e, 

sous  la  condition  \  y  —  [^\  <  o.  Alors  il  vient,  par  le  théorème  de  la 
moyenne, 

l?(2/)-#)  I  <MÂ-a). 

Donc  la  variation  de  te  {y)  peut  être  rendue  aussi  petite  que  l'on 
veut,  et  cette  fonction  est  continue  au  point  p. 

Cette  démonstration  s'étend  facilement  au  cas  oîi  f  {x,  y)  possède 
un  nombre  limité  de  points  de  discontinuité  d'ordonnée  [B.  En  effet, 
admettons,  pour  fixer  les  idées,  qu'il  n'y  en  ait  qu'un  seul  et  que  son 
abscisse  a  soit  intiMmédiaire  entre  a  et  A.  Désignons  par  e  un  nombre 
positif  arbitraire,  et  faisons  la  décomposition 

\  fiy)  - 'î  ({•!>)  \<C  +i    +Ç   \f{x,y)-f{x,ii)\dx. 

On  peut  d'abord  rendre  la  dernière  intégrale  aussi  petite  que  l'on 
veut  avec  e,  car,  si  M  désigne  le  maximum  absolu  de  /",  cette  inté- 
grale est  <  4M£  par  le  théorème  de  la  moyenne.  Après  cela,  les  deux 
intégrales  précédentes  sont  aussi  petites  que  l'on  veut  avec  \  y  —  '^  \ 
comme  dans  le  cas  précédent,  car  le  point  de  discontinuité  d'or- 

(1)  Le  tliéurèmc  cl  sa  démonstration  s'étendent  sans  ditliculté  au  cas  où  l'en- 
semble de  CCS  points  de  discontinuité  est  de  mesure  nulle  (L). 
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donnée  p  en  est  exclu.  Donc  la  variation  de 'f(y)  peut  encore  être 
rendue  aussi  petite  qu'on  veut,  et  f  (y)  est  continue  au  point  ^. 

II.  Considérons  maintenant  une  intégrale  dont  les  limites  a.\  =  ']^,  {y) 
et  x-i  =  4'2  iy)  sont  deux  fonctions  continues  de  y  dans  l'intervalle 
{ù,  B).Soit 

cette  intégrale,  C^  scm  encore  une  fonction  continue  de  y  dans  l'inter- 
valle (b,  B)  pourvu  que  la  fonction  f{x,  y)  soit  continue  dans  le  domaine 
D  (1)  compris  entre  les  deux  courbes  x  =-  4'i  (v)^  -^  =  "t'2  iV)  ^^  ^^^  ^^"^ 
droites  y  =^  b  el  y  =  B  ;  ou,  plus  généralement,  pourvu  que  f  {x,  y)  soit 
bornée  dans  le  domaine  D  et  n'ait,  dans  ce  domaine,  qu'un  nombre 
limité  de  points  de  discontinuité  pour  chaque  valeur  particulière  de  y. 

Ce  théorème  se  ramène  au  précédent.  En  elïet,  le  domaine  D  peut 
être  compris  dans  un  rectangle  R  limité  par  les  ordonnées  b  ei  B  et 
deux  abscisses  convenables  a  et  A.  Désignons  par  A  (x,  y)  une  fonc- 
tion égale  à  f{x,  y)  en  tout  point  de  D  et  à  0  en  dehors  de  D.  Cette 
fonction  n'a  pas  d'autres  points  de  discontinuité  dans  le  rectangle  R 
que  ceux  de  f  dans  le  domaine  D  et  les  points  de  la  frontière  de  ce 
domaine.  Il  n'y  en  a  donc  qu'un  nombre  limité  pour  chaque  valeur 
de  y.  Par  suite,  l'intégrale 

f  f,  [x,  y)  dx 

Ja 

est  fonction  continue  de  y  dans  l'intervalle  [b,  B),  Or  cette  intégrale 
se  réduit  à  tp  («/)  à  cause  de  la  définition  de  A,  ce  qui  prouve  le  théo- 
rème. 

4.  Définition  d'une  intégrale  double  dans  un  rectangle  par  des  inté- 
grales simples.  —  Soit  f  [x,  y)  une  fonction  continue  dans  le  rectangle 
R  compris  entre  les  abscisses  a  et  A,  les  ordonnées  b  et  B,  L'inté- 
grale, effectuée  en  considérant  ?/  comme  une  constante, 

(1)  Cf{x,y)dx, 

la 

est  donc  une  fonction  continue  de  y  dans  l'intervalle  [b,  B)  et  peut,  par 
conséquent,  s'intégrer  dans  cet  intervalle.  Cette  intégration  fournit 
l'expression  suivante  : 

(2)  1%  ^J{x,  y)  dx, 

(1)  Ce  domaine  n'est  pas  astreint  aux  conditions  du  n»  1. 
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qui  renferme  deux  signes  d'intégration  superposés  et  que  l'on  appelle, 
pour  cela,  une  intégrale  double.  Les  variables  x  ei  y  que  i-enferme 
cette  intégrale  varient  dans  le  rectangle  H.  Olui-ci  s'appelle  Vnire,  le 
domaine,  ou  le  champ  d'intq/ralion. 

Nous  avons  d'abord  supposé  /(.r.  y)  continue  dans  le  domaine  R, 
mais  l'expression  (2)  conserve  un  sens  sous  des  conditions  plus  géné- 
rales. 

Supposons,  en  ellet,  que  ({x,  y),  tout  en  restant  bornée  dans  le 
rectangle  R,  y  devienne  discontinue  et  que  les  points  de  discontinuité 
se  répartissent  sur  un  nombre  limité  de  lignes  continues  que  nous 
appellerons  les  lignes  de  discontinuité.  Les  points  de  discontinuité 
pourront  d'ailleurs  être  disséminés  sur  ces  lignes  ou  les  remplir 
entièrement  ;  de  sorte  qu'il  pouri-a  y  avoir  des  points  de  discontinuité 
isolés. 

L'intégrale  double  conservera  un  sens  parfaitement  clair  si  les 
lignes  de  disconlinuitë  se  composent  exclusivement  de  parallèles  aux 
axes  coordonnés  et  de  lignes  n'admettant  (ju'iin  nombre  limité  d'in- 
tersections par  des  parallèles  aux  axes. 

En  efTet,  d'après  le  tbéorème  1  du  w  précédent,  l'intégrale  (1) 
demeure  fonction  continue  de  y,  sauf  pour  les  valeurs  exception- 
nelles qui  correspondent  à  une  ligne  de  discontinuité  parallèle  à  l'axe 
des  X.  Mais  comme  l'intégrale  reste  rtnie  pour  ces  valeurs  exception- 
nelles de  y,  dont  le  nombre  est  limité,  elle  représente  encore  unt 
l'onction  intégrable  ûey  dans  l'intervalle  [b,  B)  et  l'expression  (2)  con- 
serve une  valeur  déterminée. 

Nous  supposerons  donc  dorénavant  que,  si  f{x,  y)  n'est  pas  con- 
tinue dans  le  rectangle  R,  ses  discontinuités  satisfont  aux  conditions 
j)récédentes. 

L'intégrale  double  jouit  d'une  pro])riété  fondamentale  qui  va  nous 
permettre  d'en  transformer  la  défmition  et  que  voici  : 

IMntégrale  double  est  comprise  entre  m\\  et  MR,  m  et  M  étant  les 
bornes  inférieure  et  supérieure  de  f{x,  y)  dans  le  domaine  d'intégration 
et  R  l'aire  du  domaine. 

Un  a,  en  elfet,  pai'  le  théorème  de  la  moyenne, 

m  (A  —  a)  <  f  f(x,  y)  dx  <  M  (A—  a). 


rNTi;(;{{A[,F.s  nounLES 


Multiplions  ces  inégalités  par  dy,  intégrons  de  è  à  B  et  remarquons 
que  (A  —  a)  (B  —  />)  -  R  ;  il  vient 


wR 


f  ihi  I   f(x,  y)  dx  <  MR. 

.7'      '    .cf 


5.  Définition  d'une  intégrale  double  dans  un  rectangle  par  des  Hooites 
de  sommes.  —  Partageons  le  rectangle  R  par  un  réseau  ta  mailles 
rectangulaires,  formé  de  deux  systèmes  de  droites,  les  premières 
parallèles  à  Taxe  des  //  et  ayant  successivement  pour  abscisses  :  Xi  = 
a,  x-2,..,  Xn^i  =  A,  les  autres  parallèles  à  l'axe  des  x  et  ayant  succes- 
sivement pour  ordonnées  :  yi^b,  ^2,...  ^^j+i  =  B.  Appelons  a,7i 
l'aire  de  la  maille  comprise  entre  Xi  et  xi+i,  y/^et  y^+i  ;  enfin  soient 
M,7t  et  m,7j  les  bornes  supérieure  et  inférieure  de  /  [x,  y)  dans  la  maille 
«ïtj.  La  relation  (3),  appliquée  au  rectangle  ^m,  donne 

Mik  o^ik  <         dy\      f(x,  y)  dx  <  Ma  «a. 
-yk      -'xi 

Additionnons  toutes  les  inégalités  comprises  dans  les  précédentes 
par  la  variation  des  indices  i,  k  ;  il  viendra 

S     î   mtk  'Mk  ^  frf'/  I* V(^*,  y)  dx  <  î     î  Ma  aa . 

On  voit  que  l'intégrale  double  est  comprise  entre  deux  sommes 
doubles.  Je  dis  qu'elle  est  la  limite  commune  de  ces  deux  sommes, 
quand  on  fait  décroître  indéfiniment  les  mailles  du  réseau  dans  les 
deux  sens,  le  nombre  de  ces  mailles  augmentant  indéfiniment. 

Pour  établir  ce  théorème,  il  suffit  de  montrer  que  la  différence  des 
deux  sommes  doubles,  savoir 

(4)  î    S  (Ma-m.ft)  =^.7., 

a  pour  limite  zéro. 

Cette  conclusion  est  immédiate  si  la  fonction  j'[x,  y)  est  continue 
dans  le  domaine  R,  car,  suivant  le  théorème  II  du  n°  2,  toutes  les 
oscillations  M//i  —  HJa  décroissent  alors  en-dessous  de  tout  nombre 
positif  donné  e  quand  les  domaines  -^a  tendent  vers  0.  Par  consé- 
quent, la  somme  (4)  décroit  en  même  temps  en  dessous  de  tout  nom- 
bre donné,  car.  quand  les  oscillations  sont  toutes  <  e,  elle  est  infé- 
rieure à  eSSaa  =  sR. 
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Cette  conclusion  subsiste  si  f(x,  y),  restant  bornée,  est  discontinue, 
pourvu  que  les  lignes  de  discontinuité  satisfassent  aux  conditions  du 
n°  précédent.  En  effet,  les  oscillations  M,7j  —  mih  décroissent  encore 
en  dessous  de  s  dans  tous  les  éléments  a^^j  quand  ceux  ci  tendent 
vers  0,  sauf  peut-être  dans  les  éléments  touchés  par  les  lignes  de 
discontinuité  ou  dans  des  éléments  qui  s'approchent  indéfiniment  de 
ces  lignes.  Mais,  comme  les  lignes  de  discontinuité  peuvent  être 
enfermées  dans  un  domaine  d'aire  aussi  petite  qu'on  veut  qui  embrasse 
finalement  tous  les  éléments  exceptionnels,  la  somme  de  ces  éléments 
exceptionnels  tendra  vers  0  et,  avec  elle,  la  somme  des  termes  cor- 
respondants de  l'expression  (4).  Donc  la  limite  de  cette  expression  est 
encore  nulle. 

Le  théorème  que  nous  venons  d'établir  peut,  en  supprimant  seule- 
ment dans  ce  qui  précède  les  doubles  indices  devenus  inutiles,  se  for- 
muler de  la  manière  suivante  : 

L'intégrale  double  de  [{œ,  y)  dans  le  rectangle  R  est  aussi  la  limite 
commune  des  deux  sommes 

R       '     ''  R       '     ' 

obtenues  en  décomposantW  en  éléments  rectangulaires  infiniment  petits  ^i 
et  en  faisant  la  somme  de  tous  ces  éléments  multipliés  respectivement  pur 
les  bornes  inférieure  m,  et  supérieure  Mj  de  f{x,  y)  dans  chacun  d'eux. 

6.  Théorème  de  l'interversion  des  intégrations.  Nouvelle  notation  de 
l'intégrale  double.  —  On  peut  intervertir  les  variables  x  et  y  dans  tous 
les  raisonnements  du  n"  précédent.  Comme  d'ailleurs  la  définition  de 
l'intégrale  double  comme  limite  de  sommes  ne  dépend  plus  en  rien 
de  Tordre  dans  lequel  Cf^s  deux  variables  avaient  été  considérées,  on 
obtient  le  théorème  suivant  : 

La  valeur  de  l'intégrale  double  dans  le  rectangle  R  est  iiidépendante 
de  l'ordre  dans  lequel  on  fait  les  intégrations,  c'est-à-dire  que  l'on  a 

\  dx  \  }{x,  y)dy=  \   dy  \  f{x,  y)  dx . 

Dès  lors,  pour  représenter  une  intégrale  double  dans  le  rectangle  R, 
il  est  naturel  d'adopter  des  notations  qui  rappellent  à  la  fois  sa  défi- 
nition comme  limite  de  sommes  et  sa   réduction   à  des  intégrales 


INTÉGRALES  DOUBLES 


simples  consécutives.  Nous  nous  servirons  des  symboles  suivants  : 

fl  fix,y)(m        ou         ({ l{x,y)dxdy. 

La  quantité  f[x,y)  dxdy  sur  laquelle  porte  la  double  intégration 
s'appelle  Vêlement  de  l'intégrale  double. 

7.  Intég^rale  double  dans  un  domaine  de  forme  quelconque.  —  La  défi- 
nition de  l'intégrale  double  comme  limite  de  sommes  s'étend,  sans 
ditficulté  aucune,  au  cas  d'un  domaine  limité  par  des  courbes  quel- 
conques soumises  aux  restrictions  du  n^  1. 

Soit  P  un  domaine  semblable.  Considérons  une  fonction  f{x,  y) 
continue  dans  ce  domaine,  ou,  plus  généralement,  bornée  et  ayant 
des  lignes  de  discontinuité  soumises  anx  mêmes  conditions  que  précé- 
demment (n"  4^.  On  peut,  par  deux  systèmes  de  droites  parallèles 
aux  axes,  décomposer  I)  en  éléments  a,  infiniment  petits.  Tous  ces 
éléments  seront  rectangulaires  sauf  sur  le  bord  du  domaine.  Soient 
M,-  et  nii  les  bornes  supérieure  et  inférieure  de  f{x,y)  dansa».  La  défini- 
tion de  l'intégrale  double  dans  D  est  fournie  par  le  tbéorème  suivant  : 

Les  deux  sommes  étendues  à  tous  les  éléments  de  D, 

(1)  ^M.a.,  Iw.a,  , 

D        '      '  D        ' 

tendent  vers  la  même  limite  quand  les  éléments  olj  décroissent  indéfini- 
ment dans  les  deux  sens.  Celte  limite  commune  est  l'intégrale  double  de 
f{x,  y)  dx  dy  dans  le  domaine  D  et  elle  se  représente  par  les  notations 


i{f{x,y)dxdy        ou         \\j^^^ 


rfD 


En  effet,  cette  limite  se  ramène  aisément  à  une  intégrale  double 
dans  un  rectangle.  Pour  cela,  circonscrivons  au  domaine  D  un  rec- 
tangle R  dont  les  côtés  soient  parallèles  aux  axes.  Soient  a  et  A 
les  abscisses  extrêmes,  è  et  B  les  ordonnées  extrêmes  de  ce  rectangle. 

Appelons  f\  [x,  y)  une  fonction  égale  à  /  (x,  y)  en  tout  point  de  D  et 
à  zéro  en  debors  de  D.  Les  discontinuités  de  celte  fonction  seront 
soumises  aux  conditions  présupposées  de  sorte  que  l'intégrale  double 
de  fi  {x,  y)  dans  R  est  bien  déterminée. 

Partageons  R  en  éléments  rectangulaires  infiniment  petits  a,,  ce  qui 
fournira,  en  même  temps,  le  mode  de  partage  de  D.  Formons,  pour  la 
fonction  f^  et  pour  le  rectangle  R  entier,  les  deux  sommes, 
(2)  ^M.a.,       Sm,«,, 

R  R 
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analogues  aux  sommes  (1)  du  théorème  qui  nous  occupe  mais  qui  ont 
pour  limite  l'intégrale  de  /,  dans  H.  Les  termes  relatifs  aux  éléments 
a,  situés  hors  de  D  sont  nuls,  ceux  qui  sont  relatifs  aux  éléments 
li  situés  dans  D  sont  les  mêmes  dans  les  sommes  (2)  que  dans  les 
sommes  (1).  Les  sommes  correspondantes  S  et  S  ne  difterent  donc, 

D  R 

en  réalité,  que  par  les  termes  relatifs  aux  éléments  a,  touchés  par  la 
frontière  du  domaine  D.  Mais,  comme  la  somme  de  ces  éléments, 
donc  de  ces  teimes,  tend  vers  0,  les  sommes  S  et  ï  ont  la  même 

D  R 

limite.  Il  vient  ainsi,  comme  nous  l'avons  annoncé 


j'[/U-,//)(farf//-=  C[/.  [x.ij]i\?.. 


8.  Réduction  aux  intégrales  simples.  —  L'intégrait'  double  lans  le 
domaine  D  peut  aussi  se  réduire  à  des  intégrales  consécutives  par  rap- 
port à  X  et  à  y. 

On  a,  en  effet,  d'après  ce  qui  précède, 

f  ^Jix,  II)  dx  dii  =  \yy  f  Vi  (•^■,  //)  '/-i-  =  \^(1^  f"/".  (J'.  y)  dfi  . 

Supposons,  ce  qui  est  uli  cas  très  habituel,  que  le  contour  du 
domaine  D  ne  soit  coupé  qu'en  deux  points  par  une  parallèle  à  l'axe 
des  œ  ou  par  une  parallèle  a  l'axe  des  y.  Alors,  pour  chaque  valeur 
de  X  entre  a  el  A,  y  varie  entre  deux  valeurs  y^  et  y.,  fonctions  de  x  ; 
de  même,  pour  chaque  valeur  de  y  entre  b  et  B,  x  varie  entre  deux 
valeurs  x^  et  x^  fonctions  de  y.  On  peut,  dans  les  formules  précé- 
dentes, supprimer  les  intervalles  d'intégration  où  /",  est  nulle,  et, 
comme  l\  -=  /'dans  les  intervalles  restants,  il  vient 

(x,  y)  dx  dy  ^\   dy  \   '(\x,  y)  dx  -      dx  \   '({x.yi  dy. 

Plus  généralement,  quel  que  soit  le  contour  du  domaine  D,  on  peut 
écrire  la  formule  de  réduction  sous  la  forme 

|j^/  (x,  y)  dx  dy  =   I  dy  {[{x,  y)  dx  -  f  dx  [/(.r,  y)  dy  . 

Mais  il  faut  interpréter  ce  résultat  comme  il  suit  : 

Supposons  qu'on  intègre  d'abord  par  rapport  à  x,  puis  par  rapport 
à  y.  Considérant  y  comme  constant,  on  intègre  par  rappo'-t  à  x  dans 
tous  les  intervalles  où  /i  -=  /,  c'est  à  dire  dans  tous  ceux  qui  four- 
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Hissent,  pour  celle  valeur  fin  j/,  ties  points  {x,  y)  du  domaine  D.  En 
d'aiiti'es  termes,  l'intégration  par  rapport  à  x  s'étend  à  la  section  du 
domaine  D  par  la  droite  d'ordonnée  y.  Le  résultat  est  une  fonction  de  //, 
(pie  l'on  intègre  ensuite  par  rapport  à  //  entre  les  limites  extrêmes  du 
domaine  I), 

9.  Propriétés  de  l'intégrale  double.  —  ï.  Soient  D  l'aire  du  domaine 
d'intégration,  M  et  m  les  bornes su\têrieure  et  inférieure  de  (  {x,y)  dans  D  ; 
<)»  a 


^^  f{x,y]d\)  *^  mD. 


.'  .'I 

En  effet,  Tintégraie  double  est  la  limite  commune  des  deux  sommes 
ï.M.a,  et  Im/x/,  toutes  deux  comprises  entre  Mlla,  et  wH^/,  c'ost-à- 
dire  entre  iMl)  et  ml). 

II.  Si  l'on  pose,  en  particuliei',  /  -=  i,  on  obtient  l'aire  du  domaine 
d'iiit(''gralion  sous  forme  d'intégrale  doubh; 


{)--=  j^^dxdy. 


III.  Si  l'on  décompose  le  domaine  D  en  plusieurs  parties  par  des 
transversales,  rintéi/rale  dans  I)  est  la  somme  des  intéyrales  prises  dans 
chaque  partie. 

Nous  pouvons  supposer,  dans  la  démonstration,  qu'on  ait  décom- 
posé D  en  deux  parties  seulenïent  D'  et  D"  par  une  transversale,  car 
Itî  raisonnement  s'étend  de  proche  en  proche  aux  autres  cas. 

('-ouvrons  alors  I)  d'un  réseau  à  mailles  rectangulaires  c»i  comme 
précédemment,  et  considérons  la  somme  SM/a/  qui  a  pour  limite  l'in- 
tégrale dans  D.  Abstraction  faite  des  éléments  «,  touchés  par  la  trans- 
versale, elle  se  compose  des  deux  sommes  qui  ont  pour  limites  les 
intégrales  dans  D'  et  dans  D".  Mais  les  éléments  touchés  par  la  trans- 
versale donnent  des  .sommes  qui  tendent  vers  zéro.  On  ne  commet 
pas  d'erreur  en  les  négligeant,  ce  qui  prouve  le  théorème. 

10.  Généralisation  de  la  définition  d'une  intégrale  double.  —  Soit  D 
uii  domaine  d'intégration.  Décomposons-le  par  des  transversales 
dioites  ou  courbes  en  éléments  d'aires  bien  déterminées  a,.  Soient 
m,  et  Mi  les  bornes  de  f{x,  y)  dans  a^,  : 

IMntégraie  double  de  f{x,  y)  dans  l'aire  0  est  la  limite  commune  des 
deux  sommes 
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étendues  à  tous  les  éléments  de  l'aire  I),  quand  tous  les  éléments 
oii  décroissent  indéfiniment  dans  tous  les  sens. 

On  a,  en  effet,  par  la  propriété  I  du  n"  précédent, 

M^a,■  ^J  j  f(œ,  y)  d^i  ^  W^aj  . 

Faisons  la  somme  de  toutes  les  inégalités  analogues  ;  il  vient,  par 
la  propriété  III, 

S  M^  ^/  55       /' [x,  y)  dx  dy  ^  I  miHi . 

Donc  les  deux  sommes  extrêmes  ont  pour  limite  l'intégrale  double, 
car  on  va  voir  que  leur  différence  S  (M^  —  nii)  a,  a  pour  limite  0. 

Cette  conclusion  est  immédiate  si  [{x,  y)  est  continue,  car  toutes  les 
différences  (M,  —  irii)  tendent  alors  uniformément  vers  0.  Elle  subsiste 
si  f(x,  y)  est  discontinue  dans  les  mêmes  conditions  que  ci-dessus, 
car  le  raisonnement  fait  au  n°  o  s'applique  aussi  bien  au  cas  actuel. 

On  peut  encore  modifier  la  définition  précédente  comme  il  suit  : 
L'intégrale  double  de  f{x,  y)  dans  D  est  la  limite  de  la  somme 

S  fli  ,  Tu)  a,- 

OÙ  ii,  ■!]/  est  un  point  arbitraire  de  a^  et  qui  s'étend  à  tous  les  éléments 
a,  de  l'aire  D,  quand  tous  ces  éléments  décroissent  indéfiniment  dans 
tous  les  sens. 

En  eff'et,  f{li,  r^i)  est  compris  entre  mi  et  M,  ,  par  conséquent,  la 
somme  considérée  dans  ce  nouvel  énoncé  est  intermédiaire  entre  les 
deux  sommes  de  l'énoncé  précédent. 

1 1 .  Théorème  de  la  moyenne.  —  Si  cp  [x,  y)  ne  change  pas  de  signe 
dans  le  domaine  D,  et  si  i\x,  y)  est  compris  entre  les  limites  m  et  M, 
l'intégrale 

J  [  /  (-1%  y)  ?  {^,  y)  dx  dy 

sera  comprise  entre  les  deux  suivantes  : 

w*        'f  (^>  y)  dx  dy,  '^       ?  ^^'  ^^  ^^  ^^* 

C'est  en  cela  que  consiste  le  théorème  de  la  moyenne,  qui  est  l'ana- 
logue du  théorème  correspondant  sur  les  intégrales  simples  et  dont 
la  démonstration  est  tout  aussi  immédiate.  On  remarque  que  le 
théorème  I  du  n°  9  en  est  un  cas  particulier. 
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12.  Intégrales  curvilignes.  Formule  de  Green  pour  le  plan.  —  Con- 
sidérons Lin  arc  de  courbe  plane  L  admettant  la  représentation  para- 
métrique 

X  -  ^  (0  ,       «/  =  •i'  (0, 

où  X  et  y  sont  des  fonctions  continues  de  t  qui  décrivent  l'arc  L  quand 
le  point  t  varie  de  t^  à  T.  Soient  P  ix,yi  et  Q  {x,y)  deux  fonctions  con- 
tinues de  X  et  y.  Décomposons  l'intervalle  <,T  par  les  points  consé- 
cutifs ^,  1.2,...  t„  ,  /,i+i  =  T.  Soienta;^,  yi  les  valeurs  de  x,y  au  point  U. 
Formons  les  deux  sommes  (i  ---  1,  2,...  n) 

E  P  (x^ ,  //,)  {x^_^^  -  X.) ,        ï  Q  {X, ,  y.)  (y,^-y,). 

Quand  les  valeurs  successives  de  t  se  rapprochent  indéfiniment,  les 
valeurs  de  x  et  celles  de  y  sont  dans  le  même  cas,  et  les  deux  sommes 
précédentes  tendent  généialement  vers  des  limites  déterminées,  que 
l'on  représente  respectivement  par 

(  P  {X,  y)  dx,  {  Q  {X,  y\  dy. 

Ces  deux  expressions  et  leur  somme 

{vdx-\-{)dy 

X 

sont  ce  (}ue  l'on  appelle  des  intégrales  curvilignes  effectuées  sur  la 
ligne  L. 

Leur  existence  a  été  établie  dans  le  t.  \  {n°  SHé»)  sous  la  seule  condition 
que  la  ligne  L  soit  rectifiable.  Nous  nous  contenterons  ici  de  l'établir 
dans  l'hypothèse  plus  simple  oij  la  ligne  L  se  décompose  en  un  cer- 
tain nombre  de  segments  sur  chacun  desquels  les  variations  de  a;  et 
de  y  ne  changent  pas  de  sens.  Le  raisonnement  étant  analogue  pour 
l'autre  somme,  il  suffira  d'ailleurs  de  raisonner  sur  la  première  : 

S  P  [Xi,  yi)   [Xi+i  —  Xi)  ; 
et  nous  allons  montrer  que  sa  limite  se  ramène  à  des  intégrales  défi- 
nies ordinaires  par  rapport  à  la  variable  x. 

Si  X  varie  constamment  dans  le  même  sens  de  a  h  b  quand  le  point 
{x,y)  parcourt  la  ligne  L,  l'équation  de  la  courbe  peut  se  mettre  sous 
la  forme 

y  =  ?i(^) 
où  (fi  est  une  fonction  continue  entre  a  et  b  et  l'on  voit  immédiate- 
ment que  la  limite  de  la  somme  précédente  est,  par  définition,  l'inté- 
grale définie 

Çp{x,if,)dx. 
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Si  la  ligne  L  était  parallèle  à  l'axe  des  y/,  x  serait  constant  et  l'inté- 
grale serait  nulle. 

Si  la  ligne  L  se  composait  de  jilusieurs  segments  sur  chacun  des- 
quels .r  varie  dans  le  même  sens,  l'intégrale  curvilign*;  se  ramènerait 
à  une  intégrale  ordinaire  relative  à  .r  sui' cluuiue  segment,  et  l'inté- 
grale sur  L  serait  leur  somme. 

Revenons  maintenant  à  la  représentation  paramétritjue  de  la  ligne  L 
et  suj)posons  que  les  Ibnctions  x  et  y  de  t  aient  des  dérivées  continues 
x'  et  y'  entre  /,  et  T.  On  pourra  transformer  les  intégrales  relatives  à 
X  en  prenant  t  connne  variable  d'intégration.  Il  viendra  ainsi 

I  V{x,y)ilx  ^  Cv{x.y)x'in. 

Un  trouvera  d'une  manièie  analogue 

I  Q{x,!i>dy  ^\'Q{x,y)y'(lt 

X  Jt^ 

et,  par  conséquent,  en  ajoutant, 

dl. 


j^Vdx-rQdy^  j '(P.,-' +  q.^') 


Ces  l'ormules  subsistent  évidemment  si  les  déiivées  x'  el  y'  sont 
discontinues  en  un  nombre  limité  de  points  mais  restent  bornées. 

Si  l'on  changeait  le  sens  du  parcours  sur  la  ligne  L,  cela  renverse- 
rait le  sens  des  limites  dans  les  intégrales  définies  relatives  h  x,  ii  y  ou 
à  /  et,  par  conséquent,  l'intégrale  curviligne  changerait  de  signe.  Soit 
A  et  B  les  extrémités  de  la  ligne  L  ;  quand  on  veut  faire  apparaître  le 
sens  du  parcours  dans  la  notation  de  l'intégrale  curviligne,  on  rem- 
place l'indice  L  par  AB  ou  par  BA.  On  a  ainsi 

1    P  dx  '\r  Q  dif  -=  —  i    l*  dx  +  U  dy. 

JAB  '  Xa 

Examinons  en  particulier  le  cas  où  la  ligm^  L  est  un  contour  (1  fermé 
sans  point  multijtle. 

Le  tour  de  ce  contour  j)eul  se  faire  dans  le  sens  dirai  ou  dans  le 
sens  réirograde.  Le  sens  direct  est  celui  de  la  rotation  de  l'axe  des  x 
positifs  vers  celui  des  y  positifs.  Ordinairement  c'est  le  sens  contraire 
de  celui  des  aiguilles  d'une  montre  et  il  laisse  l'origine  à  gauche 
Dans  ce  cas,  le  sens  direct  sur  le  contour  <',  sera  celui  qui  laisse  à 
gauche  l'intérieur  du  contour. 
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Dans  le  cas  d'un  cuiilour  Icnnc  ('-,  un  cunviuiil  du  repiésenler  par 
la  notation 

[P(/.i-  f  Qdii 

l'intégrale  efl'ectnée  dans  le  sens  direct. 

C.reen  a  l'ail  usage  d'une  formule  importante  qui  ramène  une  inté- 
grale double  à  une  intégrale  curviligne  et  à  laquelle  on  adonné  son 
nom.  Nous  allons  la  l'aire  connaître. 

(lonsidéions  un  domaine  1)  limité  par  un  contour  terme  C.  Suppo- 
sons d'abord  que  ce  contour  (tig.  1  )  se  y 
com|iose  de  deux  arcs  de  courbes  RS  et 
PU  et  de  deux  parallèles  à  l'axe  des  ;//, 
RP  et  SQ.  Les  ordonnées  v/,  cl  y.,  (//,  >  ijx) 
des  deux  courbes  sont  supposées  fonctions 
continues  de  x  dans  l'intervalle  {a,  A) 
correspondanl  aux  deux  arcs  considérés.  "     "^  -^ 

Nous  admettons  d'ailleurs  que  les  deux  '^'S-  *• 

arcs  puissent  se  rejoindre  par  leurs  extrémités,  auquel  cas  l'une  dns 
droites  du  contour  C  ou   toutes  les  deux  disparaîtront.  Soit  alors 

âP 
dy 


^^^^ 

? 

^^ 

'.'î 

S 

K 

— 

^ 

>: 

P  [x,y)  une  fonction  continue  et  uniforme  ainsi  que  sa  dérivée 
dans  le  domaine  D.  On  aura,  par  la  formule  du  n^  8, 


.'JD    dy  .1,       j^, 


dP 

ày 


dy 


?{x,y,)dx  —     V{x,y,]dx. 


«es  deux  dernières  intégrales  simples  sont  des  intégrales  curvi- 
lignes. La  première  est  effectuée  sur  l'arc  PQ  le  seconde  sur  l'arc  RS. 
11  vient  donc 

II  — 

JJd   ày 

Or  je  dis  que  ce  résultat  peut  s'écrire  encore 
dP 


dx  dy 


-  f  P  dx  -  r  P  dx. 

jqv  JRs 


Ji-^^^'^^^-l 


P  dx. 


En  efîet,  quand  on  suit  le  contour  C  dans  le  sens  direct,  on  par- 
court successivement  les  deux  arcs  RS  et  QP  et  les  deux  droites  SQ  et 
PR  ;  mais,  l'intégrale  étant  nulle  sur  ces  deux  droites,  il  n'y  a  pas 
lieu  d'en  tenir  compte. 

La  formide  i)récédente  s'étend  sans  i)eine  à  une  aire  D  entourée  par 
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un  contour  C  de  forme  quelconque,  pourvu  que  ce  contour  satisfasse 
aux  conditions  du  n'^  1.  En  elïet,  on  peut  alors  par  des  transversales 
décomposer  D  en  morceaux  Di,  Dg,...  limités  par  des  contours  sem- 
blables à  celui  sur  lequel  nous  venons  de  raisonner.  L'intégrale  dou- 
ble dans  cliaque  morceau  se  ramène  à  une  intégrale  curviligne.  En 
faisant  la  somme  de  ces  intégrales  doubles,  on  obtiendra  l'intégrale 
dans  D.  D'autre  part,  la  somme  de  ces  intégrales  curvilignes  se 
réduira  à  l'intégrale  sur  C,  car  celles  qui  sont  prises  sur  les  transver- 
sales disparaissent.  En  eftet,  chaque  transversale  est  parcourue  deux 
fois  en  sens  contraire  suivant  qu'on  la  considère  comme  frontière  de 
l'un  ou  de  l'autre  des  deux  morceaux  qu'elle  sépare,  et  les  deux 
intégrales  correspondantes  se  détruisent. 
Soit  maintenant  Q  (x,  y)  une  autre  fonction  continue  dans  l'aire  1) 

ainsi  que  sa  dérivée  —^  ;  la  formule 

s'établit  comme  la  j)récédente.  En  retranchant  les  deux  équations 
l'une  de  l'autre,  il  vient  enfui 

/i(l-f)^^'^''  =  .['' "•'■  +  «'*• 

Telle  est  la  formule  de  Green.  Elle  ramène  le  calcul  de  l'intégrale 
double  dans  I)  à  celle  d'une  intégrale  effectuée  sur  le  contour  de  l'aire. 

Nous  avons  déjà  rencontré  dans  la  première  partie  du  cours  cer- 
taines applications  de  cette  formule.  Posons  Q  =  x  et  P  «  —  y  ;  il 
viendra  * 

f  [xdy-ydx]  =2  I  (  dxdy^  ">.{). 

X  J  JD 

C'est  l'une  des  formules  qui  expriment  l'aire  D  intérieure  au  con- 
tour C  par  une  intégrale  sur  le  contour.  Les  deux  autres  : 

Je  ,c 

s'obtiennent  d'une  manière  analogue  en  posant  Q  «=•  0,  P  =  -  ^  ou 
Q  =  a:,  P  =  0. 

13.  Intégrales  triples.  —  Les  considérations  précédentes  s'étendent 
à  un  système  de  liois  variables  x,  y,  z.  On  est  ainsi  conduit  à  la 
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notion  des  intégrales  triples.  Nous  nous  contenterons  d'énoncer  les 
résultats  suivants,  les  démonstrations  se  faisant  comme  pour  les 
intégrales  doubles  : 

Faisons  varier  le  point  x,  y,  z  dans  un  prisme  rectangulaire  R, 
borné  par  les  valeurs  «  et  A  de  x,  ft  et  B  de  y,  c  et  C  de  z.  Soit 
f{x,  y,  z)  une  fonction  continue  d&o;,  y,  z  dans  ce  domaine,  ou,  plus 
généralement,  une  fonction  bornée  dont  les  points  de  discontinuité  se 
répartissent  sur  un  nombre  limité  de  surfaces  planes  ou  courbes 
appelées  surfaces  de  discontinuité.  Les  surfaces  courbes  sont  d'ailleurs 
soumises  à  certaines  restrictions.  Il  faut  qu'en  les  coupant  par  un  plan 
parallèle  à  l'un  des  plans  coordonnés,  le  système  de  lignes  de  discon- 
tinuité qui  en  résulte  satisfasse  aux  conditions  imposées  jusqu'ici  à 
ces  lignes  dans  le  plan  de  deux  variables. 

Ceci  posé,  formons  l'expression,  bien  déterminée  : 
(1)  Cdx  Cdy  rnx,y,z)dz, 

J((  Jh  Je 

qui  résulte  de  trois  intégrations  consécutives,  la  première  par  rapport 
à  ^  en  considérant  x,  y  comme  constants,  la  deuxième  par  rapport  à  y 
en  considérant  x  comme  constant,  la  troisième  par  rapport  à  x.  Cette 
expression  est  une  intégrale  triple  étendue  au  domaine  R. 
On  peut  la  définir  aussi  comme  une  limite  de  sommes  : 

L'intégrale  triple  dans  R  est  la  limite  commune  des  deux  sommes 

ï  mi  oLi,     ï  Mi  (Xi, 

obtenues  en  décomposant  le  domaine  R  en  éléments  prismatiques  infini- 
ment petits  o^i  par  trois  systèmes  de  plans  respectivement  parallèles  aux 
plans  coordonnés,  et  en  faisant  la  somme  de  tous  ces  éléments  multipliés 
respectivement  par  les  bornes  inférieure  nii  et  supérieure  M/  de  f{x,y,z) 
dans  chacun  d'eux. 

L'ordre  des  variables  n'intervient  plus  dans  cette  définition,  d'où 
le  théorème  : 

Si  l'on  intègre  successivement  une  même  fonction  f  [x,  y,  z)par  rap- 
port aux  trois  variables  x,  y,  z  entre  des  limites  constantes,  le  résultat 
ne  dépend  aucunement  de  l'ordre  dans  lequel  on  effectue  ces  trois  inté- 
grations. 
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La  définition  de  l'intégrale  triple  s'étend  aussi  à  un  domaine  D 
limité  par  une  surface  fermée  de  forme  quelconque  qui  en  fait  la  fron- 
tière.Toutefois,  pour  que  la  précédente  théorie  des  intégrales  doubles 
puisse  se  généraliser,  il  faut  assigner  des  restrictions  à  cette  frontière. 

Supposons  que  l'on  coupe  le  domaine  D  par  un  plan  parallèle  à  l'un 
des  plans  coordonnés,  par  exemple  par  le  plan  d'ordonnée  z.  Les 
points  du  domaine  D  qui  appartiennent  au  plan  z  forment  un  domaine 
à  deux  variables  x,  y,  que  l'on  appelle  la  section  du  domaine  D  par  le 
plan  z.  Nous  admettons  que  le  contour  de  celte  section  satisfait  aux 
conditions  que  nous  avons  imposées  précédemment  à  la  frontière  d'un 
domaine  à  deux  variables  et  qu'il  en  est  de  même  pour  toute  autre 
section  parallèle  à  Tun  des  plans  coordonnés. 

L'intégrale  triple  de  f{x,  y,  z)  dans  un  domaine  D  de  forme  quel- 
conque est  la  limite  commune  des  deux  sommes  SM^Xj  et  ^mi'^i  que 
l'on  obtient  en  décomposant,  par  des  surfaces  quelconques,  D  en  volumes 
a-i  infiniment  petits  en  tous  sens  et  en  faisant  la  somme  de  ces  éléments  é 
multipliés  respectivement  par  les  bornes  supérieure  Mi  et  inférieure 
nu  de  f(x,  y,  z)  dans  chacun  d'eux.  Cette  limite  se  désigne  par 


(2)  I  I  I  f(a;,y,  z)  dxdy  dz. 


Le  théorème  de  la  iiioyemie  s  "étend  aux  intégrales  triples.  Nous  en 
énoMceroiis  seulement  le  cas  particulier  suivant.  Si  l'on  désigne  par  D 
le  volume  du  domaine  d'intégration  et  par  ii  une  valeur  moyenne  de/" 
dans  ce  domaine,  on  peut  écrire 


(3)  ^^^J{x,y,z)  dxdy  dz^ixD. 

En  particulier,  si  /"=  1,  il  vient 

(4)  ^  ="■  Cl  f  ''^ ^'-'^  '''^•' 


ce  qui  donne  l'expression  générale  d'un  volume  sous  forme  d'intégrale 
triple, 

14.  Réduction  des  intégrales  triples.  —   Considérons   l'intégrale 
étendue  à  un  domaine  de  forme  quelconque 


m 


f{x,y,z)  dxdy  dz. 
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Cette  intégrale  se  ramène  aisément  à  une  autre  prise  dans  un 
domaine  prismatique.  Soient  a  et  A  les  valeurs  extrêmes  ûex,  b  ei  B 
celles  de  ^,  c  et  C  celles  de  v  dans  le  domaine  D.  Le  prisme  R  borné 
par  ces  trois  couples  de  valeurs  contiendra  le  domaine  D.  Donc,  si 
l'on  désigne  par  i\  une  fonction  égale  à  /"en  tout  point  de  D  et  à  zéro 
en  dehors,  on  aura 

J I  \j{^;  y^  ^)  </^-  dy  ch  ^  jjj^  t\  {-r,  /y,  ^0  dx  Jy  th. 

L'intégrale  dans  R  se  calcule  par  trois  intégrations  simples  consé- 
cutives, effectuées  par  rapport  à  x,  y,  .:■  dans  un  ordre  arbitraire.  On 
peut,  par  exemple,  la  réduire  à 

(5)  (\lx  Cdy  f/-,  [x,  //,  z)  dz. 

Ja        Jb         Je 

Considérons  le  résultat  des  deux  premières  intégrations  : 

\yy  ^J'X^,  y,  ^)  dz. 

C'est  une  intégrale  double  étendue  à  un  rectangle  et  dans  laquelle 
on  regarde  x  comme  constant.  On  peut  remplacer  cette  intégrale 
double  par  une  autre  portant  sur  la  fonction  f.  Il  suffit,  pour  cela,  de 
réduire  le  champ  d'intégration  au  domaine  dans  lequel  /  -=  f^.  Ce 
domaine  n'est  autre  que  la  section  du  domaine  1)  par  le  plan  x  ;  en 
la  désignant  par  S^ ,  l'intégrale  précédente  devient 

J  [  f{x,y,z)dydz, 
et  l'intégrale  triple  prend  la  forme 

(6)  {\lx    C[  f{x,y,z)dydz. 

L'intégrale  double  pouvant  se  calculer  par  deux  intégrales  simples 
effectuées  par  rapport  à  y  et  à  z,  l'intégrale  triple  se  ramènera  donc 
à  trois  intégrations  consécutives  sur  la  fonction  f. 

C'est  ce  qu'on  exprime  par  la  relation  générale 


(7)  \\Jjdxdydz^  \dx^dy  \ldz 


La  première  intégration  est  effectuée  par  rapport  à  z,  on  suppose 
X,  y  donnés  et  riulcgralion  s'étend  aux  valeurs  de  ;  |)0ur  lesquelles 
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le  point  (x,  y,  z)  appartient  à  D.  La  seconde  intégration  s'étend  aux 
valeurs  de  y  pour  lesquelles  {x  étant  donné)  la  droite  x,  y  rencontre  D, 
la  troisième  à  toutes  les  valeurs  de  x  auxquelles  correspondent  des 
points  de  D. 

On  peut  permuter  les  intégrations,  mais  il  faut  aussi  permuter  les 
lettres  dans  la  règle  précédente,  ce  qui  entraînera  généralement  une 
modification  des  limites. 

§  2.  Déterminants  fonctionnels. 
Transformation  des  intégrales  doubles. 

15.  Déterminant  fonctionnel  ou  jacobien.  —  Soient  u,  v  deux  varia- 
bles indépendantes  ;  x,  ^deux  fonctions  : 

X  =  <f  (u,  v),       y  =^  '\>  (m,  v), 
continues  ainsi  que  leurs  dérivées  partielles  premières.  Le  détermi- 
nant 


J  ^ 


se  nomme  déterminant  fonctionnel  ou  jacobien  de  x,  y  par  rapport  à 
u,  V.  Il  se  représente  par  le  symbole 

d  (x,  y)    ^ 
d  [u,  v) 


dx 

dx 

ou 

ôv 

dy 

dy 

du 

dv 

qui  rappelle  la  notation  des  dérivées.  Et,  en  effet,  nous  allons  voir 
que  le  déterminant  fonctionnel  possède  des  propriétés  analogues  à 
celles  de  la  dérivée.  Nous  signalerons  les  suivantes  : 

l.  Les  variables  u,  v  peuvent  être  elles-mémps  des  fonctions  de 
deux  nouvelles  variables  indépendantes  u\  v',  admettant  aussi  des 
dérivées  partielles  continues,  auquel  cas  on  a 

dx     dx  '     dx     du     ,     dx     dv        dx     du 


du' 
dy 


dv' 
dy 


du 


du' 
du 

du' 


'       ()V 

^    dv 


du' 
dv_ 
du' 


du  dv' 
dy  du^ 
du     dv' 


du'     dv'    j        I    du 
et,  d'après  la  règle  de  la  muliiplication  des  déterminants, 
d  (x,  y)     d  {u,  v) 


dx 
dv 

dv 

Tv~ 

dv 
dv 

àv_ 
dv' 

d  jx,  y] 

d  [u',  v') 


d{u,v)    d{u',v') 
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Cette  formule  est  analogue  à  celle  de  la  dérivation  des  fonctions  de 
fonctions. 

II.  Quand  u'  =  x  et  v'  ==  ij,  la  formule  précédente  devient 

_  AJ^É-    ^  ^"'  ^'^ 
~  d  {u,  v)     d  {x,  y) 

Donc  le  jacobien  de  x,  y  par  rapport  à  u,  v  est  l'inverse  de  celui  de 
u,  V  par  rapport  à  x,  y,  ce  qui  rappelle  la  règle  de  dérivation  des 
fonctions  inverses. 

Cette  règle  suppose  évidemment  l'existence  des  fonctions  inverses 
M,  V  de  X,  y.  Mais  on  peut  s'en  assurer  par  le  théorème  suivant  : 

III.  Si  les  fontions  x,  y  prennent  les  valeurs  Xq,  y^  au  point  Uq,  Vq  et 
que  leur  jacobien  J  ne  s'annule  pas  en  ce  point,  on  peut  récipro- 
quement considérer  u,  V  comme  des  fonctions  de  x,  y,  continues  dans 
le  voisinage  du  point  Xq,  y^  et  qui  prennent  les  valeurs  Uq,  Vq  au  point 
Xo,  t/o.  Ces  fonctions  sont  uniformes  et  admettent  des  dérivées  par- 
tielles. 

C'est  l'application  du  tliéorèm.edu  n°  170  de  la  première  partie  du 
cours. 

La  définition  du  jacobien  s'étend  à  un  nombre  quelconque  de 
fonctions  ^1,  0^2,...  Xn  du  même  nombre  de  variables  indépendantes 
Ml,  Wj,...  Un.  On  pose 

J  = 


dXy 

dXn 

d{x„x„. 

..Xn) 

dui 

dui 

d{u„  u.,. 

.  Un  ) 

dx, 

OXn 

dun 

dUn 

Les  propriétés  I,  II,  III  se  généralisent  évidemment  d'elles-mêmes, 

IV.  Voici  encore  une  propriété  qui  généralise  la  règle  de  dérivation 
des  fonctions  composées.  Soient  a;  et  ^  deux  fonctions  données  de  S,  tj,  ^  : 

Si  $,  Tj^  ^  dépendent  de  deux  variables  te.  v,  les  variables  se  et  y  sont 
des  fonctions  composées  de  u,  v.  Nous  allons  démontrer  qu'on  a 

Q^     ^  (^.  y)  ^  d  (a;,  y)  d  ($,  ri)         d  (^,  y)  d  [g,  g        d  (x,  y)  d  (^,  $) 
^  '     d  {ic,  v)        d  (5,  T))  d  {u,  v)'^  d  (t),  Çj  d  [U,  v)'^  d  (Ç,  S)  d  {u,  vj 

Il  y  a  autant  de  termes  dans  le  second  membre  que  de  combinaisons 
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des  lettres  ;,  -i,  K  deux  à  deux.  Comme  cette  formule  s'étend  facilement 

à  des  séries  plus  nombreuses   de  variable',  nous  allons  en  donner  une 

démonstration  facile  à  généraliser. 

Remplaçons  d'abord,  dans  cl  (x,  y)  :  d  {u^  v\,  x  seul  par  tp  (;,  r,,  ^), 

dx         d<5i  dti  ^      ., 

donc  -T-par-^-^ — \-  •■•  etc.    Ce  determmant   se   décompose  en    une 

somme  d'autres  : 

d  {x,  y)   _    d^  d^.j)_   ,      d^  d{-n,y)   _^   _d^  ^iiÏL  . 
d  [u,  v)  d\     d  (m,  v)  drx     d  (w,  v)  dl     d  [u,  v) 

C'est  une  expression  linéaire  des  déterminants  fonctionnels  de  ($,  y). 
(■'i»  ^)i  (^'  y]'  Remplaçons  maintenant  dans  ceux-ci  y  par  <]/  (ç,  r\,  C)  ;  ils 
vont  s'exprimer  à  leur  tour  linéairement  au  mojen  de*  ceux  de  [i,  ïj), 
(tj,  ^),  [t,  ^),  car  ceux  de  (^,  ?),..,  sont  nuls.  Portons  ces  valeurs  dans 
l'expression  précédente,  il  vient 

dix, y)  _^^  d{^,;)         ^  d[r,,t]     ,   ^  d{^,^) 
d  [îi,  v)  d  (u,  y)  d  [ii,  v)     '         d  [ti,  v) 

Dans  cette  équation,  les  paramètres  A,  B,  C  ne  dépendent  que  de  la 
forme  des  fonctions  cp  et  'h  par  rapport  à  ^,  tj,  Z  et  non  de  celle  de  ç,  r^,  Z 
par  rapport  à  u.  v.  On  peut  donc  les  déterminer  pour  un  choix  particu- 
lier de  u.  V.  On  ti'ouve  immédiatement  A  en  posant  u  ^^  ^,  v  =  r^  et  ^ 
indépendant  dez^,  v,  ce  qui  réduit  le  second  membre  à  A  ;  B  et  C  se 
déterminent  d'une  manière  analogue,  et  l'on  obtient  la  formule  (1). 

16.  Correspondance  de  deux  aires  D  et  D' ;  uniforme,  directe  ou 
inverse.  Calcul  d'une  aire  en  coordonnées  curvilignes.  —  Rapportons  les 
variables  u,  v  à  deux  axes  rectangulaires  Cm  et  Ov  ;  les  variables  x,  y 
à  deux  axes  rectangulaires  Ox  et  Oy,  Les  formules 

X  ^   'f  (M,  v),  y  =  't'  {H;  v), 

que  nous  supposons  vérifier  les  conditions  du  n^précédent,  établissent 
un  certain  mode  do  correspondance  entre  les  points  du  plan  uv  et 
ceux  du  plan  xy.  Nous  supposons  qu'elles  font  correspondre  les  points 
d'une  aire  D' intérieure  à  un  contour  C  dans  le  plan  xy  à  ceux  d'une 
aire  D  intérieure  à  un  contour  C  dans  le  plan  uv. 

La  correspondance  sera  iiniforme  si  à  tout  point  de  D  correspond 
un  point  de  D'  et  un  seul,  à  tout  point  de  D'  un  point  D  et  un  seul. 
En  d'autres  termes,  elle  sera  uniforme  si  à  tout  contour  fermé  décrit 
par  le  point  {u,  v)  correspond  un  contour  fermé  décrit  par  le  point 
(a*,  y)  et  réciproquement.  Il  est  clair  que  les  contours  C  et  C  des 
deux  aires  se  correspondront  alors  en  particulier.  On  trouvera  au 
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n°  18  un  théorème  général  relatif  à  l'uniformité  de  la  correspondance 
de  deux  aires. 

La  correspondance  est  directe  si  les  points  correspondants  (»/,  v)  et 
(x,  y)  décrivent  en  même  temps  leurs  contours  fermés  dans  le  même 
sens  (direct  ou  rétrograde)  :  elle  sera  inverse  si  les  sens  des  parcours 
sont  opposés  pour  ces  deux  points.  Cette  définition  suppose  évidem- 
ment que  le  mode  de  correspondance  est  le  même  pour  tous  les 
contours  fermés  que  l'on  peut  tracer  dans  l'aire  D, 

Le  mode  de  correspondance  dépend  du  déterminant  fonctionnel 

j  _  d  [X,  y)   _ 
d  \u,  v) 

L'examen  approfondi  de  cette  dépendance  exige  une  analyse  assez 
abstraite  qu'on  trouvera  au  numéro  18  Nous  supposerons  seulement 
ici  que  le  déterminant  J  ne  change  pas  de  signe  dans  l'aire  D  et  que 
la  correspondance  des  deux  aires  D  et  D'  est  uniforme.  Proposons- 
nous  d'évaluer  l'aire  D'  par  une  intégrale  étendue  à  D.  A  cet  effet, 
nous  allons  nous  appuyer  sur  l'expression  connue  (n»  12)  de  l'aire 
D'  par  une  intégrale  curviligne  : 

D'  =  {  xdti. 

Je 

Celle-ci  se  réduit  à  une  intégrale  ordinaire  en  considérant  m,  v 
et,  par  suite,  x,  y  comme  des  fonctions  d'une  variable  indépendante  t 
qui  varie  de  fo  à  T  quand  le  point  u,  v  décrit  le  contour  C  et  le  point 
X,  y  le  contour  C.  Nous  supposons  que  x,  y  décrit  C  dans  le  sens 
direct,  alors  on  a 

La  dernière  intégrale  est  la  transformée  en  t  de  l'intégrale  curvi- 
ligne sur  C 

où  e  désigne  l'unité  positive  ou  négative,  -[-  1  si  le  contour  C  est  par- 
couru dans  le  sens  direct,  —  1  s'il  est  parcouru  dans  le  sens  rétro- 
grade. 

Cette  intégrale  est  encore  égale  à  D'  et  nous  allons  la  transformer 
par  la  formule  de  Green.  Posons 

du  âv 
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d'où,  en  supposant  l'existence  et  la  continuité  de    .    "^     > 

dQ   _    d?    _    dx    ày  _    àa   ày_  ^  ^  ^ 

au  âv    ~    du    âv  dv  Ou  °"     ' 

il  viendra 

Observons  que  D'  est  positif  et  que  J  ne  change  pas  de  signe,  il 
s'ensuit  que  eJ  ==■  |  -H  et,  par  conséquent, 

D'  =   f  f  I  .1  t  du  dv. 

C'est  la  formule  que  nous  voulions  obtenir, 

La  quantité  |  J  |  du  dv  sous  le  signe  d'intégration  s'appelle  Vêlement 
de  taire  D'  dans  le  système  de  coordonnées  curvilignes  w,  v.  La  for- 
mule précédente  est  la  formule  générale  pour  la  quadrature  des  aires 
planes  en  coordonnées  curvilignes. 

Bemarque.  —  Puisque  eJ  est  positif,  e  -=  +  i  ou  —  1  suivant 
que  J  est  positif  ou  négatif,  donc  les  points  (m,  v)  et  {x,  y)  décrivent 
les  contours  C  et  C  dans  le  même  sens  ou  dans  des  sens  contraires 
suivant  que  J  est  positif  ou  négatif.  Comme  les  mêmes  raisonnements 
peuvent  se  faire  sur  une  portion  quelconque  de  l'aire  D'  et,  par  suite, 
sur  un  contour  quelconque,  il  s'ensuit  que  la  correspondance  des 
aires  D  et  I)'  est  directe  ou  inverse  suivant  que  J  est  positif  ou  négatif. 

17.  Généralisation  de  la  démonstration  précédente.  —  La  démonstra- 
tion précédente  repose  sur  la  transformation  de  Green 

,'c     \àu  âv      J       J JoKôu    âv        dv    du' 

que  nous  avons  établie  en  admettant  l'existence  et  la  continuité  de 


du  dv 


Mais  cette  condition  est  inutile,  l'existence  et  la  continuité  des  déri- 
vées premières  suffit.  Nous  démontrerons,  t^n  effet,  dans  le  chapitre  IV 
que,  dans  ce  cas,  on  peut  définir  un  polynôme  P  (m,  v)  qui  converge 
vers  y  et  dont  les  dérivées  premières  convergent  vers  celles  de  î/, 
et  cela  uniformément.  La  formule  précédente  subsiste,  sans  difficulté, 
quand  on  remplace  y  par  P  dont  toutes  les  dérivées  existent.  Elle  sub- 
siste donc,  à  la  limite,  pour  y. 

18.  Théorème.  —  Si  le  jacohien  i  de  x,  y  par  rap23ort  à  u,  v,  ne 
s'anmde  pas  dans  taire  D,  s/,  de  plus,  le  point  x,  y^  lié  à  w,  v^  décrit 
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dans  son  plan  un  contour  simple  C  quand  u,  v  décrit  le  contour  C  de 
l'aire  D,  les  aires  D  e^  D'  respectivement  intérieures  à  C  et  à  C  se  cor- 
res2)ondent  uniformément. 

Désignons  provisoirement  par  A  le  domaine  du  point  a?,  y  quand  u,  v 
varie  dans  le  domaine  D.  Nous  allons  montrer  d'abord  que  À  ne  peut 
avoir  d'autre  frontière  que  C,  et  pour  cela,  que  tout  point  a^o^o  qui  cor- 
respond à  un  point  «o^o  de  l'intérieur  de  D  est  lui-mèmn  intérieur  à  /\. 
A  cet  effet,  remarquons  que,  J  n'étant  pas  nul,  u  ni  v  sont  fonctions 
continues  de  a;  et  y  et  varient  dans  le  voisinage  de  Wo^o»  donc  dans  D, 
quand  x  ety  varient  dans  un  domaine  suffisamment  petit  autour  de  XqU^  ; 
donc  ce  domaine  suffisamment  petit  fait  partie  du  domaine  A. 

Le  domaine  A  ajant  C  pour  unique  frontière  et  ne  pouvant  s'étendre 
à  l'infini,  ne  peut  être  que  la  partie  D'  du  plan  intérieur  au  contour  C. 
Donc  les  aires  D  et  D'  se  correspondent.  U  est  clair  que  x,  y  décrit 
un  contour  fermé  si  w,  v  en  décrit  un.  Pour  établir  l'uniformité  de  la 
correspondance,  il  reste  à  montrer  que  ic,  v  décrit  aussi  un  contour  fermé 
en  même  temps  que  x,  y. 

Supposons,  par  impossible,  qu'une  ligne  L  qui  joint  deux  points  dis- 
tincts WflVo  et  MjUj  de  l'aire  D  ait  pour  correspondante  dans  D'  une  ligne 
fermée  L'  partant  du  point  x^^y^  et  y  revenant.  Nous  allons  montrer 
qu'il  y  a  là  une  contradiction. 

Puisque  J  ne  s'annule  pas,  les  variables  u,  v  sont  fonctions  continues 
de  X,  y  dans  le  voisinage  de  tout  point  de  la  ligne  L',  de  sorte  que,  si 
l'on  déforme  L'  d'une  manière  continue,  la  ligne  correspondante  L  se 
déforme  aussi  d'une  manière  continue.  On  peut  réduire  par  une  déforma- 
tion continue  à  la  ligne  L'  au  seul  point  x^^y^,  sans  en  changer  les  extré- 
mités qui  coïncident  en  ce  point.  Donc  la  ligne  L  devrait  se  réduire  en 
même  temps  à  un  seul  point  ses  extrémités  restant  fixes  aussi,  chose 
impossible,  puisque  ces  extrémités  sont  distinctes. 

19.  Changement  de  variables  dans  les  intégrales  doubles.  —  Soit 
f{œ,  y)  une  fonction  de  x,  y  ayant  une  intégrale  bien  déterminée  dans 
l'aire  D'  considérée  au  n°  16.  Proposons-nous  de  changer  de  variables 
dans  cette  intégrale  par  les  relations  a;  =  f  (m,  v),  «/ »=  >{^  (m,  v)  du 
même  numéro.  Le  problème  consiste  à  remplacer  l'intégrale  dans  D' 
par  une  autre  équivalente  effectuée  par  rapport  à  u,  v  dans  l'aire  D. 
Il  se  résout  par  la  formule 

jjj{x,  y)  dx  dy  =  I  jy(co,  4-)  I  J  I  du  dv. 

Nous  allons  la  démontrer. 

Décomposons  l'aire  D  en  éléments   infiniment  petits  a,  par  des 
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transversales,  l'aire  D'  en  éléments  infiniment  petits  <x'.  parles  trans- 
versales qui  correspondent  aux  précédentes.  Soient  m,  et  M,-  les 
bornes  de  fix,  y)  dans  a^  ou  de  /"(cp,  <\')  dans  a,  ;  il  vient,  par  le  théo- 
rème de  la  moyenne  (n^  H  ) , 

m,  [  [    \.]  \dudv  <   l'  [   I  J  I  /■(œ,  ^)  du  (/y  <  M,  f  [    \  i  \  du  dv. 

Les  deux  membres  extrêmes  ont  respectivement  pour  valeurs 
m.  /  et  M.aj.  par  la  formule  du  n^  i6.  Donc,  si  l'on  somme  toutes 
les  inégalités  comprises  dans  les  précédentes,  il  vient 

S  wa'  <  {  I  J  I  A'^,  •!)  du  dv  <  S  M.  a'. 

Or  les  deux  membres  extrêmes,  par  définition,  ont  pour  limite  com- 
mune l'intégrale  de  f{x,  y)  dans  D'.  Cette  intégrale  est  donc  égale 
au  terme  du  milieu,  ce  que  nous  voulions  démontrer. 

D'où  la  règle  suivante  : 

Pour  changer  de  variables  dans  une  intégrale  double,  il  faut  rempla- 
cer X  et  y  par  leurs  valeurs  en  Jonctions  des  nouvelles  variables  u,  v  et 
l'élément  d'aire  dxdy  par  l'élément  d'aire  dans  le  système  de  coordon- 
nées u,  v.  On  remplace  le  domaine  d'intégration  relatif  à  œ,  y  p2ir  celui 
qui  lui  correspond  dans  le  plan  uv. 

20.  Transformation  en  coordonnées  polaires.  —  C'est  un  cas  particu- 
lier de  la  transformation  générale.  Le  passage  des  coordonnées  rec- 
tangulaires aux  coordonnées  polaires  se  fait  par  les  formules 

X  =  r  cos  (p,        y  =  r  sin  <p. 
Le  jacobien  a  pour  valeur 

J  ==  I  cos  <f  —  ^^  sin  (p     =  r 
j  sin  (p       ?■  cos  tf)  ; 

La  formule  de  transformation  d'une  intégrale  par  rapport  à  x,  y  en 
une  autre  par  rapport  à  r,  <p,  sera  donc 

/  (^.  y)  d^  ^?/  =        f{v  cos  'f ,  r  sin  «-)  r  dr  d'f, 
les  domaines  d'intégration  se  correspondant. 


( 
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Exercices. 


1.    Si  l'on   pose  F  (X,  Y)  ^    \    dx  \    f[x,y)dii, 


=  /-(X,Y). 


dXdY 

Réciproquement,  si  F  satisfait  à  la  seconde  équation,  on  a 

I  ^dx  Ç  f\x,  y)  dy  --  F  (X,  Y)  —  F  (a,  Y)  —  F  (X,  b)  +  F  [a,  h). 

Jci  Jb 

Etendre  ces  résultats  à  trois  variables. 

2.  En  considérant  une  intégrale  double  dans  un  triangle,  démontrer 
que 

dx\   f{x,y)dy  =  \    dy\   f{x,y)dx. 

Jii  Jo  Jo  Jy 

3.  Soit  A  une  région  du  plan  limitée  par  deux  courbes  de  niveau 
d'une  fonction  continue  f{x,y),  c'est-à-dire  par  deux  lignes  sur  les- 
quelles /"garde  respectivement  les  valeurs  constantes /"j  et  /à  (A  <  /*)• 
On  suppose  que  l'on  trace  les  lignes  de  niveaux  intermédiaires,  que 
toutes  ces  lignes  soient  fermées  et  que  l'on  sache  calculer  l'aire  E  com- 
prise dans  l'intérieur  de  chaque  ligne  (/").  Soient  Ej  et  E^  les  valeurs  de 
E  pour  les  lignes  extrêmes,  on  aura,  selon  qu'on  considérera  E  comme 
fonction  de  /"ou  bien  /"comme  fonction  de  E, 


jjj{x,  y)  dxdy  =  p  fdE  =  [e/]'|-|'' 


Edf. 


R.  Considérons  f  comme  fonction  de  E  ;  soit  AE  la  portion  du  plan 
comprise  entre  deux  lignes  successives  (/")  et  {f-\-  A/"),  la  valeur  de 
l'intégrale  double  dans  AE  est  /'AE  où  /'  est  une  valeur  intermédiaire 
de  /dans  AE.  Donc,  en  faisant  tendre  les  AE  vers  0,  il  vient 

(((  f{cc,y)  dx  dy  ---  lim  S  /"'AE  =-  \   "  f(x,y)dE. 
1.  Coordo7mées  elliptiques.  Considérons  les  coniques  homofocales 

où  X  est  un  paramètre  arbitraire.  Par  tout  point  du  plan  passent  deux 
coniques  de  cette  espèce,  une  ellipse  et  une  hjperbole,  car,  pour  chaque 
système  x,  y,  cette  équation  a  deux  racines  positives  X  et  p.  comprenant 
c^.  Les  quantités  X,  (x  sont  les  coordonnées  elliptiques  du  pointée,  y. 
Montrer  que  l'on  a 
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C 

d  [x,  y) 

1                  X_[. 

d{l,i.) 

4   y)u.(),_c-2)(c«  — jji) 

Etudier  le  mode  de  correspondance  des  aires  jc,  y  et  X,  [j.. 

5.  Déterminer  denx  fonctions  P  et  Q  de  deux  variables  a;  et  3/  de  façon 
que  l'intégrale  curviligne 


|P(^ 


-f  «,  j/  +  p)  c?r»  +  Q  (a^  +  «,  y  +  P)  dy, 


prise  le  long  d'un  contour  fermé  quelconque,  soit  indépendante  des  con- 
stantes a  et  p  et  ne  dépende  que  du  contour  lui-même, 

R.  Transformant  en  intégrale  double  par  la  formule  de  Green,  on 

remarque  que  — ^ doit  se  réduire  à  une  constante  k.  Il  est 

facile  d'en  déduire  les  expressions  de  P  et  de  Q. 

§  3.  Aire  des  surfaces  courbes. 

2 1 .  Définition  de  l'aire  d'une  surface.  Elément  d'une  surface.  —  Les 
surfaces  que  l'on  rencontre  dans  les  applications  possèdent  un  plan 
tangent  dont  l'orientation  varie  d'une  manière  continue  avec  la  posi- 
tion du  point  de  contact.  Nous  ne  voulons  considérer  que  celles-là 
dans  le  chapitre  actuel. 

Soit  S  une  portion  d'une  telle  surface,  limitée  par  un  contour  K  et 
assez  petite  pour  que  l'angle  de  deux  normales  quelconques  reste 
inférieur  à  2  droits.  Menons,  ce  qui  est  alors  possible,  un  plan  P  qui 
ne  soit  normal  à  aucun  des  plans  tangents  de  S. 

Le  plan  P  étant  mené,  la  surface  S  se  projette  sur  ce  plan  dans  une 
aire  D,  entourée  par  un  contour  C  qui  est  la  projection  de  K.  Les 
points  de  la  surface  se  projettent  séparément  sur  ceux  de  l'aire  D,  de 
sorte  que  la  correspondance  des  points  de  la  surface  S  et  de  l'aire  D 
est  uniforme. 

Considérons  un  mode  de  partage  de  la  surface  S  en  éléments 
infiniment  petits  ii,  cr,,...  a„  et  partageons,  en  même  temps,  l'aire  D 
en  éléments  aj,  aj,...  a,i  qui  soient  les  projections  des  précédents. 
Désignons,  en  général,  par  Z  l'angle  du  plan  tangent  à  la  surface  avec 
le  plan  P,  par  Zj  la  valeur  de  Z  en  un  point  arbitraire  de  j,.  Il  est 
naturel  de  considérer  le  quotient  ^t  :  cos  Zj  comme  une  valeur 
approchée  de  l'aire  de  »/,  car  cette  valeur  serait  exacte  si  ^i  était 


AIRE  DES  SURFACES  COURBES  29 

une  petite  surface  plane  confondue  avec  son  plane  tangent.  Nous 
disons  donc,  quitte  à  justifier  cette  définition  dans  un  instant,  que 
%i  :  cos  Z,-  est  un  élément  de  surface  et  que  l'aire  S  est  la  limite 
de  la  somme 

cos  Zi 

de  tous  ces  éléments  quand  ceux-ci  tendent  vers  0. 

Pour  justifier  cette  définition,  il  faut  prouver  1°)  que  cette  limite 
existe,  2°)  qu'elle  ne  dépend  que  de  la  forme  de  la  surface  et  non  du 
choix  du  plan  P. 

L'existence  de  la  limite  apparaît  immédiatement  en  ramenant  cette 
expression  à  une  intégrale  double.  A  cet  effet,  rapportons  la  surface  S 
à  trois  axes  rectangulaires  Ox,  Oy  et  0^-  en  prenant  le  plan  P  comme 
plan  des  xy,  et  mettons  l'équation  de  la  surface  sous  la  forme 

z  =  nx,y); 

l'ordonnée  z  sera  fonction  continue  de  x  et  de  y  ainsi  que  ses  deux 
dérivées  partielles  p  =  f'x  ^-^  q  =  f'y  L'angle  Z  du  plan  tangent  avec 
le  plan  xy  est  le  même  que  celui  fait  avec  0:5  par  la  normale  à  la 
surface  menée  dans  le  sens  où  elle  fait  un  angle  aigu  avec  0^  ;  on  a 
cos  Z  =  1  :  \\  -\-p^-\  q-,  d'où 

La  quantité  qui  se  trouve  sous  le  signe  intégral  dans  la  formule  (1) 
s'appelle  Vêlement  de  surface  dans  le  système  de  coordonnées  x,  y.  On 
le  désigne  par  dcr.  On  a  donc 

d,  =  A'^JL  ^  W+p-^-i-q^-dx  dy. 
cosZ  ^'711         » 

11  faut  encore  montrer  que  l'aire  ne  dépend  que  de  la  forme  de  la 
surface.  A  cet  effet,  nous  allons  modifier  notre  première  définition  en 
nous  appuyant  sur  le  lemme  suivant  : 

Lemme.  —  Laire  d'une  portion  S  de  surface  dont  les  points  se  pro- 
jettent séparément  sur  \in  plan  P,  est  égale  au  quotient  de  la  projec- 
tion de  S  sur  ce  plan  par  le  cosinus  de  Vangle  que  fait  avec  P  Vun  des 
plans  tangents  à  S  convenablement  choisi. 

Il  suHit,  en  effet,  d'appliquer  le  théorème  de  la  moyenne  à  l'inté- 
grale double  qui  représente  S  quand  on  prend  le  plan  P  comme 


^\i- 
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planicj/.  Cette  intégrale  s'étend  à  la  projection  D  de  S  sur  ce  plan  :  il 
vient  ainsi,  ^  étant  une  valenr  moyenne  de  l'angle  Z, 

dx  dy    _      D 
cos  Z    ""   cos  ^ 

Nouvelle  définition  de  l'aire  d'une  surface. —  L'aire  d'une  portion  S 
de  surface  est  la  limite  le  la  somme  des  projections  de  tous  les  éléments 
de  S  sur  un  de  leurs  plans  tangents  respectifs,  quand  on  décompose  S  en 
parties  qui  décroissent  indé/inijnent  dans  tous  les  sens  ('). 

Soit,  en  effet,  <Ji  un  des  éléments  de  la  surface  et  a^  sa  projection 
sur  l'un  ?i  de  ses  plans  tangents.  Appliquons  le  lemme  précédent,  il 
viendra,  Ij  désignant  l'angle  du  plan  Pj  avec  un  autre  plan  tangent 
(convenablement  choisi)  à  ce  même  <Jî, 

d'où       S  =- 


cos  Q  cos  ^i 

Mais  les  angles  ^i  sont  ceux  de  deux  plans  tangents  à  un  même 
élément  ;  ils  tendent  uniformément  vers  zéro  avec  ces  éléments  et 
leurs  cosinus  vers  l'unité.  On  peut  négliger  ces  cosinus  sans  changer 
la  limite  de  la  somme  précédente,  et  il  vient  S  =  lim  S  a,. 

Cette  nouvelle  définition  met  en  évidence  que  l'aire  ne  dépend  que 
de  la  forme  de  la  surface. 

22.  Aire  d'une  surface  en  coordonnées  curvilignes.  Remarque  sur  le 
calcul  de  l'élément  d'aire.  —  Considérons  maintenant  une  surface  donnée 
en  coordonnées  curvilignes  ou  par  une  représentation  paramétrique  : 

X  =  -fi  [u,  v),  î/  =  «>2  [a,  v),  z-  =»  'f3  [ic,  v). 

Posons 

A  =   ^(^'  ^'    ,  B  =   ^  (^>  ^)    ,  .  c  =  ^*^'^^   . 

d  [u,  v)  d  [u,  v)  d  (u,  v) 

(1;  On  peut  encore  modilier  la  définition  précédente  de  manière  à  la  rendre 
indépendante  de  la  considération  du  plan  langent.  La  projection  de  chacun  des 
éléments  a^  sur  un  plan  variable  atteint  son  maximum  p^-  pour  une  certaine 
orientation  de  ce  plan.  D'ailleurs  Pj  ne  peut  surpasser  ui  en  vertu  du  lemme,  ni 
être  moindre  que  Kj  par  définition.  On  peut  donc  poser 

^i  ^  ^i  >  «.. 
Faisons  la  somme  de  toutes  les  inégalités  semblables  et  passons  à  la  limite  ;  il 
vient 

S  f5  lim  2  p,-  ^  S. 

Donc  S  =  lim  S  ,3;-.  D'où  la  définition  suivante  : 

L'aire  d'une  portion  de  surface  est  la  liynite  de  lu  somme  des  projections  planes 
majcima  des  élémenls  de  celte  surface,  quand  on  divise  la  surface  en  parties  infini- 
ment petites. 
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Supposons  que  ces  trois  déterminants  fonctionnels  soient  fonctions 
continues  de  u,  v  et  ne  s'annulent  simultanément  en  aucun  point  d'une 
aire  il  du  plan  uv.  Si  le  point  uv  décrit  l'aire  li,  lo  point  xyz  décrit  une 
portion  de  surface  S.  En  tout  point  de  cette  portion  de  surface,  le  plan 
tangent  est  déterminé,  son  orientation  varie  d'une  manière  continue  avec 
la  position  du  point  de  contact,  et  les  cosinus  directeurs  de  la  normale 
sont  donnés  par  les  équations 

cos  X     _     cos  Y     _     ces  Z    _  1 

Si  la  normale  est  dirigée  dans  lo  sens  où  elle  fait  un  angle  aigu  avec 
OZ,  le  cosinus  de  cet  angle  sera  positif  et  l'on  aura 

Supposons  d'abord  que  C  ne  s'annule  pas  dans  l'aire  Q  ;  le  plan  tan- 
gent sera  partout  oblique  au  plan  xi/  et  l'aire  de  S  sera  donnée  par  l'inté- 
grale étendue  à  l'aiie  D  du  plan  xy  sur  laquelle  se  projette  S, 

Transformons  cette  intégrale  en  une  autre  étendue  à  l'aire  Q  du  plan 
iw.  Le  déterminant  de  la  transformation  est  C.  Il  vient  donc 

(2)  S  -  f  r  \lÂy+W+Wdicdv. 

Si  l'un  des  deux  autres  déterminants  A,  B  ne  s'annulait  pas  dans  Q, 
on  pourrait  raisonner  de  même  sur  les  plans  yz  ou  zx  et  l'on  retrouve- 
rait la  même  formule.  D'ailleurs,  dans  tous  les  cas,  on  peut  partager 
l'aire  ù  en  plusieurs  autres  où  l'un  des  trois  déterminants  ne  s'annule 
pas.  Donc  la  formule  (2)  est  générale  et  subsiste  quelle  que  soit  l'orien- 
tation du  plan  tangent. 

On  transforme  souvent  la  formule  (2).  Posons 

_   dx    dx  dy     dy    _^     Qz      Oz 

du     âv  du     âv     '     du     dv  ' 


^-rn^m^'- 


Kdv  J' 
On  aura  identiquement  EG  —  F-  =  A-  +  B-  -f-  C".  Donc 


S  =  J|VE0-F 


\\a  dv. 
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Les  paramètres  E,  F,  G  que  nous  venons  d'introduire  jouent  un  rôle 
important  dans  la  théorie  des  surfaces.  Ajoutons  les  cariés  de  dx,  dy ^ 
dz;  il  vient 

ds'  =  dx^  +  dy^  -\-  dz"  ^  E  du^  -]- 2  F  du  dv  +  G  dv-. 

Donc  le  carré  d'un  élément  d'arc  sur  la  surface  est  une  forme  homo  - 
gène  du  second  degré  en  du,  dv,  ayant  EG  —  F-  pour  discriminant. 

L'expression  positive  qui  est  sous  le  signe  d'intégration  double  dans 
les  formules  (2)  et  (2'j  s'appelle  Vêlement  d'aire  dans  le  système  de 
coordonnées  u,  v.  On  le  représente  généralement  par  d<j.  On  a  donc 


(3)  d<!  =  Va-  +  B-  +  C2  du  dv  =  VEG  — F2  du  dv, 

et  les  formules  qui  donnent  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  peuvent 
s'écrire  maintenant,  suivant  le  sens  que  l'on  choisit, 

cos  X          cos  Y  cos  Z  ,     du  dv 

§  4.  Formules  usuelles  de  cubature  et  de  quadrature. 
Applications. 

23.  Volumes  en  coordonnées  rectangulaires  et  semi-polaires.  —  Un 

solide  étant  limité  en  tous  sens  par  des  surfaces  planes  ou  courbes, 
les  points  de  ce  solide  forment  un  domaine  D.  En  axes  reclangulan-es, 
le  volume  du  solide  est  donné  par  l'intégrale  triple  (n"  13) 

(1)  Y^   \j\jidijih. 

Les  intégrations  peuvent  se  faire  de  différentes  manières  : 

1°  Sommation  par  tranches  parallèles.  Soient  a  et  A  les  valeurs 
extrêmes  de  x  dans  D.  Désignons  par  Sx  la  section  du  solide  par  le 
plan  X  normal  à  O.r,  ou  encore  le  domaine  du  point  yz  dans  cette 
section.  On  aura 


V=  rWri    dy  ib. 

Ja  J  Jsrr 


xMais  l'intégrale  de  dy  dz-  représente  l'aire  (fonction  de  x)  ûe  la 
section  S.^ ,  de  sorte  qu'il  vient,  ci  ix)  désignant  cette  aire, 


(2)  V-  P-^(.r)f/.i'. 
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Donc-,  quand  on  connaît  -fix),  la  détermination  de  V  est  ramenée 
à  une  simple  quadrature.  Quand  on  emploie  la  formule  (2),  la  somma- 
lion  des  éléments  se  fait  par  Iranclies  parallèles.  En  effet,  l'élément 
■f  {jc)  dx  de  l'intégrale  est  la  valeur  principale  du  volume  de  la  tranche 
du  solide  comprise  entre  les  plans  xei  x  \-  dx.  C'est  la  formule  (2) 
(|u'ori  a  appliquée  dans  la  première  partie  du  cours.  On  pourrait  en 
écrire  deux  autres  analogues  relatives  à  y  et  à  :-. 

2"  Sommation  par  filets  prismatiques.  Effectuons  maintenant  dans  la 
formule  (1)  une  première  intégration  par  rapport  à  v.  Supposons  que 
la  surface  du  solide  ne  soit  coupée  qu'en  deux  points  par  une  paral- 
lèle à  0:.  Soient  2,  et  z^  les  ordonnées  fonctions  de  x,  y  de  ces  deux 
points.  Désignons  entin  par  D,  la  portion  du  plan  a;// sur  laquelle  se 
projette  le  solide,  portion  limitée  i)ar  le  contour  apparent  de  ce  der- 
nier. On  aura 

(3)  V  =  j  I  rfa;rfî/  I  'dz  =-■  ]  I    [Zz  —  Zi)dxdy. 


'=/Jnf*I.>=/I, 


La  détermination  de  V  est  ramenée  à  une  intégrale  double.  On  dit 
(jue  la  sommation  des  éléments  se  fait  par  filets  prismatiques,  parce 
(pie  l'élément  (^-o  —  ^,)  dx  dy  de  cette  intégrale  est  la  valeur  princi- 
pale du  volume  d'un  lilet  compris  entre  deux  plans  x  et  x  [-  dx  per- 
pendiculaiics  à  Ox,  et  deux  autres  y  et  y  +  dy  perpendiculaires  à  Oy. 

La  formule  (3)  se  simplifie  lorsque  le  solide,  ayant  une  base  plane  B 
dans  le  |)lau  xy  lui-même,  est  limité  latéralement  i»ar  une  surface  cylin- 
dri(|ue  parallèle  à  0^  et  sui)érieureinent  par  une  surface  z  -=  f'{x,  y). 

La  base  B  constitue  alors  le  domaine  l)j  ;  on  a  ^i  =  0  et  z.^  -=  z  ; 
d'où 


(4) 


=        zdxdy. 


?)"  Sommation  par  filets  prismatiques  en  coordonnées  semi-polaires. 
La  sommation  par  tilets  i)rismatiques  se  fait  souvent  au  moyen  des 
coordonnées  semi-polaires  z,  r  et  0.  Cela  revient  à  se  servir  des  coor- 
données polaires  r  et  0  dans  le  plan  xy.  Transformons  ainsi  l'inté- 
grale (4)  :  il  faut  y  remplacer  dx  dy  par  r  dr  rf8,  ce  ([ui  donne 


(5)  ^  ^  ]}  -■  ''  <^''  ^^• 

L'intégration  s'étend  au  domaine  du  point  (v,  0)  dans  la  base  B. 
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24.  Volume3  en  coordonnées  polaires  (').  —  En  coordonnées  polaires, 
un  point  M  est  détini  par  son  rayon  vecteur  r  ou  sa  distance  à  l'ori- 
gine 0,  par  sa  latUude  6  ou  l'angle  de  OM  avec  OZ  et  pi>r  sa  loni/itude  -s, 
ou  l'angle  du  denii-i)!an  ZOM  avecZOX.  Quand  M  décrit  tout  l'espace, 
r  varie  de  0  à  or,  0  de  0  à  t:  et  'o  de  0  à  2u. 

Pour  évaluer  un  volume  en  coordonnées  polaires,  ou  le  décon)pose 
en  éléments  par  trois  familles  de  surfaces  :  des  sphères  de  cenire  0 
détinies  i)ar  r,  des  cônes  d'axe  OZ  définis  par  0,  et  des  plans  passant 
par  OZ  définis  par  -v. 

L'élément  de  volume  compris  entre  les  deux  si)hères  rair-^-dr, 
les  deux  cônes  0  et  8  +  rf9,  les  deux  plans  v  et  -v  -f  d-j-  peut  être  assi- 
milé à  un  prisme  infiniment  petit,  ayant  pour  arêtes  dr,  r  dh  et  r  sin  9  d'f, 
donc  pour  volume  r  -  sin  fi  dr  (/S  d-f. 

Donc  le  volume  V,  qui  est  la  somme  de  ces  éléments,  sera  donné 
par  l'intégrale  triple  : 


(6)  V=  I  ((r-amhdrdUl-^, 


l'intégrale  s'étendant  au  domaine  de  (r,  8,  -f)  dans  le  solide  à  évaluer. 

C'est  la  lormule  générale  pour  l'évaluation  des  volumes  en  coor- 
données polaires. 

Supposons  que  le  rayon  vecteur  ne  coupe  la  surface  du  solide 
qu'en  deux  points.  Soient  Tj  et  Vz  les  valeurs,  fonctions  de  (6,  cp),  de  r 
en  ces  deux  points.  Désignons  par  K  le  domaine  (9,  ç;)  dans  le  solide. 
On  peut  effectuer  la  première  intégration  par  rapport  à  r,  ce  qui  donne 


(7)  V  =  ~( C (7'1  —  rfj  sin  9  d9  d'^, 


En  particulier,  si  l'origine  est  dans  l'intérieur  du  solide  et  que  le 
rayon  vecteur  ne  coupe  sa  surface  qu'en  un  seul  point,  il  faut  faire 
Vi  =  0  dans  la  formule  précédente.  Il  vient,  r  se  rapportant  à  la  sur- 
face, 

(8)  \  ^~Ç"d'^("r'sïnU^. 

Dans  ces  deux  dernières  formules,  l'élément  de  l'intégrale  est  le 
volume  de  l'élément  conique  du  solide  compris  entre  les  deux  cônes 
6  et  9  4-  rf9  (de  révolution  autour  de  0^)  et  les  deux  plans  ce  et  'f  +  d-f 
(passant  par  Oz). 

Nous  allons  donner  quelques  applications  de  ces  formules. 

(')  La  question  est  traitée  rigoureusement  au  n»  36.  ^ous  nous  contentons  ici 
d'une  indication  générale. 


35 


25.  Exemple  de  sommation  par  filets  prismatiques.  —  Soit  à  calculer 
le  vulmiit'  compris  entre  le  plan  xy,  le  parabuluiile  eilipUipie 

el  le  cylindre  vertical  (pii  a  |)our  base  l'ellipse 

a'  '^    h' 
La  base  du  solide  est  plane,  c'est  la  portion  B  du  plan  ultérieure  à 
cette  ellipse.  La  formule  (4)  donne 

V  -=     I  z-  dx  du  =  y.    I  X'  dxdy  4-  M      if  dx  dy. 

Les  valeurs  extrêmes  de  x  dans  B  sont  —  a  et  -V-  a  ;  les  valeurs 
extrêmes  de  y  pour  un  même  a;  se  tirent  de  l'équation  de  l'ellipse, 
elles  sont 


^2  =  — V«'  — ^'S  yi-—llt, 


Il  vient  donc 
(     X'dxdij  =        x'^dx  1     Uy  ^  4    x'y.^dx  --  — ■    x-dx  \Ja^  —  x^ . 

j.B  .'-a  J~i/2  Jo  tt  Jo 

Par  le  cliangemenl  de  variables  x  »  a  sin  -ji,  celte  expression 
devient 

■1  a^h    '  sin-  -j,  cos-  -f  df  «=  — ^    "  (1  —  cos  4  -f)  d'f  -=  a%  -^  • 

L'intégrale  de  y-dx  dy  dans  B  sera  aO^  -j-,  car  elle  se  déduit  de  la 
[trécédente  par  une  simple  permutation  de  lettres.  Il  vient  donc 

V  =.  ^rtft  [y.a-  +  fi/'-). 

26.  Emploi  des  coordonnées  semi-polaires.  Problème  de  Viviani.  — 

On  voulue  un  cylindre  circulaire  droit  itidéfini  par  une  sphère  dont  le 
centre  se  trouve  sur  la  surface  du  cylindre  et  dont  le  rayon  a  est  égal  nu 
diamètre  de  la  section  droite  du  cylindre.  Calculer  le  volume  commun  à 
la  sphère  el  au  cylindre. 

Prenons  l'origine  au  centre  de  la  sphère,  l'axe  des  v  parallèle  au 
cxlindre.  La  section  droite  du  cylindre  par  le  plan  x// est  un  cercle 
passant  par  l'origine.  Menons  l'axe  des  x  par  son  centre  ;  l'équation 
de  ce  cercle  sera,  en  coordonnées  polaires, 

r  =  a  cos  0 
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et  celle  de  la  sphère,  en  cuordoniiées  rectangulaires, 
d'où,  en  coordonnées  semi-polaires, 

Cherchons  d'abord  le  volume  V  commun  à  la  demi-sphère  située 
dans  la  région  des  z  positifs  et  au  demi-cylindre  situé  dans  celle  des  y 
positifs.  Ce  volume  a  pour  base  B  dans  le  plan  xij  la  demi-section 

droite  dans  laquelle  6  varie  de  0  à  -^  .  D'autre  part,  pour  un  même  h, 

r  varie  dans  cette  base  de  0  à  a  cos  9.  Il  vient  donc,  par  la  formule  (5), 

V  =:=  {{zr  dvd e  ---  f  ' d e  f" ''''  rdr  v'a^3."7^  ^J^{\\^  shr'fj)  d 9 

j  Jb  ,'o         Jo  o  Jo 


3jo 


(1  —  sin  Ô  -h  sin  H  cos^  8)  dO  -=  (  -^ ^  ) 


V2 


Pour  avoir  le  volume  entier  commun  à  la  sphère  et  au  cylindre,  il 

faut  quadrupler  ce  résultat,  ce  qui  donne  f -^ q")''^'-  ^^  Premier 

terme  est  égal  au  volume  de  la  demi-sphère.  Donc  l'excès  du  volume 
de  la  demi  sphère  située  du  côté  des  x  positifs  sur  celui  qu'en  détache  le 
cylindre  est  égal  au  neuvième  du  cube  du  diamètre.  C'est  un  exemple 
classique  d'une  cubature  qui  se  fait  exactement. 

27.  Quadrature  des  aires  courbes.  Aire  du  dôme  de  Viviani.  —  Les 

intégrales  les  plus  employées  pour  évaluer  l'aire  d'une  surface 
courbe  S  sont  celles  du  n°  21  : 


(9) 


«  =  JI^f=JivT^^^='"*- 


étendues  à  la  projection  D  de  S  sur  le  plan  xy,  et  celle  qu'on  en  déduit 
par  l'introduction  des  coordonnées  polaires  r  et  6  dans  le  plan  xy  : 

(10)  s^ff*^. 

^    '  j  JD  cos  Z 

C'est  de  celle-ci  que  nous  allons  nous  servir  pour  évaluer  l'aire  du 
dôme  de  Vivia7ii. 

Les  données  étant  les  mêmes  que  dans  l'exemple  du  n'^  26  il  s'agit 
de  trouver  l'aire  de  la  portion  de  surface  sphérique  comprise  dans  le 
cylindre. 
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Conservons  les  mêmes  axes  q(ie  précédemment  et  considérons  seule- 
ment la  demi-sphère  située  dans  la  région  des  :ï  positifs  et  le  demi-cyliii- 
dre  situé  dans  celle  des?/  positifs.  Soit  S  la  portion  de  l'aire  de  cette 
demi-sphère  comprise  dans  ce  demi-cylindre,  sa  projection  sur  le 
plan  xy  est  l'aire  3  considérée  dans  le  n^  26,  de  sorte  que  l'on  a 

rr  dvdy   _    rr  rdrd^ 
J  Jb  cos  Z    ~  J  Jb  cos  Z 

Ce  cosinus  s'obtient  de  suite,  car  on  a  z  ^  a  cos  Z,  d'où 


cos  Z  =  —  =-  -^- 


Portons  cette  valeur  dans  l'intégrale  double  ;  les  limites  de  r  et  de  6 
sont  les  mêmes  que  dans  le  n'^  26,  il  vient  donc 

J^j      fd  cosO       ar  dr  rj  ,  /  it         ^ 

r/e  —-r- — r  -  «'      (1  — sin6)d9=f  ^-1  U-. 

Pour  avoir  la  portion  de  la  surface  sphérique  comprise  dans  le 
cylindre,  il  faut  quadrupler  ce  résultat,  ce  qui  donne  (Stt— 4)  a^.  Le 
premier  terme  est  égal  à  l'aire  de  la  demi-sphère.  Donc  Vexcès  de  la 
surface  de  la  demi-sphère  située  du  côté  des  x  positifs  sur  celle  que  le 
cylindre  en  détache,  a  pour  valeur  Aa".  Donc  cette  aire  est  exactement 
quarrable.  C'est  le  premier  exemple  qu'on  ait  trouvé  d'une  surface 
courbe  exactement  quarrable. 

28.  Quadrature  des  aires  courbes  en  coordonnées  curvilignes.  —  La 

formule  générale  que  nous  avons  établie  au  n^  22 

(11)  S  =  I  I    \/EG  —  F-  du  dv 


jj^MEG-F' 


est  aussi  d'un  grand  usage.  Elle  ramène,  comme  les  précédentes,  le  cal- 
cul de  l'aire  S  à  une  intégrale  double.  Mais  il  y  a  trois  cas  principaux 
dans  lesquels  cette  quadrature  se  ramène  immédiatement  à  une  inté- 
grale simple  : 

1"  Surfaces  engendrées  par  le  mouvement  hélicoïdal  d'une  courbe. 
On  appelle  mouvement  hélicoïdal  celai  qui  se  compose  d'une  rotation 
et  d'une  translation  dont  les  axes  coïncident.  Prenons  l'axe  du  mouve- 
ment pour  axe  des  x  et  soient  X  =  cp  (?6),  Y  =  ^î>  [u)  les  équations  de  la 
section  de  la  surface  par  le  plan  xy.  Lorsqu'elle  aura  tourné  de  l'angle  r, 
sa  translation  sera  ao  {a  constant)  ;  le  point  (X,  0,  Y)  sera  venu  en 
{x^  y,  z)  où  l'on  a  : 

X  =>  X  -{-  av,  2/  =  Y  cos  v,  ^  =  Y  sin  v, 
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ee  qui  donne  une  représentation  de  la   surface  en  coordonnées   curvi- 
lignes u,  V.  En  accentuant  les  dérivées  par  rapport  à  i\  on  a 

ds'  =  (X'-  +  V-)  (hr  +  2a  X'  dudv  ^-  (Y^'  4-  rr)  dr\ 

par  suite, 

EG  —  F-^  =  Y^  (X'-  +  Y'2)  -f  a^Y'-\ 

Cette  expression  ne  dépendant  que  de  9i,  l'intégration  par  rap[)ort  à  v 
dans  la  formule  (11)  sera  immédiate. 

2°  Surfaces  de  révolution.  Si  la  translation  est  nulle  dans  le  déplace, 
ment  précédent,  la  surface  est  de  révolution.  Dans  ce  cas,  a  =  0,  d'où 


\/ECt_F-  =  Y\X'«  +  Y'^ 
Par  conséquent,  l'aire  engendrée  par  une  révolution   entière  de   la 
section  génératrice  sera,  en  appelant  s  l'arc  de  cette  section, 

S  =   )  ^'  \  X'-  +  Y'-  du  I     dv  ^2r.\  Y  du  yX'-  -f  Y'^  =  2Tzi\  ds. 

C'est  la  formule  obtenue  dans  la  première  partie  du  cours. 

3°  Surfaces  réglées.  Elles  sont  définies  on  coordonnées  curvilignes  u,  v 
[)ar  trois  équations  : 

x  ■-=  a^  +  b^  u,         1/  ^  ao  -\-  h^  v,         z  ^  a^-\-  h^  u 

où  les  a,  h  dépendent  de  r  seul.  Désignons  leurs  dérivées  par  des  accents, 
il  vient 
ds-  -  {\a\  -f-  h[  i>y  -Y  ■••]  dv'  +  2  [a[  b^  -f  ...]  du  dv  +  [b\  -f  ...]  du- 

On  aura  donc,  M,  N,  P  dépendants  de  v  seul, 

ECt  —  F'^  =  M  +  2  N«  4-  P«2 

I/élément  d'aire  ne  contenant  que  la  racine  carrée  de  ce  ti  inoine,  nous 
saurons  l'intégrer  par  rapport  à  u  (tome  I,  n^  202L). 

29.  Aires  limitées  par  des  lignes  d'égale  déclivité.  —  Ajjjielons  lignes 
d'égale  déclivité  d'une  surface,  celles  sur  lesquelles  Z  est  constant.  Dans 
beaucoup  de  cas  importants,  ^Jowr  les  surfaces  du  second  degré  par 
exemple,  on  obtient  immédiatement  l'aire  E  de  la  projection  sur  le  plan  :cy 
d'une  portion  S  de  surface  limitée  par  des  lignes  d'égale  déclivité.  La 
tlétermination  de  l'aire  S  ne  dépend  plus  alors  que  d'une  intégrale  simple. 

En  eiTet,  appelons  àE  l'accroissement  de  E  entre  les  projections  de 
deux  lignes  successives  (Z)  et  (Z  -}-  AZ)  ;  l'accroissement  cori-espondant 
de  S  sera  AE  :  cos  (L  +  8AZ)  en  vertu  du  lemme  du  n>'  21.  Donc,  si 
l'on  considère  d'abord  Z  comme  fonction  de  E,  on  aura,  en  faisant  tendre 
les  AE  vers  0, 

S^v^S^v ^ =  M^. 

cos  (Z+ GAZ)      JcosZ 
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Si  l'on  veut  calculer  l'aire  S  comprise  entre  deux  lignes  (Zj)  et  (Zo), 
on  aura,  en  prenant  Z  comme  variable, 

S  -  r-^  _^^  . 

~  Jz^  dZ     CCS  Z 

30.  Aire  de  l'ellipsoïde.  —  Comme  application  de  la  méthode  du 
n°  précédent,  cherchons  l'aire  de  l'ellipsoïde 

1  +  1+^"^  '">*>»)• 

Il  faut  d'abord  déterminer  la  projection  de  la  ligne  sur  laquelle  cos  Z 
a  une  valeur  constante  w.  Nous  obtiendrons  son  équation  en  tirant  de 
l'équation  de  l'ellipsoïde  les  valeurs  de  p  et  de  q  en  fonction  de  x,  y  et 
en  portant  ces  valeurs  dans  la  relation 

Cette  équation  se  met  facilement  sous  la  forme 

Donc  la  projection  cherchée  est  une  ellipse  dont  on  connaît  les  demi- 
axes  et,  par  conséquent,  l'aire  E.  On  a 

E  =^  Tzab  — ■  .  ,     >  en  posant  {  .  ,„       ,        n.^    ., 

AA'  ^  |A'=  =  1  —  p'  u'. 

Comme  u  (ou  cos  Z)  varie  de  1  à  0  pour  la  nappe  supérieure  de  l'el- 
lipsoïde, l'aire  totale  de  la  surface  sera 

-,  „  .     cm    du 


p  f/E    du_  ^ 
Jo    du      u 


Transformons  d'abord  l'intégrale  indéfinie.  On  a 

E  du  .du  .    du    . 

d'autre  part,  en  diftérentiant, 

,  AA'  a- A'   ,         ^-^A    ,  AA'  ,  a-^A'  A      - 

d a= r—  du  —  ^-r-j-  du —T-  du  = x~du j-r-r  du 

u  A  A'  u.^  A  H^A 

a*  A'    ,  du  o  du 

A  ît^AA'  AA' 

d'où,  en  substituant, 

Edu  ,  f       -  AA'        a*A'   ,         ,,         c.    du 

-—  ■=  Ti  ab    —  d -T —  du  —  (I  —  a*)  -T-jT-, 

u^  M  A  ^  '   AA' 
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Par  suite  de  rette  relation,  on  a 
r  clE   _  E^   ,    (Edu 

D'après  cela,  l'aire  totale  S  de  l'ellipsoïde  sera 


L  wAA'  jo         Jo    A        ^   ^  ^jo 


2  7rft/>  L  wAA'  Jo   '      jo    A  '   ^  ^jo    AA' 

ou,  en  remplaçant  dans  le  terme  aux  limites  A  et  A'  puis  a  et  jB  par  leun 
valeurs, 


S  Ci  f'  A'  /*' 


ÂA' 


Ces  intégrales  se  l'amènent  aux  intégi*ales  elliptiques  de  Legendre 
[L  I,  n°  3?fj  par  la  substitution  a  ?'  =  sin  'f .  L'expression  de  S  :  i^r.ab 
devient  ainsi 


-f  a  <'<'f  \  1  —  -^^  Sin-  <£  H ^     

Jo  'a       jo  \  1  _  k^  sin2  cp 


où  l'on  a  posé  ^  =  p:a=l JJ^j   ;  (l l^j,    quantité  <  1  par 

livpotlièsp. 

EXRRCICRS. 


1 .  Aire  de  la  portion  de  la  surface  conique  z-  =  2  œy  comprise  entre 
les  plans  X  =  0,  X  ^~^  a,  y  =^  0,  y  '=  b. 


-iVî'" 


+  *) 


2.  Aire  de  la  portion  du  paraboloïde  ::  =  r^^ [-  ^  comprise  dans  la 

2  a        2fj  ^ 

sphère  x-  -^y'^  -{-(z  —  cf  ^  c-'. 

1^-  S  =  4  r  c  \'ab. 

x'  V' 

?>.  Aire  du  même  paraboloïde,  mais  intérieure  au  cvlindr^  -—  4-  -^  =  1. 

n  '•        0- 

R.    ■  s==^(2l-l 

4.  Aire  du  même  paraboloïde  à  l'intérieur  d'une  courbe  d'égale  décli- 
vité Z. 

^       2^  ah  r     1 


R. 


3      Vcos3  Z 
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T).  Volume  commun  au  p:iiaboloïde  pI,  au  cylindre  de  l'exercice  3. 
R.  On  décompose  en  filets  prismatiques.  Les  intégrations  sont  faciles. 

tj.  Volume  compris  entre  la  sphère  de  rayon  a  qui  a  son  centre  à  l'ori- 
g-ine,  le  plan  XY  et  le  cylindre  x-  {pcr  -j-  y~)  —  a-  {(xr  —  î/^)  -^  0. 

'{.  On  décompose  en  filets  pi'ismatiques  par  les  coordonnées  semi- 
polaires.  On  trouve 


a       T, 


v=^^;-^-i+iog2 


.§  5.  Intégrales  de  surlace. 
Volumes  en  coordonnées  curvilignes. 

31 .  Définition  des  intégrales  de  surface.  —  Soit  /  [x.  y,  z)  une  fonc- 
lion  continue  de  a-,  y,  :■,  |)Our  tons  les  points  d'nne  portion  S  de  snr- 
laoe.  Décomposons  S  en  éléments  infiniment  petits  d'aires  aj,  a^,...  a,, 
et  désignons  par  (ç,,  ru,  ti)  un  point  arbitraire  de  l'élément  7,.  Formons 
la  somme,  étendue  n  tons  ces  éléments, 

Cette  somme  tend  vers  une  limite  déterminée  que  l'on  représente  par 


il. 


f{jo,y,z)d^ 

s 


et  que  l'on  appelle  rintégrale  de  f(x,  y,  z)  d<s  étendue  à  la  surface  S. 

Montrons,  en  eflét,  rpie  cette  expression  se  réduit  à  nne  intégrale 
double  ordinaire. 

Supposons  d'abord  que  le  plan  tangent  ne  soit  nulle  part  normal  au 
plan  xy.  L'équation  de  S  peut  se  mettre  sous  la  forme 
z  ^'f  {X,  y). 

La  portion  S  de  surface  se  projette  sur  une  aire  D  du  plan  xy  dont 
les  points  correspondent  uniformément  à  ceux  de  S.  Menons  la  nor- 
male à  S  dans  le  sens  où  elle  fait  un  angle  aigu  avec  Oz  et  soit  Z  cet 
angle.  Désignons  par  Z,-  la  valeur  de  Z  au  point  ii,  -ru,  0  pris  arbi- 
trairement dans  <Ji.  Comme  Z,i=-=  'f{^i,  r,,),  on  a,  par  définition  même 
d'une  intégrale  double  (n"  40), 


II 


/•ja-,//,'.(i-.y)|-f^^limS/(e.-0.,C.)      "-' 


h'   L  '•"  '  '  '^'JcosZ  " "'vv,  .u,w.;  ^^^2, 

Portons  notre  attention  sur  cette  limite  de  sommes. 

On  sait  (n«  21)  que  «7,  est  égal  à  a,  :  cos  0  où  Ç,  est  In  valeur  de  Z 
en  un  point  convenable  de  5,.  Comme  les  quotients  cos  Z?  :  cos  SJi 
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tendent  iinitbrmément  vers  l'unité  quand  les  éléments  a,  tendent  vers  0, 
on  ne  changera  pas  cette  limite  de  sommes  en  y  remplaçant  cos  Z,  par 
cos  Co  ce  qui  revient  à  mettre  a,  à  la  place  de  Xi  :  cos  Zi.  Il  vient 
donc,  en  écrivant  z  à  la  place  de  cp, 


(1)      [  {j\x,  ?/,  %)  pjl-    -  lim  V  /■(?,,  r„  Q  X,  ^jj/^^,  y,  z.) 


th. 


Donc  l'intégrale  de  surface  revient  à  ime  intégrale  double  étendue 
au  domaine  1)  dans  le  plan  xy. 

Si  le  plan  tangent  n'était  nulle  part  normal  au  plan  yz  ou  au  plan  xz, 
l'intégrale  de  surface  se  réduirait  de  même  à  une  intégrale  double 
dans  l'un  ou  l'autre  de  ces  deux  plans. 

Comme,  en  tous  cas,  on  peut  partager  S  en  morceaux  de  telle  sorte 
que  le  plan  tangent  soit  toujours  oblique  à  l'un  au  moins  des  plans 
coordonnés  dans  toute  l'étendue  d'un  même  morceau,  on  peut  aussi, 
dans  tous  les  cas,  exprimer  l'intégrale  de  surface  par  une  somme 
d'intégrales  doubles. 

Si  la  surface  était  donnée  par  une  représentation  paramétrique,  les 
coordonnées  ce,  y,  z  seraient  fonctions  de  tt,  v  dans  une  aire  ù,  on  pour- 
rait transformer  les  intégrales  précédentes  en  intégrales  effectuées  par 
rapport  à  w,  v  comme  au  n"  22  ;  et  il  viendrait 

(2)  j  j  /(.x,  .V,  z)d<j  ^^\   f{œ,  y,  z)  \lX'-  -f  B'^  +  C'^  du  dv 

=  (  I  f{^,  y,  2)  VEG  —  F-  du  dv. 

32.  Intégrale  étendue  à  un  côté  déterminé  d'une  surface.  —  Soit  S 
une  portion  de  surface  limitée  par  un  contour  déterminé  qui  en  forme 
le  bord.  Nous  supposons  que  celte  surface  a  deux  côtés  distincts.  Il 
faut  entendre  par  là  que,  si  l'on  regarde  S  comme  un  lambeau  de  sur- 
face matérielle  d'une  épaisseur  infiniment  petite,  mais  impénétrable, 
un  point  mobile  sur  cette  surface  ne  peut  passer  d'ini  côté  à  l'autre 
qu'en  faisant  le  tour  par  le  bord. 

Ceci  posé,  supposons  d'abord  que  le  plan  tangent  à  S  ne  soit  jamais 
normal  au  plan  xy,  ou  tout  au  moins  ne  lui  devienne  normal  que  sur 
le  bord,  et  mettons  l'équation  de  S  sous  la  forme 

Convenons  que  la  normale  ne  pourra  pas  traverser  la  surface,  alors 
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les  deux  sens  de  la  nminali^  cûriespoîKlent,  aux  deux  côtés  de  la  sur- 
face. Dans  notre  hypothèse,  il  y  a  sur  la  surlace  un  côté  supérieur 
(vers  les  s  positifs)  et  un  côté  inférieur  (vers  les  ^  négatifs),  auxquels 
correspondent  respectivement  une  normale  i-upérieure  et  u\w  normale 
inférieure. 

Soient  R  [a-,  y.  x-)  une  fonction  continue  en  tout  point  de  S,  et  D  la 
projection  de  S  sur  le  plan  xy.  Considérons  l'intép^rnle  de  surface 


I  f  fl  cos  Z  (h, 


OLJ  Z  désigne  l'angle  de  la  uoi'male  avec  0^- ;  suivant  (|ue  cet  angle 
sei'a  celui  de  la  normale:  supéi-ieure  ou  celui  de  la  normale  inférieure, 
l'intégrale  j-evient  à  l'une  ou  :'i  l'antre  des  deux  iutéo^rales  douhles 


I  (  Wdudy,  —  ^(  hdxdy. 


Nous  dirons  que  l'intégrale  de  surface  s'étend,  dans  \o  premier  cas, 
au  côté  supérieur,  dans  le  second,  au  côté  inférieur  de  la  surface  S. 
Nous  conviendrons  d'ailleurs  de  la  l'eprésenter.  dans  les  deux  cas, 
par  le  même  symbolr 


\i 


Hdidy, 


sous  la  condition  de  faire  connaître  le  coté  auquel  s'étend  cette  inté- 
grale. Cette  connaissance,  en  etiét,  sutiit  pour  déterminer  celle  des 
deux  intégrales  doubles  étendues  à  l'aire  D  du  jilan  xy  que  représente 
l'intégrale  sur  S. 

•Nous  pouvons  maintenant  l'aire  disparaître  les  restrictions  que  nous 
avions  imposées  au  plan  tangent,  et  considérer  une  surface  de  forme 
quelconque,  fermée  ou  non,  pourvu  qu'elle  ait  toujours  deux  côtés 
distincts.  En  effet,  il  est  possible  de  partager  la  surface  en  morceaux, 
de  telle  sorte  que  le  plan  tangent  ne  soit  normal  au  plan  xy  que  sur 
le  bord  des  morceaux  ou  dans  un  certain  nombre  de  morceaux  tout 
entiers  (').  Dans  ces  derniers,  l'intégrale  de  surface  est  nulle  avec 

':')  Il  est  à  rcaianiui^r  toutefois  que,  dans  la  décompositiuii  précédente,  les 
lignes  de  partage  de  S  sont  celles  sur  lesquelles  le  plan  langent  est  normal  au 
plan  xy,  ou  bien  celles  qui  limitent  les  portions  cylindriques  de  S  normales  à  ce 
plan.  Pour  qu'on  puisse  appliquer  sans  ditliculté  les  théories  exposées  précédem- 
ment, il  faut  donc  admettre  que  ces  lignes  sont  formées  de  tronçons  consécutifs 
sur  lesquels  les  variations  de  x  et  y  ne  changent  pas  de  sens.  Les  théorèmes 
pourraient  évidemment  subsister  sous  des  conditions  plus  générales  encore, 
mais  nous  ne  ferons  pas  cette  généralisation  qui  présente  actuellement  peu 
d'intérêt.  Nous  admettrons,  une  fois  pour  toutes,  que  la  condition  précédente  est 
réalisée  et  nous  n'y  reviendrons  plus  dans  les  théorèmes  suivants. 
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cos  Z  ;  dans  les  autres,  elle  est  détlnie  par  ce  qui  précède  ;  enfin  l'in- 
tégrale étendue  à  un  côté  de  la  surface  entière  est  la  somme  des  inté- 
grales étendues  aux  côtés  correspondants  de  chaque  morceau. 
On  définira  d'une  manière  analogue  les  intégrales 


J'I 


^^  ?{x,  !i,  z)  dydz,  \  J^  Q{x,  y,  z)  dxdz. 

En  faisant  la  somme  de  ces  intégrales,  on  obtient  V expression  la 
plus  générale  d'une  intégrale  de  surface,  qui  est  la  suivante  : 


a 


[Pdydz  +  Qdzdx  -]-  ?,dxdy) . 

's 

Cette  intégrale  étendue  à  un  côté  déterminé  de  la  surface  S  revient,  par 
définition,  à 


/I 


(P  cos  X  +  Q  cos  Y  +  R  cos  Z)  rfa, 


où  cos  X,  cos  Y,  cos  Z  sont  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  à  ce 
côté  de  la  surface. 

33.  Transformation  des  intég-rales  de  surface.  —  Considérons  une 
intégrale,  étendue  à  un  côté  déterminé  d'une  surface  S, 

I  P  (a7,  y,  z)  dx  cly  ; 

et  supposons  que  les  formules  de  transformation  : 

a;- '^,  (i, -/i,  Ç),      y/ - '^2 (;.-/,. r),      =  =  cp3(;, T., ;;), 

fassent  correspondre  uniformément  les  points  d'une  surface  S  dans  l'es- 
pace xyz  et  ceux  d'une  autre  surface  S  dans  l'espace  hX.  Le  problème 
de  la  transformation  consiste  à  remplacer  l'intégrale  étendue  à  S  par 
une  autre  étendue  à  S. 

Pour  le  résoudre,  considérons  les  coordonnées  x,  y,  z  et  ^,  ri,  Ç  des 
points  correspondants  sur  les  surfaces  S  et  S  comme  des  fonctions  de 
deux  variables  indépendantes  n  et  v  qui  décrivent  une  aire  Q  dans  le 
plan  uv. 

Pour  la  surface  S,  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  vérifient  les 
formules  (4)  du  n^  (22),  savoir 

cos  X  _  cos  Y  _    cos  Z  _    .    du  dv  .  _  d[y^  z) 

A  B  C  d<s  d{u,  v) 

Marquons  avec  l'indice  1  les  quantités  analogues  pour  S  ;  on  aura 

cos  Xi  _    cos  Y'i  _    cos  Zi  dudv    .  t^('^,0 

~  A,      ~        B"  ""       C,  ^"^  d^,~  '  '  "*    c/(w,u)   '■" 
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Mais  la  tbniiulo  (1)  du  n"  (15)  peut  se  mettre  sous  la  forme 

ce  qui,  mulliitlié  par  du  cb\  devient,  à  cause  des  systèmes  d'égalités  qui 
précèdent, 

„   ,  ,    ''cliœ,  y)         ,^     ,    dix,  y)         ^.     ,   dix,  y)         ^  H   , 

D'ailleurs  on  peut  jjrendre  le  signe  +  à  condition  de  mener  la  normale 
à  S  du  côté  convenable.  Multiplions  encore  les  deux  membres  de  l'équa- 
tion précédente  par  P  et  intégrons  par  rapport  à  ii,  v  dans  le  domaine  ù. 
Le  résultat  pourra  s'éci-ire  comme  il  suit  : 

;--'^ -///"^ -• ''^ + tf ''^^^+ tff  H 

C'est  la  formule  de  transformation  ;  l'intégration  doit  se  faire  sur  S 
du  côté  convenable  (celui  de  la  normale  qu'on  vient  de  considérer). 

Par  une  permutation  circulaire  simultanée  des  lettres  P,  Q,  R  et  des 
lettres  x,  y,  :,  on  obtiendra  deux  autres  formules  analogues  qu'il  est 
inutile  d'écrire. 

Il  reste  à  donner  une  règle  pour  fixer  le  côté  d'intégration  sur  la  sur- 
face S, 

Définissons  d'abord  ce  que  nous  appellei'ons  côtés  correspondants  sur 
les  surfaces  S  et  D.  Imaginons  un  point  infiniment  voisin  de  S  d'un  côté 
de  cette  surface,  son  correspondant  sera  infiniment  voisin  de  S  d'un 
certain  côté  do  cette  seconde  surface.  Ce  sont  ces  deux  côtés  qu'il  est 
naturel  de  considérer  comme  correspondants. 

On  peut  alors  énoncer  la  règle  suivante,  dont  nous  donnerons  la 
démonstration  au  n"  36  : 

Les  deux  intégrales  de  la.  formule  (3)  sont  étendues  aux  côtés  corres- 
pondants des  deux  surfaces  si  le  jacohien  J  de  x,  y,  z  par  rapport  à 
Ç,  1,  ^  est  positif ,  aux  côtés  inverses  si  J  est  négatif. 

34.  Formule  de  Green  pour  l'espace.  —  Soient  S  mit!  suilacu  fermée 
et  Vie  volume  ou  la  portion  de  l'espace  qu'elle  renferme.  11  y  aura 
sur  cette  surface  un  côté  intérieur  et  un  côté  extérieur  et.  par  con- 
séquent, une  normale  intérieure  et  une  normale  extérieure.  Soit 
R  (x,  </,  z)  une  fonction  continue  ainsi  que  sa  dérivée  -y^  dans  toute 
l'étendue  du  volume  V  et  de  la  surface  S.  Nous  allons  établir,  pour 
commencer,  la  formule  suivante,  qui  est  un  cas  particulier  de  celle 
de  Green  ; 


(4)  ^^^^^dxdych^^^^^dxdy. 
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Elle  ramène  le  calcul  d'une  intégrale  triple  dans  un  volume  V  à 
celui  d'une  intégrale  double  étendue  au  côté  extérieur  de  la  surlace 
qui  limite  ce  volume. 

Supposons  d'abord  que  la  surlace  S  ne  soit  rencontrée  ([u'en  deux 
points  i)ar  une  parallèle  à  l'axe  des  ;•  ;  alors  la  surface  S  se  partage 
en  deux  autres  S,  et  S^,  l'une  inférieure  limitant  le  volume  par  au 
dessous,  l'autre  supérieure  limitant  le  volume  par  au  dessus,  et  dont 
nous  désignerons  respectivement  les  ordonnées  parz-,  et  t.^  {z^  <  z-z). 
Ces  deux  ordonnées  seront  des  fonctions  continues  de  j:  et //  à  l'inté- 
rieur du  domaine  I)  limité  par  le  contour  apparent  de  S  sur  le  plan  xij. 

Si  l'on  eftèctue  une  première  intégration  par  rap|)ort  à  2,  il  viendra 
donc 

J  )  J'  ~~d^  ^^  dydz^  Il  R  (.r,  y,  z^)  dx  dy  —  J  J  R  i-^y  'J,  -1)  dx  dy. 

Considérons  ces  deux  intégrales  doubles  avec  leur  signe.  Elles 
reviennent  à  des  intégrales  prises  respectivement  sur  les  surfaces  Sg 
et  Si,  mais  la  première  s'étend  au  côté  supérieur  et  la  seconde  au  côté 
inférieur.  Dans  les  deux  cas,  c'est  le  côté  extérieur  de  la  surface  S,  de 
sorte  que  les  deux  intégrales  prises  ensemble  s'étendent  au  côté  exté- 
rieur tout  entier  de  S  et  l'on  trouve  la  formule  (4). 

La  formule  (4)  subsiste,  si  le  volume  V  est  limité  latéralement  par 
des  portions  de  cylindres  parallèles  à  l'axe  des  z-,  séparant  l'une  de 
l'autre  deux  surfaces  S,  et  S^  analogues  aux  précédentes.  En  effet, 
les  portions  de  surfaces  parallèles  à  U^  ne  donnent  (jue  des  intégrales 
nulles  et  il  n'y  a  pas  lieu  d'en  tenir  compte. 

Enfin  la  formule  (4)  subsiste,  quelle  que  soit  la  surface  qui  limite 
le  volume  V,  car  on  peut  toujours  découper  le  volume  V  en  mor- 
ceaux limités  par  des  surfaces  satisfaisant  aux  conditions  supposées 
jusqu'ici.  On  pourra  appliquer  la  formule  (4)  à  cliaque  morceau  et, 
en  additionnant  les  résultats,  on  trouvera  la  formule  sous  sa  forme 
générale.  En  effet,  les  intégrales  étrangères  relatives  aux  surfaces 
qui  séparent  les  morceaux,  sont  étendues  successivement  aux  deux 
côtés  de  ces  surfaces,  car  chaque  côté  est  extérieur  relativement  à 
l'un  des  deux  morceaux  limitrophes.  Donc  ces  intégrales  se  détruisent. 

On  établit  conmie  la  formule  (4)  les  deux  formules  analogues  : 

jji  ^  <"  "«  "'  =  j  i  p  ""  "-    li  ^  "'  ">'  "'  -  jjji  "'  "■'= 
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et,  en  les  ajoutant,  on  trouve  la  formule  de  Green 

^^^/ ^jJ^^W'^  ^  ;  rf^-(/v/(/^^  =J \Mydz^Qdzdx 4  Kd.rdy, 

les  intégrales  de  surfaces  étant  toujoui'S  extérieures. 

35.  Expression  des  volumes  par  des  intégrales  de  surface.  —  Si  l'on 
fait  P  -=  X,  Q  =-  K  =--  0  dans  la  formule  précédente,  on  trouve  la  pre- 
mière des  deux  formules  suivantes,  les  autres  s'obtenant  par  ana- 
logie : 


(6) 


X  dy  dz  =  \  \  y  dz  dx  ^        z  dx  dy 


elles  expriment  un  volume  par  une  intégrale  étendue  au  côté  exté- 
rieur de  sa  surface  frontière.  En  les  ajoutant,  il  vient 

V  =r'  -—  I     X  dy  dz  ^  ydzdx  -\-  z  dx  dy. 

D'oii,  par  rintroduclion  des  cosinus  directeurs  de  la  normale  exté- 
rieure, 

V  =  --  j     {x  cos  X  +  //  cos  Y  -|-  ;s  cos  Z)  d<j. 

Ce  résultat  est  facile  à  transformer.  Si  l'on  désigne  |)ar  (r,  n)  l'angle 
de  la  normale  extérieure  avec  le  rayon  vecteur  r  issu  de  l'origme,  on  a 

x  cos  X  -f  //  cos  Y  +  z  cos  Z  =  r  cos  {r,  n). 
D'où 


(7)  V=    l-j'[;-cos(r, 


n)  dn 


36.  Volumes  en  coordonnées  curvilignes.  Détermination  de  l'élément 
de  volume.  —  Reprenons  les  formules  de  transformation  du  n^  33 

^  =  ?i  (^,  i-  '^).  fJ  =  ? 2  (',  '>'  0.  "  =  ? 3  i->  ■'''  ^) 
et  supposons  qu'elles  fassent  correspondre  uniformément  les  points  d'un 
volume  V  limité  par  une  suiface  S  dans  l'espace  ce  y  j  et  ceux  d'un  volume 
iï  limité  par  une  surface  E  dans  l'espace  ç  r;  'Ç.  On  aura,  en  appliquant  à 
l'une  d^-s  intégrales  (6)  du  n»  [.l'écédent  la  formule  de  transformation  (3) 
du  uo  33, 

Nous  savons  que  l'intégrale  étendue  à  S  l'est  au  côté  extérieur,  mais 
nous  ignorons  encore  sur  quel  côté  est  prise  l'intégrale  étendue  à  S. 
Nous  allons  le  rccounaitre  en  observant  (jue  V  doit  être  positif. 
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Transfoinioiid  par  la  Ibrmule  de  Greeu  l'intégrale  étendue  à  Yi  dans 
une  intégrale  triple  étendue  à  Q.  Il  faut  poser  : 

P  _  r  ^<^>  y^    ,         o  -  ^  ^(^»  y)   ,         D  _  ,  #^ 

auquel  cas,  l'on  a,  en  désigant  par  .1  le  jacobien  de  la  transformation, 

^    4_  i^  4_  i^  _  ^  4^>  y)    4.       _     ^K  y,  ^)_    ^  r 

dcv     ■     dy    '^   ôz         dx  rf(n,  Q    '^"'         d{^,r,;t) 

car  on  vérifie  immédiatement  que  les  dérivées  secondes  se  détruisent.  La 
transformation  de  Greoi  donne  donc,  en  choississant  le  signe  -f-  ou  — 
suivant  que  l'intégrale  a  été  étendue  an  (;ôté  extérieur  ou  au  côté  inté- 
rieur de  D, 


(8)  V=±//|^J..MC.|JJj 


J  I  dkdr.dC. 


C'est  la  formule  générale  pour  le  calcul  des  volumes  ('). 

Si  J  est  >  0,  il  faut  prendre  le  signe  +  dans  la  formule  précédente 
ei  l'intégrale  étendue  à  S  l'est  au  côté  extérieur  ;  de  même,  si  J  <  0, 
cette  intégrale  s'étend  au  côté  intérieur.  Les  côtés  extérieurs  sont  con- 
sidérés comme  correspondants  par  définition.  Donc  les  intégrales  sur  S 
et  sur  S  sont  étendues  aux  côtés  correspondants  ou  aux  côtés  inverses 
de  ces  deux  surfaces  suivant  que  J  est  positif  ou  négatif. 

La  règle  qui  termine  le  n"  33  est  ainsi  établie  pour  deux  surfaces  fer- 
mées. Elle  subsiste  pour  deux  portions  de  surfaces  quelconques,  car  on 
[leut  les  considérer  comme  des  portions  de  surfaces  fermées. 

L'expression  |  J  |  c/^  dr\  dZ  sous  le  signe  d'intégration  dans  la  formule 
(8)  s'appelle  l'élément  de  volume  dans  le  système  de  coordonnées  ç,  yj,  Ç. 
On  peut  la  transformer. 

L'élément  d'arc  ds'^  —  dsc'^  -f-  dy^  -j-  dz-  est  une  forme  homogène  du 
second  degré  en  d^  dr\  dX^^  qu'on  peut  écrire 

ds"-  ^  ti.dX-  -\-  H.rfo^  +  Hgf/C-  +  2F,dvl^  +  2h\dXd'ç  -j-  2h\,dyr,, 

en  posant,  en  abrégé, 

(*)  Cette  démonstration  postule  l'existeuce  des  dérivées  secondes  de  x,  ij,  z.  On 
fera  disparaître  cette  restriction  comme  dans  le  cas  de  deux  variables  (nol7). 
D'autre  part,  les  surfaces  S  et  S  ont  été  soumises  à  des  restrictions.  Pour  étendre 
la  formule  (8)  au  cas  d'un  volume  V  limité  par  une  surface  quelconque,  il  suffit 
de  l'appliquer  à  un  volume  V  satisfaisant  aux  conditions  de  la  démonstration  et 
de  faire  tendre  V  vers  V.La  formule  subsistera  à  la  limite,  pourvu  seulement  que 
V  soit  déterminé. 
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H, 

F3 

F, 

F3 

H, 

F. 

F. 

Fi 

H3 

Son  discriminant  M  sera 

M 


Or  il  suffit  d'élever  J  au  carré,  par  la  règle  habituelle  de  formatior.  du 
carré  d'un  déterminant,  pour  obtenir  J"  =  M. 

L'élément  de  volume  est  donc  égal  aussi  à  \/M  d^  dr\  d'Ç. 

On  dit  que  le  système  des  coordonnées  i,  -n,  ^  est  orthoc/onal  si  F,  = 
F^  ^  F3  =  0.  Dans  ce  cas,  on  a 

ds'  =  Hic/$*  +  W^dtr  +  ^i^dV 

et  l'élément  de  volume  devient  yHiHgHg  d\dr\d'C,. 

Le  système  des  coordonnées  polaires  dans  Vesjiace  est  orthogonal, car, 
des  relations 

ic-^r  sin  G  cos  (f,         // ^ /•  sin  0  sin  tp ,         .r-  =  rcosO, 
on  tire  directement 

ds-  =  dr-  4-  r-d^~  -\-  r-  sin"6o?<p^ 
Vêlement  de  volume  en  coordonnées  polaires  est  donc  r"^  sinG  drd^d'f. 
Ce    résultat  est  facile   à  obtenir   par  des  considérations  géométriques 
directes  [n°  24) 

37.  Transformation  des  intégrales  triples.  —  Soit  à  transformer  une 
intégrale  triple 


iii 


f{x^y,z)  dxdydz 


en  une  autre  étendue  à  un  volume  Q  dans  l'espace  i,  yj,  'C,.  Les  formules 
de  transformation 

^  =  ?i  (^,  ^1,  ^),         Î/==?2(S.  ^1,  ^).         ^  =  ?3(^, -n,  0 

sont  supposées  établir  une  correspondance  uniforme  entre  les  points  des 
deux  volumes  V  et  0.  On  aura 


(9) 


l'I  [  /(o;,  //,  z)  dxdydz  =.  {\\j{^.  y,  -)  j  ^^  i  '^^  ^^  ^^ 

La  démonstration  est  la  généralisation  immédiate  de  celle  qui  a  été 
donnée  dans  le  cas  de  deux  variables  (n»  18). 

38.  Intégrales  curvilignes  dans  l'espace.  Formule  de  Stokes.  —  La 

notion  des  intégrales  curvilignes  s'étend  d'elle-même  à  l'espace.  Décri- 
vons un  arc  de  courbe  L  sur  lequel  x  varie  en  croissant  ou  en  décrois- 
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sant  constamment  de  a  à  b.  Les  deux  autres  coordonnées  y  et  z  seront 
fonctions  continues  de  ac  entre  a  et  b,  de  sorte  que  toute  fonction  con- 
tinue P  [00,1/,  z)  dos  trois  variables  est  une  fonction  composée  de  x  le 
long  de  la  courbe  L.  Nous  poserons,  par  définition,  le  sens  du  parcours 
sur  L  et  l'ordre  des  limites  a  et  b  se  correspondant, 


i'^<'"=r 


F  dx. 


Cette  première  définition  de  l'intégrale  curviligne  s'étend  immédiate- 
ment à  toute  ligne  L  composée  de  plusieurs  segments  consécutifs  sur 
chacun  desquels  x  varie  dans  le  même  sens  ou  reste  constant  (l'intégrale 
sur  le  segment  étant  nulle  dans  ce  dernier  cas).  Enfin,  faisant  la  somme 
de  trois  expressions  définies  d'une  manière  analogue,  on  trouve 


^  {P  dx -\- Q  dy  -{- R  dz), 


ce  qui  est  le  symbole  général  d'une  intégrale  curviligne  sur  la  ligne  L. 

Passons  maintenant  à  la  formule  de  Stokes,  qui  a  pour  objet  de  rame- 
ner une  intégrale  de  surface  à  une  intégrale  curviligne  effectuée  sur  le 
contour  qui  limite  la  surface. 

Soient  S  une  portion  de  surface  limitée  par  une  ligne  L  et  P  {x,  y,  z) 
une  fonction  continue  de  x,  y,  :■  sur  cette  surface.  Nous  commencerons 
par  établir  la  formule  suivante  : 

<*"'  Il  [^  """''■'-^  '^  '^']  '■  I  '"'*"■■ 

qui  est  un  cas  particulier  de  celle  de  Stokes. 

Supposons  d'abord  que  le  plan  tangent  soit  oblique  au  plan  xy  dans 
toute  l'étendue  de  S,  sauf  peut-être  sur  le  bord,  La  surface  S  aura  l'n 
côté  sicpérieur  et  un  côté  inférieur  ;  elle  se  projettera  sur  une  aire  D  du 
plan  œy,  bornée  aussi  par  un  contour  simple  C  qui  sera  la  projection 
de  L  ;  enfin  l'équation  de  la  surface  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

z  =  (f{x,y), 

où  o  est  une  fonction  continue  admettant  des  dérivées  partielles  p  et  q. 
Pour  fixer  les  idées,  admettons  que  l'intégrale  de  surface  de  la  for- 
mule (10)  s'étende  au  côté  supérieur  de  S.  Soient  cos  X,  cos  Y,  cos  Z 
les  cosinus  directeurs  de  la  nonncde  supérieure  (cos  Z  >  0)  ;  on  aura 
(no  32) 

CÇ     dV     .    .        dV     .    ,\      (Ci  dV         .,       ()V        ^r    , 
\\\  -\ —  dxdu ,—  dxdz    —      I     -^;—  cos  Z r —  cos  i     cw. 

)h\  ày         -^       dz  J     jjsV,  dy  dz  j 

Mais  les  cosinus  sont  proportionnels  à  —  p,  —  y  et  1,  de  sorte  que 
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le  quotient  eos  Y  :  cos  Z  est  égal  à  — q.  Il  en  l'ésulte,  en  désignant 
encore  par  P,(a7,  y)  ce  que  devient  P(.r,  y,  s)  quand  on  remplace  ^  par 
(u{x.  y)  que  l'intégrale  précédente  devient  successivement 


\i 


Donc  l'intégrale  de  surface  est  réduite  à  une  intégrale  double  étendue 
à  l'aire  D  du  plan  xy.  Par  la  formule  de  Green  (n°  12),  celle-ci  peut  se 
Iransfoi  mer  dans  une  intégrale  curviligne  étendue  au  contour  C  de  l'aire 
D  dans  le  sens  direct  (sens  do  la  rotation  de  Ox  vers  Oy).  Il  vient 


IIf'"^-'*-I''"^--I/'" 


car  les  deux  intégrales  curvilignes  sur  C  et  sur  L  ont  la  même  significa- 
tion, pourvu  que  le  parcours  sur  L  se  fasse  aussi  dans  le  sens  de  la 
rotation  de  Ox  vers  0^.  Donc  l'intégrale  sur  L  est  égale  à  l'intégrale  de 
surface 

La  formule  (10)  est  ainsi  établie  dans  un  cas  particulier  :  l'intégrale 
de  surface  s'étend  au  côté  supérieur  et  l'intégration  curviligne  se  fait  en 
tournant  dans  le  sens  de  la  rotation  de  0^  vers  0^.  Si  l'intégrale  de 
surface  s'étendait  au  côté  inférieur,  la  formule  subsisterait  en  renver- 
sant le  sens  de  l'intégration  curviligne. 

Mais  on  peut  comprendre  les  deux  cas  dans  une  seule  règle. 

Imaginons  qu'un  observateur  placé  du  côté  des  z  positifs  et  marchant 
sur  le  plan  xy,  décrive  un  cercle  autour  de  l'axe  Oz  en  tournant  dans 
le  sens  de  Ox  vers  Oy  ;  l'intérieur  sera  soit  à  sa  droite  soit  à  sa 
gauche.  Nous  dirons,  d'une  manière  générale,  qu'un  observateur  qui 
marche  sur  un  côté  déterminé  d'une  surface  et  parcourt  un  contour  fermé 
tracé  sur  ce  même  côté,  décrit  le  contour  dans  le  sens  direct,  si  l'inté- 
rieur se  trouve  par  rapport  à  lui  du  même  côté  (droit  ou  gauche)  que  le 
cercle  dans  le  cas  de  tout  à  l'heure.  D'après  cette  définition,  le  sons 
direct  change  pour  un  même  contour  suivant  le  côté  de  la  surface  où  il 
est  tracé.  La  distinction  des  deux  cas  disparaît  pour  la  formule  (10)  en 
énonçant  la  règle  suivante  :  dans  la  formule  (10),  l'intégrale  curviligyie 
est  effectuée  dans  le  sens  direct  relaiii'ernent  au  côté  considéré  de  la 
surface. 

Pour  faire  disparaître  les  restrictions  imposées  au  plan  tangent  et 
étendre  la  formule  (10)  à  une  surface  S  de  forme  quelconque,  mais  ayant 
deux  côtés  distincts,  il  suffit  de  partager  la  surface  en  morceaux  et  de 
raisonner  comme  dans  le  cas  de  la  formule  de  Green.  On  aura  seulement 
à  considérer  des  lignes  de  partage  tracées  sur  la  surface  au  lieu  de  sur- 
faces de  partage.  Nous  ne  recommencerons  pas  cette  démonstration. 

Ariivons  maintenant  à  la  formule  générale  de  Stokes. 

Soient  P,  Q,  R  trois  fonctions  continues  de  x,  y,  z  ainsi  que  leurs 
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dérivées.  On  obtiendi-a  deux  autres  formules  analogues  à  (10)  par  une 
permutation  circulaire  simultanée  des  lettres  P,  Q,  R  et  x,  y,  z.  En  ajou- 
tant les  trois  formules,  on  trouve 


(11) 


(  =  j  Vdx  -Y  Qdy  +  Rdz. 


C'est  la  formule  générale  de  Stokes,  l'intégrale  curilignve  doit  êti'e 
eiïectuée  dans  le  sens  direct  relativement  au  côté  considéré  de  la  sur- 
face. Si  les  axes  sont  donnés  comrje  d'habitude,  les  rotations  de  Qx 
vers  Oj/,  de  Oy  vers  0-s  et  de  0^  vers  Ox,  se  font  dans  le  sens  de  celle 
des  aiguilles  d'une  montre  pour  un  observateur  debout  sur  le  plan  de  la 
rotation  du  côté  du  troisième  axe.  Dans  ce  cas,  le  sens  direct  est  celui 
qui  laisse  l'intérieur  de  l'aire  à  droite.  C'est  l'inverse  de  ce  qui  avait  lieu 
dans  le  plan,  et  cela  provient  de  ce  que  les  axes  Ox,  Oy  ne  sont  pas 
choisis  d'iiabitude  avec  le  même  sens  de  rotation  dans  l'espace  que  dans 
le  plan. 

Exercices. 

1.  Intégrale  de  Gauss.  Soient  S  une  surface  fermée,  M  un  point  fixe, 
r  le  rayon  vecteur  issu  de  M,  (r,  n)  l'angle  de  r  avec  la  normale  exté- 
rieure à  la  surface.  Selon  que  M  est  à  l'inférieur  de  la  surface,  en  dehors 
d'elle  ou  sur  la  surface,  on  a 

Ç  Ç   cos  (?',  n)  c/a 

R.  On  remarque  que  l'élément  de  cette  intégrale  représente  l'angle 
solide  sous  lequel  l'élément  da  est  vu  de  M. 

2.  (Coordonnées  elliptiques.  Considérons  les  quadriques  homofocales 

Pour  chaque  sj'stème  x^  y,  z,  cette  équation  a  trois  racines  >.,,  \,  Àg, 
[c  <  ).i  <  i  <  Xo  <  a  <  Xg]  que  l'on  appelle  les  coordonnées  elliptiques 
du  point  X,  ?/,  z.  Par  chaque  point  passent  donc  trois  surfaces,  un 
ellipsoïde,  un  hvperboloïde  à  deux  nappes  et  un  hj-perboloïde  à  une 
nappe.  On  a 
2        (>.3  —  a)  [a  —  Ài)  (tt  —  Àj)  2dx  _    dl^     ^      dl^         dl^ 


=  4-,       0, 


{a  —  b)  [a  —  c)  o:        À, — a      Xg — a      \ — a 

et  d'autres  équations  analogues  en  perniutrait  circulairement  â?i/^  ai  abc. 
Montrer  que  le  système  est  l'orthogonal  et  calculer  l'élément  de  volume 
\Û^^W^^d)^d\dJ.... 

R.  On  trouve,  Hg  et  H3  s'obtenant  par  permutation  circulaire, 
l^'3  —  \)  (^2  —  \) 


m. 


{\-cc){\-'b){\^c) 


CHAPITRE  II. 


Intégrales  généralisées  et  fonctions  d'un  paramètre. 
Intégration  des  différentielles  totales  exactes. 


■5  1.  Intégrales  généralisées  élémentaires. 

39.  Intégrales  proprement  dites,  intégrales  généralisées.  —  Dans  le 
chapitre  précédent,  on  n'a  considéré  que  des  fonctions  et  des  domaines 
d'intégration  limités.  Si  la  fonction  ou  le  domaine  d'intégration  devient 
infini,  il  faut  un  passage  à  la  limite  de  plus  pour  définir  l'intégrale. 
Nous  donnerons  aux  intégrales  qui  comportent  ce  nouveau  passage  à 
la  limite  le  nom  (\' intégrales  généralisées,  par  opposition  aux  précé- 
dentes que  nous  appellerons  des  intégrales  })roprement  diles.  Les 
principes  de  ces  nouvelles  définitions  ont  déjà  été  brièvement  indiqués 
dans  le  premier  volume  (n»  233). 

Nous  commencerons  par  exposer  un  théorème  qui  est  souvent 
utile  dans  les  recherches  relatives  à  ces  intégrales. 

40.  Deuxième  théorème  de  la  moyenne.  —  I.  Soient  l\x)  et  'Mx)  deux 
fonctions  bornées  et  intégrnbles  (')  dans  l'intervalle  (a,  b).  Si,  pour 
x'^a  et  <b,  'f{x)  est  :  1°  toujours  positive,  2"  non  décroissante,  3°<  B, 
on  aura 

(1)  (\{x)  f{x)  dx^hil  f(x)  dx  (a  <  ^  <  /?). 

M  J  ^ 

Décomposons  l'intervalle  (a,  b)  en  éléments  infiniment  petits  par  les 
points  Xi  =  a,  x^,  x^,...  Xn+i  =  b.  Désignons,  en  général,  par  o,  l'am- 
plitude et  par  It  un  point  intermédiaire  de  l'élément  {xi,  .x'i+i).  Le  pre- 
mier membre  de  (1)  est  la  limite  de  la  somme 


2  'fii,)  r'-^'f{x)dx, 

i  =  1  jXj 


(1)  Le  théorème  et  la  démonstration  que  nous  en  donnons  ici  supposent  seule- 
ment f  sommabLe  au  sens  de  Lebesgue  (et  non  borné).  La  fonction  '■?  est  intégrable 
au  sens  de  Riemann  en  vertu  de  la  condition  2°. 
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car  la  différence  de  ces  deux  expressions,  à  savoir 

tend  vers  zéro.  En  effet,  soient  A,  l'oscillation  de  -s  dans  l'intérieur 
de  Bï  et  jjl  la  plus  grande  des  intégrales  de  |  /"  |  dans  les  divers  inter- 
valles 8„  celte  différence  est  moindre  en  valeur  absolue  que 

ï    X-  r^  '  '  I  /  I  (Ix  <  ;jL  ^  \i  <C  u  B, 

et  elle  tend  vers  zéro  avec  jjl  (qui  tend  évidemment  vers  0  avec  les  Oj). 
Donc,  en  écrivant  la  même  somme  autrement,  le  premier  membre  de 

(1)  est  aussi  la  limite  de 

^'  r(Ç')  r^'fi^)  ^'^  -  ^  r(^'')  ^  Ç'-  r    f'^^  I 

>  2  J.Ti 

On  ne  clinnge  pas  non  plus  cette  limite  par  l'addition  d'un  terme 
qui  tend  vers  0.  de  sorte  que  le  premier  membre  de  (1)  est  encore 
la  limite  de  l'expression 

'f  (?.)  \)dx  +  2  l^m  -  cp(i,_0]  Çfdx  +  I B  -  ^Cn)]  i"  fdx. 

Les  coefticicnls  des  trois  intégrales  de  fdx  qui  sont  écrites  dans 
cette  expression  sont  respectivement  positifs  en  vertu  des  trois 
hypothèses  du  théorème.  Donc,  en  désignant  par  -j.  une  moyenne 
entre  ces  intégrales  ou,  ce  qui  revient  au  même,  entre  les  valeurs  de 

t  dx  dans  l'intervalle  (</,  h)  de  x,  l'expression  précédente  est  de  la 

forme 

:^  ['fi^i)  +  r(^2)  -  r(^i)  +  •••-}-  B  -  <^{ln)]  =  j^  B. 
Sa  limite,  ou  le  premier  membre  de  (1),  est  donc  aussi  de  la  forme 

(jiB.  D'ailleurs  la  fonction  continue  fdx  atteint  la  valeur  intermé- 
diaire \}.  pour  une  valeur  au  moins  ^  de  .r  dans  l'intervalle  (a,  b),  ce 
qui  établit  l'équation  (1). 

H.  Plus  généralement,  quel  que  soit  le  signe  de  cp(a;),  si,  pour  x  >  a 
et  <b,  cette  fonction  est  :  \°  ^  k  et  ^  B,  2°  toujours  non  croissante  ou 
toujours  non  décroissante,  on  aura 

(2)  I  ''f  l^")  A^O  '^^'  -^  A  f  V  rf^  +  B  J  V  dx,         {a^l^b). 


REGLES  DE  CONVERGENCE 


En  effet,  si  ©(ar)  croît,  on  a,  par  le  théorème  I  ('f  — A  étant  positif), 
fVf-A)  /  dx  =--  (B-A)  Çfdx, 

ce  qui  revient  à  la  formule  (2).  Si,  au  contraire,  -f  décroît,  on  chan- 
gera dans  la  formule  (2)  le  signe  de  cp,  donc  ceux  de  A  et  de  B  ce  qui 
revient  à  changer  les  signes  des  deux  membres  et,  comme  —  cp  croît, 
on  sera  ramené  au  cas  précédent. 

Le  théorème  II  donne  lieu  à  deux  formules  particulières,  souvent 
employées  : 

m.  On  aura,  en  particulier,  sous  les  mêmes  conditions  qne  II, 

(3)  (%{x)  f{x)  dx  -  'f{a-hO)(ydx  4-  -^{b  —  0)  {) dx. 

En  effet,  on  peut  faire,  dans  la  formule  (2),  A  =  'f(a  +  0)  et 
B  =  'f{b—Oi  en  désignant  par  là  les  limites  de  cp  quand  x  tend  vers  a 
en  décroissant  ou  vers  b  en  croissant,  limites  toujours  existantes  car, 
dans  les  deux  cas,  la  variation  de  cp  ne  change  pas  de  sens. 

IV.  Si  la  variation  de  'f{x)  ne  change  pas  de  sens  dam  l'intervalle 
(a,  b),  on  aura 

(4)  ^\{œ)  l\x)  dx  =  cp  (a)  j^^/  dx  +  cp(è) ^)dx. 

En  effet  ■:^{x)  reste  alors  compris  entre  cp(a)  ^  A  et  cp(^)  -=  B, 

41.  Définition  des  intégrales  à  limites  infinies.  —  Soit  f{x]  une  fonc- 
tion bornée  et  intégrable  au  sens  élémentaire,  c'est-à-dire  n'ayant 
que  des  points  de  discontinuité  isolés  dans  l'intervalle  {a,  x')  quelque 
grand  que  soit  a?'  ;  on  pose,  par  définition, 


r  f{x)dx='  lim  T/ia;)  dx. 

Ja  x'=<X)  Ja 


Si  cette  limite  est  finie  et  déterminée,  l'intégrale  existe  ou  est  con- 
vergente. Dans  le  cas  contraire,  l'intégrale  n'existe  pas  ou  est  diver- 
gente. Ceci  peut  avoir  lieu  de  plusieurs  manières.  Si  la  limite  est 
infinie  positive  ou  négative,  l'intégrale  est  infinie  positive  ou  négative. 
S'il  n'y  a  pas  de  limite,  l'intégrale  est  indéterminée,  mais  elle  n'est  pas 
nécessairement  dépourvue  de  toute  signification,  car  l'indétermina- 
tion peut  être  incomplète.  Ainsi  les  plus  grande  et  plus  petite  limites 
du  second  membre  de  l'équalion  sont  les  limites  d'indétermination  de 
l'intégrale. 
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Si  l'on  sait  effectuer  l'intégration  indéfinie  de  f{x),  la  connaissance 
d'une  fonction  primitive  ¥{x)  permettra  de  reconnaître  immédiate- 
ment si  l'intégrale  existe  et  d'en  calculer  la  valeur.  11  faudra,  pour 
que  l'intégrale  existe,  que  ¥[x)  ait  une  limite  finie  F(oc)  pour  a;  =  oo 
et  l'intégrale  aura  pour  valeur  F(co)  —  ¥(a). 

Mais,  en  général,  on  ne  connaît  pas  de  fonction  primitive  et  il  faut 
un  examen  plus  minutieux. 

D'après  les  principes  de  la  théorie  des  limites,  la  condition  néces- 
saire et  suffisante  pour  que  l'intégrale  à  limite  infinie  converge,  est 
que  la  différence  des  deux  intégrales  prises  dans  les  intervalles  (a,  x') 
et  (a,  x")  soit  infiniment  petite,  x'  et  x"  étant  des  infiniment  grands 
indépendants.  Cette  différence  se  réduit  à  l'intégrale,  prise  entre  deux 
limites  qui  augmentent  indéfiniment, 

I  "  m  dx, 

que  l'on  appelle  une  intégrale  singulière.  Donc,  jwur  que  l'inlégrule  à 
limite  infinie  existe,  il  est  nécessaire  et  suffisant  que  l'intégrale  singu- 
lière correspondante  ait  pour  limite  0. 

La  condition  se  simplifie  quand  fix)  ne  change  pas  de  signe,  car 
dans  ce  cas,  l'intégrale  entre  a  et  x'  varie  toujours  dans  le  même  sens 
quand  x'  augmente.  L'intégrale  entre  a  et  l'infini  sera  donc  néces- 
sairement convergente  ou  infinie. 

Une  intégrale  est  absolument  convergente  quand  elle  converge  après 
qu'on  y  a  remplacé  f{x)  par  sa  valeur  absolue  ;  et  alors  elle  est  con- 
vergente, car  la  valeur  absolue  de  l'intégrale  singulière  ne  diminue 
certainement  pas  quand  on  rend  tous  ses  éléments  positifs,  et  si  elle 
tend  vers  0  après  ce  changement,  elle  tendait  déjà  vers  0  avant. 

On  considère  aussi  des  intégrales  dont  la  limite  inférieure  est 
infinie.  En  supposant  f[x)  toujours  finie  etintégrable  dans  rinter\alle 
[x',  b),  elles  se  définissent  par  la  formule  analogue  à  la  précédente 


^{x)dx=\m  i  f{x)dx, 


Elles  donnent  lieu  aux  mêmes  considérations  que  les  intégrales  pré- 
cédentes et  s'y  ramènent  d'ailleurs  en  changeant  x  en  —  x. 

Enfin,  si  les  deux  limites  sont  infinies,  on  pose  (le  choix  de  a  étant 
évidemment  indifférent) . 

f{x)  dx-^i     +        f(x)  dx, 

J—<Xi  J—cc        Ja 

ce  qui  ramène  aux  deux  cas  précédents. 
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42.  Eègles  de  convergence  absolue.  (Limites  infinies).  —  Nous  nous 

bornerons  à  la  seule  intégrale       f{i)dx,  car  les  règles  relatives  aux 

autres  s'obtiennent  par  analogie.  Nous  remarquerons  d'abord  que 
celte  intégrale  sera  convergente  ou  non,  absolument  convergente  ou 

non,  en  même  temps  que      f{x)  dx  où  p  est  un  nombre  aussi  grand 

qu'on  veut,  car  elle  n'en  diffère  que  par  une  intégrale  proprement 
dite. C'est  pourquoi,  la  limite  inférieure  de  l'intégrale  étant  indifférente 
dans  les  règles  suivantes  (sous  la  seule  condition  que  [{a^)  soit  inté- 
grable),  nous  nous  dispenserons  de  l'écrire. 

I.  Supposons  qu'on  ait  |  l'{x)  \  <  |  f{x)  \  à  parlir  d'une  certaine 
valeur  de  x,  et  formons  les  deux  intégrales  : 


■X 

j    fdx, 


dx. 


Si  la  seconde  est  absolamenl  convergente,  la  première  l'est  aussi  ;  si 
la  première  n'est  pas  absolument  converyente,  la  seconde  ne  l'est  pas 
non  plus. 

En  effet,  si  l'intégrale  de  |  -f  |  est  finie,  celle  de  |  /'  1  le  sera  a  for 
tiori  (donc  elle  eonvergera)  ;  si  l'intégrale  de    |  /'  |   est  infinie,  celle 
de  \  'f  \   le  sera  a  fortiori  (donc  celle  de  »  ne  sera  pas  absolument 
convergente). 

On  a|)plique  souvent  ce  théorème  dans  le  cas  où  /  est  infiniment 
petit  par  rapport  à  'f  pour  x  =  ce  ;  il  prouve  alors  que,  si  la  seconde 
intégrale  est  absolument  convergente,  la  première  l'est  aussi. 

U.  Si  (5  ne  change  pas  de  signe  et  que  le  quotient  f  :  f  tende  vers 
une  limite  L  finie  et  différente  de  0  pour  x  ---  oo,  les  deux  intégrales  de 
la  règle  précédente  seront  absolument  convergentes  ou  divergentes  en 
même  temps. 

En  effet,  si  x  croît  suffisamment,  f{x)  finit  par  rester  compris  entre 
(L  —  e)  'f{x)  et  (L  -\-  e)  (f>{x).  Or  les  deux  intégrales 

/-oc  /-oo  /-co  /•«: 

(L—  e)  (p  (/a.-  =--  (L— e)      cp  dx  (L-f- e)  ^  dx  =-  (L+  e)       <f  dx, 

convergent  ou  divergent  en  même  temps  que  celle  de  -f,  et  cela 
absolument  car  leur  élément  ne  change  pas  de  signe  ;  nous  en  con- 
cluons, par  le  théorème  I,  que  l'intégrale  de  fdx  ayant  son  élément 
intermédiaire  entre  ceux  des  précédentes,  converge  ou  diverge  aussi 
en  même  temps. 

III,  .Si,  pour  X  mfini,  f{x)  est  infiniment  petit  d'ordre  déterminé  a., 
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la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  la  convergence  de       fdx  est  que 
l'on  ait  <x>  \  et  alors  la  convergence  est  absolue. 

On  dit  que  /est  intiniment  petit  d'ordre  a  si  le  rapport  f(x)  :  x-'^ 
tend  vers  une  limite  L,  finie  et  différente  de  0,  pour  .i*  =  00.  Cette 
règle  est  donc  un  cas  particulier  de  la  précédente  :  l'intégrale  de  fdx 
converge  ou  diverge  en  même  temps  que  celle  de  x-y-  dx,  laquelle 
converge  si  a  >  1  et  diverge  si  a  <  1.  On  le  vérifie  directement  au 
moyen  de  l'intégrale  indéfinie 

rd^^  j ^^^,  si  a  diffère  de  1; 

'Log  iC,  si  a  =  1, 
qui  tend  vers  l'infini  avec  x,  sauf  si  a  est  >1. 
Voici  quelques  exemples  d'application  de  ces  règles  : 
Les  intégrales  suivantes  convergent,  par  la  règle  III  où  a  =  2  : 
p      dx  p     X-  dx  p      dx 

Les  intégrales  suivantes  (dont  l'élément  est  moindre  en  valeur 
absolue  que  celui  de  la  dernière  écrite  ci-dessus)  sont  absolument 
convergentes  par  la  règle  I  : 

i'^  sin  X  dx  r^    sin  x  dx 

J     a'  -\-  x""  '  J     x{a'-\-x')  ' 

Soient  a  et  n  des  quantités  positives  ;  les  intégrales  suivantes  (dont 
l'élément  est  infiniment  petit  par  rapport  à  dx  :  x^+-)  convergent  par 
la  même  règle  : 


.-00  -co  '•ce 

e-"''' dx,  x^'e-^'^dx,  l    x'^i 


cos  bx  dx. 


43.  Règles  applicables  à  la  convergence  non  absolue.  —  Y.  Si  une 
intégrale  ¥{x)  de  'f{x)  reste  finie  pour  x  =  00,  l'intégrale 


f 


^(x) 


dx 
x^ 


converge  pour  toute  valeur  positive  de  <x. 
On  a,  en  effet,  par  intégration  par  parties,  puis  passage  à  la  limite, 
rW>  ,,,.  _  '"F(^)"'"'  ,  „  (^'¥{x)dx 

)a    X""  a°'  Ja     a;*-!-* 
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Or  cette  dernière  intégrale  converge  par  la  règle  II,  C2iv¥{x)dx  :x*+a 
est  infiniment  petit  par  rapport  à  dx  :  j-'  +  £(e<a),  ce  qui  est  l'élément 
d'une  intégrale  convergente. 

Par  exemple  les  sinus  et  cosinus  ayant  leurs  intégrales  finies  et 
périodiques,  cette  règle  prouve  l'existence  des  intégrales. 

T'usina"  résina;  . 
dx,  — -=^  dx. 

Jo       A'  jo      Mx 

VI.  Soi!  f{x)  une  fonction  dont  le  sens  de  variation  ne  change  pas  et 
qui  tend  vers  une  limite  finie  pour  x  ==  oc,  jormons  les  deux  intégrales  : 

/•OO  /-CO 

J    l\x)  dx,  I    f(x}  f{x)  dx, 

si  la  première  converge,  la  deuxième  converge  aussi. 
En  etïet,  par  le  deuxième  théorème  de  la  moyenne,  on  a  [x'^^^x") 

'^  fdx  -  's(x')      fdx  +  '^{-v")        fdx. 

Si  x\  .r"  et,  par  suite,  ^  tendent  vers  l'infini,  les  deux  intégrales 
singulières  du  second  membre  tendent  vers  0  par  hypothèse.  Comme 
elles  sont  multipliées  par  des  quantités  finies  par  hypothèse,  le  second 
membre  tend  vers  0,  et  avec  lui.  l'intégrale  singulière  du  premier 
membre,  ce  qui  prouve  le  théorème. 

VII.  Soient  <i{x)  une  foiiction  dont  le  seiis  de  variation  ne  change  pas 
et  qui  a  pour  limite  0  pour  x  =  oo,  ensuite  ¥{x)  une  fonction  primitive 

roc 

de  f{x);  si  F{x]  est  bornée  pour  x  =  x,  \    f{x)  (s{x)dx  sera  convergente. 

En  effet,  la  formule  de  la  démonstration  précédente  subsiste  ;  son 
second  membre  peut  se  mettre  sous  la  forme 

'f{x')^¥{x)J^^+<f{x'')^F(x)J^' 
et  tend  vers  0  avec  <f{x')  et  'f(x"),  car  F{x'),  F($)  et  F{x")  restent  finis. 

44.  Définitions  des  intégrales  de  fonctions  infinies.  —  Soit  maintenant 
à  intégrer  une  fonction  fLx)  non  bornée  dans  l'intervalle  {a,  b). 

i°  Si  fx)  est  bornée  et  intégrable  au  même  sens  que  précédemment 
dans  l'intervalle  [a,  b  —  e)  quelque  petit  que  soit  e,  mais  illimitée 
dans  l'intervalle  {b  —  e,  b),  on  pose,  par  définition,  e  restant  positif, 

Jrb  çb-t 

I  f{x)dx  =  lim         f\x)dx. 
a  z=oJa 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  celte  miégrsile  existe 
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OU  soil  convergente,  esl  que  la  différence  des  intégrales  étendues  aux 
intervalles  (a,  è  —  e)  et  [a,  b  —  s'),  ou  que  Vinlégrale  singulière  à 
laquelle  elle  se  réduit 

ait  pour  limite  0,  e  et  e'  étant  des  iutiniment  petits  (positifs)  indépen- 
dants. Si  l'intégrale  existe,  elle  peut  être  absolument  convergente  ou 
non  ;  et,  si  elle  n'existe  pas,  elle  est  infinie  ou  indéterminée  comme 
les  intégrales  à  limites  infinies.  Pratiquement,  on  ne  rencontre  guère 
que  des  intégrales  absolument  convergentes. 

â*"  Si  /"est  bornée  et  intégrable  dans  l'intervalle  (a  +  j,  b]  mais  illi- 
mitée dans  («,  a  +  e),  l'intégrale  dans  [a,  b)  se  définit  par  la  formule 
analogue 

\'f{x)dx  ^  lim  I'  t{a:)dx. 

ra  +  t 

Elle  existera  si  Vintégrale  singulière  f'dx  tend  vers  0,  sets' 

Jo+zi 

étant  des  intiniment  petits  indépendants. 

8°  Si  /'est  bornée  et  intégrable  dans  l'intervalle  [a,  b),  sauf  aux 
environs  des  extrémités  a  et  b,  on  partagera  l'intervalle  en  deux 
autres  par  un  point  intermédiaire  c  (dont  le  choix  est  indifférent)  et 
l'intégrale  dans  (a,  b)  sera  la  somme  de  celles  dans  (a,  c)  et  {c,  b). 

4°  Plus  généralement,  f{x)  peut  être  bornée  et  intégrable  dans  toute 
portion  de  l'intervalle  (a,  b)  ne  contenant  pas  un  nombre  limité  de 
valeurs  singulières  aux  environs  desquels  elle  devient  infinie.  Sup- 
posons, pour  fixer  les  idées,  que  les  valeurs  a  et  b  soient  de  ce  nombre 
et  désignons  les  autres  par  x^,  x^,..  L'intégrale  étendue  à  (a,  b)  sera, 
par  définition,  la  somme  de  celles  étendues  à  {a,  x^),  {x^,  X2),...  ce 
qui  ramène  au  cas  précédent.  La  condition  d'existence  de  l'intégrale 
étendue  à  [a,  b)  est  donc  que  chacune  des  intégrales  singidières 

fa+t  rx  -t'  rcr  +z 

fdx,  fdx,  fdx,... 

J((^t'  >!-£  J-'\-^z' 

ait  pour  limite  0,  e  et  e'  étant  des  infiniment  petits  indépendants. 

45.  Propriétés  des  intégrales  généralisées.  —  I.  Les  définitions  pré- 
cédentes sont  évidemment  telles  que,  si  l'on  partage  l'intervalle  (a,  b) 
en  plusieurs  parties,  l'intégrale  dans  {a,  h]  sera  la  somme  des  inté- 
grales dans  chaque  partie. 
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II.  Les  conditions  d'existence  q;je  nous  venons  d'écrire  expriment 

que  Vintéyrole     fdx  est  encore  une  fonclion  continue  de  x  dans  IHnter- 

valle{a,  b).  En  etfet,  en  faisant  tendre  e'  vers  0  avant  e,  on  en  conclut 
que  les  intégrales  : 

idi-,  fdx,  fdx,... 

sont  infiniment  petites  avec  s.  Donc  l'intégrale  entre  a  et  x  est  con- 
tinue aux  points  singuliers  a,  x^,...  les  seuls  pour  lesquels  sa  conti- 
nuité soit  en  question. 

III.  On  peut  énoncer,  pour  les  intégrales  généralisées,  un  théorème 
analogue  à  celui  de  la  moyenne.  Ainsi,  si  /"  a  une  borne  inférieure  m 
ou  bien  une  borne  supérieure  M  dans  l'intervalle  {a,  b),  on  aura 

j  fdx^m(b  —  a)         ou  bien  fdx<^i\{b  —  a). 

Ja  Ja 

En  etfel,  en  admettant  pour  fixer  les  idées  que  b  soit  le  seul  j)oint 
singulier,  ces  relalions  ont  lieu  quand  on  y  remplace  b  par  b  —  s  ; 
elles  subsistent  donc,  à  la  limite,  pour  e  =-  0. 

46.  Règles  de  convergences  (fonctions  infinies),  —  I.  Supposons  qu'on 
ait,  sauf  pour  les  valeurs  singulières  de  X,  \  f{x)  \  ;<  |  'j^{x]  \  et  formons 
les  intégrales  : 


\jdx,  J^ 


dx. 


Si  la  seconde  est  absolument  convergente,  la  première  l'est  aussi.  Si  la 
première  n'est  pas  absolument  convergente,  la  seconde  ne  l'est  pas  non 
plus. 

Ce  tbéorème  se  démontre  comme  le  Ibéorème  analogue  relatif  aux 
intégrales  à  limitas  infinies  (n*' 42,  I). 

Supposons  maintenant,  pour  fixer  les  idées,  que  f{x)  ne  soit  infinie 
que  quand  x  tend  vers  b.  La  règle  suivante,  énoncée  dans  cette  hypo- 
thèse spéciale,  s'adaptera  d'elle-même  aux  autres  cas  : 

II.  .S?  z  ne  change  pas  de  signe  quand  x  tend  vers  b  {unique  valeur 
singulière)  et  que  le  quotient  f  :  cp  tende  vers  une  limite  L,  finie  et  diffé- 
rente de  0,  quand  x  tend  vers  b,  les  deux  intégrales  de  la  règle  précé- 
dente seront  en  même  temps  absolument  convergentes  ou  divergentes. 

La  démonstration  faite  (n"  42,  II)  pour  les  intégrales  à  limites  infi- 
nies se  généralise  d'elle-même. 
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III.  Si,  pour  chaque  valeur  singulière,  f{x)  est  infinie  d'ordre  déter- 
miné a,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  la  convergence  de 

I  f(x)  dx  est  que  tous  ces  ordres  y.  soient  <i  et  alors  la  convergence  sera 
absolue. 

Ce  théorème  se  ramène  au  précédent  par  la  définition  de  Yordre 
d'infijiitude  :  f{x)  est  intinie  d'ordre  a  pour  a;  =  c,  si  l'on  a 

/î^)  =  (^^^  (P^ui-  ^<^)'     Ai-'^)  -  (^ly.  (pour  ^•>  0, 

les  fontions  'j-,  et  >;^2  ayant,  quand  x  tend  vers  c,  des  limites  Unies  et 
différentes  de  0.  Toutefois,  si  c  est  une  des  extrémités  de  l'intervalle 
(a,  b),  on  ne  tient  compte  que  du  seul  cas  où  x  varie  dans  cet  inter- 
valle. 

Ceci  posé,  nous  pouvons  admettre  dans  la  démonstration  que  b  soit 
la  seule  valeur  singulière.  Il  suttit  alors  d'appliquer  l'énoncé  du  théo- 
rème précédent  en  y  faisant  '^  =  (^— a,-)--,  car  l'intégrale  de  [b—x)-'^dx 
converge  dans  l'intervalle  (a,  b)  si  a<l  et  diverge  si  a^l.  On  le 
vérifie  directement  au  moyen  de  l'intégrale  indéfinie 

dx^ ^{b—xy-'^  :  (1— a),  si  y.  ditîère  de  1  ; 

{b—xy  ""  ,  j,og  (b-x).  si  y.^\, 
qui  est  infinie  quand  x  tend  vers  b,  sauf  si  y<\. 

Par  exemple,  si  p  et  q  désignent  i\eu\  nojnbrcs  comiiris  entre  0  et  1, 
l'intégrale 

xP-^  (1  _  xfi-^  dx 

Jo 

est  absolument  convergente,  car,  [)our  chacune  des  deux  valeurs 
singulières  0  et  1,  f(x)  est  infinie  d'ordre<l. 

47.  Intégrales  généralisées  élémentaires.  Intégrales  doublement  géné- 
ralisées. —  Une  même  intégrale  peut  comporter  en  même  temps  les 
deux  sortes  de  généralisations  précédentes.  C'est  ce  qui  arvive  si  l'on 
intègre  dans  un  intervalle  infini  une  fonction  présentant  des  points 
singuliers  isolés  où  elle  devient  infinie. 

Si  ces  points  sont  en  nombre  limité,  pour  définir  l'intégrale  de  a 
à  l'infini,  on  désigne  par  b  un  nombre  arbitraire  supérieur  à  toutes 
les  valeurs  singulières  et  l'on  pose,  par  définition, 


f 


Cm  dx  =  (^f\x)  dx  4-  ("^[(x) 

ja  Ja  Jb 


dx. 
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Par  exemple,  si  l'on  a  0<a<l.  l'intégrale 

^X  -1  /-X 

x"-^  e-'dx  =     ^«  -'  e-'^dx  +      x«-i  e-'''dx 

est  absolument  converyenle  comme  somme  de  deux  intégrales  absolu- 
ment convergentes. 

Plus  généralement,  s'il  y  a  une  infinité  de  valeurs  singulières 
isolées  et  que  l'intégrale  existe  dans  toute  portion  limitée  de  l'inter- 
valle d'intégration,  on  la  définit  dans  l'intervalle  entier  par  les  mêmes 
passages  à  la  limite  qu'au  n"  41. 

Quand  la  fonction  à  intégrer  est  positive  et  les  valeui'S  singulières 
isolées,  l'intégrale  est  toujours  déterminée  ;  sa  valeur  est  tinie  ou 
infinie  positive. 

Les  définitions  peuvent  se  généraliser,  mais  les  précédentes  suf- 
fisent en  pratique.  Nous  dirons  que  les  intégrales  qui  rentrent  dans 
ces  définitions  sont  des  intégrales  généralisées  élémentaires. 

Ces  intégrales  sont  donc  celles  de  fonctions  ne  présentant  ({ue  des 
points  de  discontinuité  isolés. 

48.  Valeurs  principales.  —  Cauchy  a  fait  grand  usage  de  ce  qu'il 
aj)pelle  la  valeur  principale  d'une  intégrale  indéterminée.  Soit  d'abord 
f{x)  une  fonction  continue  pour  toutes  les  valeurs  de  x.  Il  est  possible 
que  la  définition  habituelle 

f{x)  dx  =     lim  l{x)  dx 

ne  conduise  à  aucun  résultat  déterminé,  mais  que  la  limite  existe  si 
l'on  fait  x"  =-  x'.  Dans  ce  cas,  cette  limite  sera,  par  définition,  la 
valeur  principale  de  l'intégrale  du  premier  membre. 

De  même,  soit  fix)  une  fontion  continue  en  tout  point  de  l'intervalle 
{a,  h),  sauf  au  seul  point  x^  oli  elle  est  infinie  ;  il  se  peut  que  la  défi- 
nition habituelle 

f(x)  dx  -=  lim  +  f(x)  dx 

ne  conduise  à  aucun  résultat  déterminé,  mais  que  la  limite  existe  en 
faisant  e'^  s.  Cette  limite  est  alors,  par  définition,  la  valeur  principale 
du  premier  membre.  On  aperçoit  immédiatement  ce  que  deviendra 
cette  définition  s'il  y  a  plusieurs  points  singuhers  entre  a  et  b. 

Par  exemple,  l'intégrale  de  dx  :  œ  est  indéterminée  si  on  l'étend  de 
—  1  à  H-  1,  mais  sa  valeur  principale  est  nulle. 
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49.  Calcul  des  intégrales  g-énéralisées.  Intégration  par  décomposition 
et  par  parties.  —  1°  La  ibrniule  foiulanienlale  pour  le  calcul  des  inté- 
grales définies, 

jj{a:)dx^¥{b)-F(a), 

subsiste,  si  l'intégrale  est  généralisée,  pourvu  que  la  fonction  V{x) 
soit  continue  en  tout  point  de  l'intervalle  (a,  b)  sans  exception  et 
qu'elle  ait  f(x)  pour  dérivée  sauf  aux  points  singuliers  de  f{x).  Nous 
avons  déjà  établi  ce  ibéorème  dans  le  premier  volume  (n^  233)  et 
montré  qu'il  subsiste  pour  />  =- oo  quand  F{x)  a  une  limite  F(x) 
pour  ^  =  X  . 

2°  La  formule  d'intégration  par  décomposition  se  généralise  aussi. 
Soit  f(x]  =  fi[x)  4-  [^{x)  ;  on  aura  [a  et  b  pouvant  être  intinis) 

\)lx)dx-^-()\[x)dx-i-  \"i:Ax)dx, 

pourvu  que  deux  au  moins  de  ces  trois  intégrales  soient  déterminées, 
la  troisième  l'étant  alors  nécessairement,  car  la  limite  d'une  somme 
est  toujours  égale  à  la  somme  des  limites  supposées  existantes. 

Supposons  qu'on  sache  seulement  qu'une  des  deux  intégrales  du 
second  membre  est  déterminée.  Si  l'on  s'interdit  de  faire  passer  les 
termes  d'un  membre  dans  l'autre,  on  pourra  encore  écrire  la  formule 
précédente,  mais  elle  signifiera  seulement  que  les  deux  membres 
sont  ou  égaux  ou  tous  deux  indéterminés  mais  avec  les  mêmes 
limites  d'indétermination  s'il  y  en  a. 

Pour  justifier  cette  remarque,  considérons  un  cas  particulier,  le 
raisonnement  étant  général.  Supposons  a  et  /^  finis  et  admettons  que 
\\U  et  A  n'aient  qu'un  point  singulier  b.  Si  c'est  l'intégrale  de/,  qui 
est  déterminée,  on  aura,  t,  tendant  vers  0  avec  s, 

rb~t  ru  rb-E 

f{x)  dx  =  )  t\{x)  dx  +         /;(aO  dx  +  Yi. 

Ja  ^a  Ja 

Donc,  £  étant  infiniment  petit,  toute  restriction  à  l'indétermination 
d'un  des  deux  membres  de  cette  relation  entraîne  la  même  restriction 
pour  l'autre  membre. 

Cette  remarque  a  son  importance  pour  reconnaître  si  une  intégrale 
donnée  est  déterminée  ou  non,  car,  si  l'on  peut  simplifier  celle-ci 
par  l'addition  d'une  intégrale  déterminée,  il  suffira  de  raisonner  sur 
l'intégrale  simplifiée. 
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3"  Quand  la  règle  d'intégration  par  parties  est  encore  applicable, 
elle  résulte  des  précédentes.  Soient  f(x]  et  (f{x)  deux  fonctions  conti- 
nues entre  a  ei  b  mais  dont  les  dérivées  f'{x)  et  cp'(a;)  aient  des  points 
de  discontinuité  isolés.  On  a,  par  la  première  règle  qui  précède, 

Ç\r{x)  <f'{x)  +  f{x)  f'ix)]  dx  =  lf[x)  ^{x)] 

Donc,  si  l'une  des  deux  intégrales 

Cfix)  cp'(a;)  dx,  f  cp(ic)  f{x)  dx 

est  déterminée,  il  en  sera  de  même  de  l'autre  et  l'on  aura 

Cfix)  ^'[x)  dx  =^  \f{x)  ^{xn  -  {\{x)  f'{x)  dx. 

Ja  a       Ja 

Si  ff  ou  ft  est  infini,  le  terme  aux  limites  peut  être  indéterminé  et  il 
faut  une  condition  de  plus  pour  que  la  formule  précédente  soit  légi- 
time. Il  faut,  en  effet,  admettre  que  deux  au  moins  des  trois  termes 
qu'elle  renferme  aient  une  valeur  déterminée  et  alors  ils  seront  déter- 
minés tous  les  trois. 

50.  Changement  de  variables.  —  Nous  allons  montrer  que  la  for- 
mule de  transformation  des  intégrales  définies  établie  dans  le  premier 
volume  peut  être  généralisée.  Voici  cette  formule,  dans  laquelle  nous 
supposerons,  pour  fixer  les  idées,  que  T  est  >  t^  : 

(1)  f^  ^'f{x)  dx  =  rpMO]  co'XO  dt. 

Jf(t^]  J\ 

On  peut  énoncer  la  règle  suivante  : 

Si  la  dérivée  cp'(f)  est  continue  et  différente  de  0  dans  l'intervalle  {t^,T) 
sauf  peut  être  aux  extrémités,  la  formule  (1)  subsiste  pour  les  intégrales 
généralisées  en  ce  sens  que  les  deux  membres  seront  ou  bien  égaux  ou 
bien  tous  deux  indéterminés,  mais  avec  les  mêmes  limites  d'indétermi- 
nation s'il  y  en  a. 

Cette  règle  n'exclut  pas  le  cas  où  f{t)  serait  discontinue  aux  extré- 
mités ti  et  T,  ni  celui  ou  t^  et  ï  seraient  eux-mêmes  infinis,  mais  il 
faut  alors,  comme  la  démonstration  va  le  montrer,  que  cp(fi)  et  cp(T) 
désignent  les  limites  de  'f{t)  quand  /  tend  vers  /j  en  décroissant  ou 
vers  T  en  croissant,  limites  qui  seront  finies  ou  infinies  (de  signe 
déterminé),  puisque,  'j,'  ne  s'annulant  pas,  la  variation  de  cp  ne  change 

pas  de  sens. 

5 
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Cette  remarque  faite,  nous  pouvons  démontrer  la  règle. 

Supposons  (l'abord  que  f,  et  ï  soient  finis  et  admettons,  pour  fixer 
les  idées,  qu'il  n'y  ait  de  point  singulier  de  f{x)  ou  de  /(cp)  qu'aux  deux 
limites  des  intégrales.  Quand  t  varie  de  ?,  à  T,  la  fonction  cp(i)  varie 
dans  un  seul  sens  et  ne  passe  qu'une  fois  par  les  valeurs  <p(^i  +  e)  et 
o(T  —  -o),  en  sorte  que  l'on  a,  sans  difficulté,  les  deux  membres  étant 
des  intégrales  proprement  dites, 

(2)  r'^"''y(^)  dx  =  C'^'fh)  o'  dt. 

Si  l'on  fait  tendre  e  et  ri  vers  0,  on  obtient  la  relation  (4)  avec  le 
sens  que  nous  lui  avons  donné. 

Par  exemple,  par  la  substitution  x  =  sin"  t,  on  a 

]xP~'  (1  —  a;)«-i  dx  ^  2  [^(sin  0'^~^  (cos  /j^*^'  dt 
et,  par  la  substitution  x  =  —  log  t, 

X"-'  e~^  dœ^  —  \  (  log-f-  j     dt^\  (  log-f  I     dt. 

Jo  Ji    \  *■    J  Jo  \  l  J 

Si  ^1  et  T  étaient  infinis,  il  faudrait  simplement,  pour  faire  la  démon- 
stration, remplacer,  dans  la  formule  (2).  fj  +  e  par  un  infiniment 
grand  négatif  /'  et  T  —  t)  par  un  infiniment  grand  positif  T',  la  for- 
mule (2)  subsistant  avec  ces  nouvelles  limites  en  vertu  de  la  démon- 
stration même  que  nous  venons  de  faire. 

Par  exemple,  on  aura,  par  la  substitution  x-=\ft, 

'èmx-dx=^  ^        — =-(//. 

Jo  2   jo      ^t 

Uemarque.  —  Lorsque  les  conditions  de  la  règle  précédente  ne 
sont  pas  vérifiées,  il  faudra  le  plus  souvent,  pour  procéder  avec  sécu- 
rité, partager  l'intervalle  (^i,  T)  en  intervalles  partiels  satisfaisant  aux 
conditions  de  la  règle  et  étudier  la  transformation  dans  chaque  inter- 
valle séparément.  Toutefois,  dans  certains  cas,  on  pourra  encore 
utiliser  la  règle  suivante  : 

Si  9(<)  est  contijiue  entre  t^  et  T  et  que  cp'(0  ne  soit  nulle  ou  discon- 
tinue qu'en  des  points  isolés  de  l'intervalle  {t^,  T),  la  formule  (1)  subsis- 
tera pourvu  que  son  second  membre  soit  déterminé. 
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En  effet,  on  peut  écrire  la  formule  analogue  à  (1)  pour  chacun  des 
intervallesdef  compris  entre  deux  points  singuliers  consécutifsdecp'(0. 
Pour  chacun  d'eux,  les  deux  membres  de  la  formule  obtenue  seront 
déterminés  et  égaux.  En  ajoutant  ces  diverses  formules,  on  retrou- 
vera la  formule  (1),  dont  les  deux  membres  seront  donc  aussi  déter- 
minés et  égaux. 

51.  Nouvelle  définition  des  intégrales  g-énéralisées  élémentaires  de 
fonctions  positives.  —  Soit  fix)  une  fonction  non  négative  admettant 
une  intégrale  généralisée  élémentaire  (n°  47).  Définissons  une  fonc- 
tion auxiliaire  fn{x)  en  posant  .- 

(  n,  SI  /■>  n. 

Cette  fonction  est  bornée  et  n'est  discontinue  qu'avec  /".  Elle  peut 
servir  à  définir  l'intégrale  généralisée  de  /par  un  seul  passage  à  la 
limite  : 

Si  l'intervalle  (rintégration  est  borné,  on  a 

i{x]dx  =-  lim      ln{x)dx\ 

Ja  11:=  (x>Ja 

et,  si  cet  intervalle  est  infini,  soit  par  exemple  ( —  oo,  +  oo), 
T'^'/Ot)  (/.i- ^  lim  ('')nix)  ilx. 

En  effet,  ces  limites  (finies  ou  infinies)  existent  et  ne  peuvent  sur- 
passer les  premiers  membres  (car /„<  f),  il  suffit  donc  de  prouver 
qu'elles  ne  sont  pas  moindres. 

Faisons  d'abord  cela  pour  la  première  formule.  Il  y  a  dans  (a,  h) 
un  nombre  limité  de  valeurs  singulières  où  /"cesse  d'être  borné  et  il 
suffît  de  prouver  la  formule  dans  l'intervalle  de  deux  d'entre  elles. 
Autant  admettre  que  les  valeurs  singulières  sont  a  et  h.  On  a,  dans  ce 
cas,  quelque  petit  que  soit  e  positif, 

rh  çb-t  çi)-i 

h  m  )  \ni\x  >  lim  j^Ax  ■=  /(/.r 

n^v^  ,a  ii=a3jc(+t  Ju-Vt 

car  fn  devient  égal  à  /"entre  «  —  e  et  è  -f  e.  Il  vient  donc,  à  la  limite 
quand  e  tend  vers  zéro. 


lim     fndx^\  fdx. 

n=cc  Ja  Ja 


Passons  à  la  seconde  formule.  On  a,  par  ce  qui  précède,  quelque 
grand  que  soit  N  fixe, 
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r+n  /-+N  /-+X 

lim         fndx  ^Vim        fndx  ^        /dx; 

7l~CC  j—ll  71— OD  ,'— N  J~N 

et,  en  faisant  tendre  N  vers  l'infini, 

dx  ^  \    fdx, 
ce  qui  acliève  la  démonstration. 


lim      /„( 


52.  Théorème(^).  — Soit  Fj,  F»,...  Fn,...  une  suite^o^  décroissante 
de  fonctions  positives  de  x  ;  si  chaque  fonction  est  bornée,  contijiue 
(sauf  peut  être  pour  des  valeurs  isolées  de  x  indépendajites  de  n),  et  si 
Fn{x)  tend  vers  une  limite  finie  ou  infinie  V(x)  quand  n  tend  vers  IHn- 
fini,  on  a 

lim  I  Fn(^)  dx  ^-      F{x)dx, 

>i=  ce  ,  «  Ja 

que  l'intervalle  (a,  b)  soit  fini  ou  non,  pourvu  que  la  fonction  F  n'ait 
que  des  points  de  discontinuité  isolés  et  admette,  par  co7iséquent,  une 
intégrale  élémentaire.  Celle  ci  d'ailleurs  peut  être  finie  ou  infinie. 

La  démonstration  est  immédiate,  si  les  fonctions  F»  et  F  sont  con- 
tinues et  l'intervalle  {a,  b)  fini.  L'énoncé  revient  à  dire  que  l'on  peut 
intégrer  terme  à  terme  la  série  de  fonctions  continues  et  positives 

V  ==  F,  +  ;F,  -  F,)  +  ...  +  (Vn  -  Fn^^)  \-  -, 
ce  qui  est  permis,  puisque  la  somme  est  continue  (t.  I,  n°  389). 

Si  l'intervalle  {a,  b)  est  encore  fini,  mais  que  les  fonctions  F„  et  F 
cessent  d'être  continues  ou  F  d'être  finie  en  un  nombre  limité  de  points 
Xi,  Xo,...  on  peut,  comme  au  11°  précédent,  admettre  que  a  et  ô  soient 
les  seules  valeurs  singulières.  On  a,  dans  ce  cas,  quelque  soit  e  positif, 
d'après  ce  qui  vient  d'être  démontré, 


lim      Fndx^Vim         Fndx  =  \ 


Fdx. 


Faisons  tendre  e  vers  zéro,  il  vient,  le  second  membre  pouvant 
d'ailleurs  croître  indéfiniment, 

lim  I  F»  dx  >     F  dx. 

n-v:^  Ja  Ja 

Mais  l'égalité  seule  est  possible,  car  le  premier  membre  est  inférieur 
au  second  quel  que  soit  n. 

(*)  C'est  un  cas  très  particulier  d'un  théorème  général.  Les  restrictions  rela- 
tives à  la  continuité  de  Pn  et  de  F  disparaissent  en  considérant  l'intégrale  de 
Lebesgue  (no  108). 
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Enfin,  si  les  limites  a  et  6  sont  infinies,  par  exemple  toutes  les 
deux,  on  a,  quel  que  soit  N  positif,  d'après  ce  qu'on  vient  de  prouver, 

lim  I       Fndx  >  lini         F„f/.r  -        F  dx  ; 

et  il  suffit  de  faire  tendre  N  vers  l'infini  pour  démontrer  la  proposition 
comme  dans  le  cas  précédent. 

53.  Intégrales  doubles  généralisées.  —  Nous  supposons,  comme 
dans  le  chapitre  I,  que  les  points  de  discontinuité  de  la  fonction 
f{x,  y)  à  intégrer  sont  isolés  ou  répartis  sur  certaines  lignes  de  dis- 
continuité satisfaisant  aux  conditions  du  iF  4  ;  mais  nous  admettons 
que  la  fonction  ou  le  domaine  d'intégration  ne  soient  plus  bornés. 
Parmi  les  points  de  discontinuité,  nous  appelions  alors  points  singu- 
liers ceux  autour  desquels  la  fonction  n'est  pas  bornée. 

Fonctions  non  négatives.  —  En  premier  lieu,  si  le  domaine  D  est 
borné  et  limité  par  un  contour  G  satisfaisant  aux  conditions  du  n°  1, 
pour  définir  l'intégrale  d'une  fonction  f[x,  y)  non  négative  : 

I  I  f{x,  y)  dx  dy, 

on  procède  à  peu  près  comme  pour  les  intégrales  simples.  On  com- 
mence par  enlever  les  points  singuliers  du  champ  d'intégration.  Â  cet 
effet,  on  entoure  les  points  singuliers  isolés  d'un  contour  intiniment 
petit,  on  enferme  les  lignes  de  discontinuité  entre  deux  contours 
infiniment  voisins,  et  l'on  considère  la  portion  D'  de  faire  D  qui  est 
extérieure  aux  contours  auxiliaires.  L'intégrale  étendue  à  D'  étant 
une  intégrale  proprement  dite,  on  pose,  par  définition, 

I  \j{x,  y)  dx  dy  =  lim  J  ^J{x,  y)  dx  dy. 

Si  cette  limite  est  finie,  l'intégrale  généralisée  existe.W  sutTit  évidem- 
ment pour  cela,  /'  étant  positif,  que  le  second  membre  soit  borné 
quand  D'  tend  vers  D,  et  alors  sa  limite  est  indépendante  de  la  ma- 
nière dont  D'  tend  vers  D.  Si  l'intégrale  n'existe  pas,  elle  est  infinie 
positive. 

En  second  lieu,  si  le  champ  d'intégration  s'étend  à  l'infini  dans  cer- 
taines directions  ou  dans  tous  les  sens,  on  procède  d'une  manière 
analogue.  On  considère  d'abord  l'intégrale  (généralisée  ou  non)  dans 
une  portion  bornée  D'  de  l'aire  D,  puis  on  étend  successivement  D'  à 


70  CHAPITRE  II.  —  INTÉGRALES  GÉNÉRALISÉES  ÉLÉMENTAIRES 


D  tout  entier  :  l'intégrale  dans  l)  est  la  limite  finie  ou  infinie  de  celle 
dans  D'.  Cette  limite  sera  d'ailleurs  indépendante  de  la  manière  dont 
D'  tend  vers  D;  et,  si  D  s'étend  à  l'infini  dans  plusieurs  directions, 
D'  peut  croître  à  l'infini  soit  dans  tous  les  sens  à  la  fois,  soit  dans  les 
diverses  directions  mccessivement. 

Le  cas  des  fonctions  non  positives  se  ramène  à  celui-ci  par  un 
simple  changement  de  signe;  il  n'y  a  pas  lieu  de  s'y  arrêter. 

Fonctions  de  signe  variable.  —  On  ne  reconnaît  d'existence  à  l'inté- 
grule  double  généralisée  d'une  fonction  de  signe  variable  que  si  elle  est 
absolument  convergente,  c'est-à-dire  que  si  l'intégrale 


JI 


I  lix,  y)  1  dx  dy 


existe. 

Si  cette  condition  est  remplie,  l'intégrale  de  f{x,  î/)dans  D  se  définit 
par  les  mêmes  passages  à  la  limite  que  pour  les  fonctions  positives  et 
l'on  est  assuré  que  cette  limite  est  finie  et  unique  de  quelque  manière 
que  D' tende  vers  D.  En  effet,  la  fonction  f  est  alors  la  différence 
J\  —  /a  de  deux  fonctions  positives,  /i  =-  |  /'  |  et  /:.  =  |  /"  j  —  /;  dont 
les  intégrales  existent. 

Remarque.  Si  /'est  positif,  son  intégrale  généralisée  dans  D  peut 
encore  se  définir  à  l'aide  de  la  fonction  auxiliaire  : 
(  «,  SI  r>n; 

In   —   { 

\  f,  si/"^  n. 


En  effet,  si  D  est  borné,  on  a 

ifdxdy  -^  lim  1  \fndxdy; 

J  Jli  n=vj  J  ^D 

et,  si  D  n'est  pas  boiné,  on  a,  \)n  tendant  vers  D  quand  n  tend  vers 
l'infini 

1  \fdxdy  --  lim         fndxdy. 

J  Jd  7i=ccJJd,^ 

Les  démonstrations  se  font  comme  pour  les  intégrales  simples. 

54.  Réduction  des  intégrales  doubles  généralisées  de  fonctions  posi- 
tives (').  —  Si  f{x,  y)  ne  change  pas  de  signe  dans  le  domaine  I)  borné 

(1)  La  réduction  se  fait  toujours  avec  l'intégrale  de  Lebesgue  (n»  109)  ;  elle  est 
donc  possible  avec  les  autres  intégrales  (qui  en  sont  des  cas  particuliers)  à  con- 
dition de  fournir  un  résultat  déterminé.  Les  règles  particulières  comme  celle-ci 
ne  se  justifient  qu'à  la  condition  d'être  très  élémentaires.  C'est  le  but  que  nous 
poursuivons  ici. 
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OU  non,  son  intégrale  dans  D  se  réduit  à  deux  intégrales  simples  consé- 
cutives par  la  règle  ordinaire,  pourvu  que  l'intégration  par  rapport  à  la 
première  variable  fournisse  une  fonction  de  la  seconde  qui  soit  inlé- 
grable  au  sens  élémentaire,  c'est-à-dire  qui  n'ait  que  des  points  de  dis- 
continuité isolés.  Ceile  règle  s'applique  que  l'inlégrale  double  soit  finie 
ou  infinie. 

Premier  cas  :  L'intégrale  double  est  étendue  à  tout  le  plan.  Définis- 
sons fn  comme  au  n<*  précédent  et  posons 


Fn{x) 


C+n 

J-71 


Soit  D'  la  portion  de  D  entre  les  abscisses  —  N  et  +  N,  Dn  celle 
de  D'  entre  les  ordonnées  —  ?i  et  +  n.  Utilisons  la  remarque  qui 
termine  le  n°  précédent.  11  vient,  en  réduisant  une  intégrale  propre- 
ment dite, 

fdx  dy  -^  iini    I     fndx  dy  =--  lim      F„  [x)  dx. 

La  fonction  F„(a;)  est  continue,  sauf  peut  être  pour  les  abscisses 
d'une  ligne  de  discontinuité  de  f{x,  y)  parallèle  à  l'axe  des  y,  celles-ci 
supposées  en  nombre  limité  entre  —  N  et  N.  On  peut  donc  appliquer 
le  théorème  du  n"  52  et  il  vient,  en  remplaçant  F„  par  sa  limite, 


jjjdxdy^^j^yxfjdy. 


Si  l'on  fait  tendre  N  vers  l'infini,  D' tend  vers  D  et  l'on  obtient,  à 
la  limite,  la  formule  à  démontrer  : 


fdx  dy  =         dx  \ 


Cas  Général.  —  Les  autres  cas  se  ramènent  au  précédent  à  l'aide 
d'une  fonction  auxiliaire  ^  égale  à  /"dans  le  domaine  D  et  à  zéro  en 
dehors.  L'intégrale  de  /"dans  D  revient  à  celle  de  fi  dans  tout  le  plan, 
laquelle  se  réduit  par  la  formule  précédente.  En  négligeant  les  inter- 
valles où  fi  est  nulle,  cette  formule  de  réduction  revient  à  celle 
relative  à  f. 

Remarque,  —  Si  /"change  de  signe  dans  le  domaine  D,  le  |)rocédé 
le  plus  simple  pour  légitimer  la  réduction  sera  généralement  de  par- 
tager le  domaine  D  en  plusieurs  autres  où  /"n'a  qu'un  seul  signe  et 
d'effectuer  la  réduction  dans  chacun  d'eux. 


72  CHAPITRE  II.  —  INTÉGRALES  GÉNÉRALISÉES  ÉLÉMENTAIRES 

55.  Inversion  des  intégrations.  —  Si  f  ne  change  pas  de  signe,  on 
aura,  les  limites  étant  finies  ou  infinies  mais  constantes, 


(\lx  Cfdy  =  i\ly  ()dx, 

.a         Jb  Jb         Ja 


pourvu  que  les  intégrales  intérieures  soient  des  fonctions  continues  de  x 
et  de  y  respectivement,  sauf  en  des  points  isolés. 

En  effet,  les  deux  membres  représentent  la  même  intégrale  double, 
car  on  peut  intervertir  les  variables  x  eiy  dans  les  formules  du  n" 
précédent. 

56.  Transformation  des  intégrales  doubles  généralisées.  —  Soient  0 
un  domaine,  limité  ou  non,  dans  le  plan  uv,  cp(w,  v)  et  '\>{u,  v)  deux 
fonctions  continues,  dont  le  jacobien  J  soit  également  continu  et 
différent  de  0  dans  l'intérieur  de  ïi.  On  ne  stipule  rien  sur  la  frontière. 
Supposons  que  les  formules  : 

X  =  cp(M,  v),  y  -=  ^u,  v), 

fassent  correspondre  uniformément  les  points  intérieurs  à  Û  aux  jjoiw/s 
intérieurs  à  une  aire  D,  limitée  ou  non,  dans  le  plan  xy.  On  aura 

jjjlx,  y)  dx  dy  ^  Jj^  I  J  I  /i/^,  •})  du  dv. 

En  effet,  représentons  par  0'  un  domaine  limité,  intérieur  à  0,  dans 
lequel  /est  continue,  et  qui  tend  vers  iî;  le  domaine  correspondant  D' 
sera  aussi  limité  et  tendra  vers  D.  L'équation  précédente  a  lieu  sans 
difficulté  quand  on  y  accentue  D  et  0  (no  19)  ;  elle  subsiste  donc 
à  la  limite,  et  c'est  précisément  ce  qu'on  écrit  en  supprimant  les 
accents. 

Le  sens  de  l'équation  précédente  est  le  même  que  pour  la  formule 
de  transformation  des  intégrales  simples  (no  50).  Les  deux  membres 
sont  soit  égaux,  soit  tous  deux  indéterminés  mais  alors  avec  les 
mêmes  limites  d'indétermination. 

S  2.  Intégration  et  dérivation  des  intégrales  définies 

par  rapport  à  un  paramètre. 
Convergence  uniforme  des  intégrales  généralisées. 

57.  Intégration  par  rapport  à  un  paramètre.  —  Soit  f[x,  a)  une 
fonction  continue  des  deux  variables  x  et  a  dans  un  domaine  rectan- 
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gulaire  R,  limité  par  les  valeurs  a  et  b  de  x  et  par  les  valeurs  ao  et  a, 
de  a  ;  l'intégi-aie 


cp(a) 


=-      f{x,  a)  dx 


est  comme  nous  l'avons  démontré  au  n"  3  (où  y  remplace  a)  une 
fonction  continue  de  a  dans  l'intervalle  (ao,  a,).  On  peut  se  proposer 
d'intégrer  ou  de  dériver  celte  fonction. 
Si  l'on  intègre  ci(a),  on  tombe  sur  une  intégrale  double 


y'':^{y.)  (h.  =  [  V/a  j  /(j;,  a)  dx. 


On  peut  utiliser  pour  la  calculer  toutes  les  méthodes  de  transfor- 
mation étudiées  dans  le  premier  chapitre,  mais  la  plus  employée  est 
la  règle  d'intégration  sous  le  signe  qui  consiste  à  intervertir  les  inté- 
grations par  rapport  à  a?  et  a.  Toutefois  il  ne  faut  pas  oublier  que  cette 
règle  n'est  établie  que  pour  les  intégrales  proprement  dites.  Nous 
verrons  tout  à  l'heure  qu'elle  ne  s'étend  aux  intégrales  généralisées 
que  sous  des  conditions  particulières. 

58.  Dérivation  par  rapport  à  un  paramètre,  Règ-le  de  Leibnitz.  — 

Considérons,  comme  au  n^  précédent,  l'intégrale  proprement  dite 


-(a) 


=     f{x,oL)dâ 

Ja 


et  supposons  que  la  fonction  f[x,  a)  ait  une  dérivée  partielle  f-^x,  a) 
déteiminée  et  continue  dans  le  rectangle  limité  par  les  valeurs  a  et  /> 
de  X,  ao  et  a^  de  a.  La  dérivée  de  '^(a)  dans  l'intervalle  (ao,  aj  s'ob- 
tiendra en  dérivant  simplement  par  rapport  à  a  la  fonction  sous  le 
signe  d'intégration.  Celte  règle  est  celle  de  la  dérivation  sous  lé  signe 
ou  règle  de  Leibnitz.  C'est  une  conséquence  de  la  précédente. 

Soit,  en  efîét,  a  un  point  quelconque  de  l'intervalle  (ao,  ai)  ;  on  a, 
par  la  règle  d'intégration  sous  le  signe, 

'a        fb  Çb 

da     f  [x,  a)  dx  =       [/"(iC,  a)  —  /(.r,  ^^)\dx  =--  cp(a)  —  cp(ao). 
.'xç,       ja  Ja 

La  dérivée  du  premier  membre  par  rapport  à  a  est  la  fonction  sous 
le  signe  d'intégration  extérieur.  Il  vient  donc,  en  égalant  les  dérivées 
des  deux  membres  extrêmes, 


f 


/;(x-,a)da;  =  cp'(a). 
C'est  la  règle  de  Leibnitz. 
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Cette  règle  suppose  que  les  limites  a  et  b  sont  indépendantes  de  a. 
Considérons  maintenant  une  intégrale  dont  les  limites  x^  et  X2  soient 
des  fonctions  de  a,  par  exemple 

cp(a) -:     ''f(œ,y.)dx.  {x.>Xi). 


Nous  supposerons  :  4°  que  a:,  et  x^  sont  deux  fonctions  continues 
de  a  ayant  des  dérivées  également  continues  dans  l'intervalle  (ao<«i)» 
2°  que  la  dérivée  partielle  f'^{x,  a)  est  déterminée  et  continue  dans  le 
domaine  D  du  plan  xa.  compris  entre  les  droites  a  =  a,,,  a  =  aj  et 
les  courbes  x  =■  x^,  x  ^  x^. 

Je  dis  que  l'on  aura,  sous  ces  conditions,  dans  l'intervalle  (0.^,  a,), 


■v(^)=r 


df  ,     ,    „,       .  dxo       „,        .  dx. 

-^  àx^  f{Xo,  a)  -y-^  —  fiXi ,  a)  -r- , 


c'est-à-dire  que  l'on  doit  ajouter  deux  termes  complémentaires  à  celui 
fourni  par  la  règle  de  Leibnitz. 

Cette  nouvelle  règle  se  ramène  à  celle  de  Leibnitz  par  un  change- 
ment de  variables.  Substituons,  en  effet,  à  x  une  nouvelle  variable 
d'intégration  t  par  la  relation 

X  =  x^  H-  [x.  —  Xi)  t, 
de  sorte  que  x  est  maintenant  fonction  de  f  et  de  a  et  coïncide  avec 
x^  pour  t  =  0  ei  avec  X2  pour  t  =  i.  L'intégrale  transformée  sera 

La  fonction  à  intégrer  et  sa  dérivée  partielle  par  rapport  à  a  sont 
des  fonctions  continues  de  f  et  de  a  dans  le  rectangle  du  plan  ta  com- 
pris entre  les  valeurs  0  et  4  de  t,  a^  et  a,  de  a.  La  règle  de  Leibnitz 
s'applique  donc  à  l'intégrale  transformée  (aux  limites  constantes  0  et 
1)  ;  elle  donne 

'^^'''"JoWa    àt  '^  dx    dy.   "dl   ^'dtdJ^^ 

^CK  '-§,dt+c'up)dt^r^fdx+  if'^T' 

jo  dy.    dt  Jo  dt  V    àaj  Ja~^   dy.  L   àoLJt-a 

C'est,  sous  une  autre  forme,  la  formule  qu'il  fallait  démontrer. 

59.  Convergence  uniforme  des  intégrales  généralisées.  —  Les  règles 
précédentes  et  la  continuité  même  de  cp(a)  reposent  sur  les  hypo- 
thèses :  1°  que  ({x,  a)  et  sa  dérivée  partielle  (s'il  s'agit  de  la  règle  de 
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Leibnitz)  sont  des  fonctions  continues  ;  2^  que  l'intervalle  d'inté- 
gration est  limité.  Ces  règles  peuvent  tomber  en  défaut  pour  les 
intégrales  généralisées,  et,  pour  reconnaître  quand  elles  demeurent 
légitimes,  il  est  commode  d'introduire  une  notion  nouvelle,  celle  de 
la  convergence  uniforme  des  intégrales  généralisées.  Nous  nous  bor- 
nerons ici  aux  premières  notions  sur  cette  question.  Il  y  a  deux  cas 
principaux  à  considérer  : 

1"  Examinons  d'abord  le  cas  où  la  fonction  est  continue  sous  le 
signe  1  myis  où  une  limite  de  l'intégrale  est  infinie.  Soit  donc 


•f(a,  -[  II. 


œ,  y.)  dœ. 


Nous  dirons  que  cette  intégrale  converge  uniformément  pour  un 
certain  mode  de  variation  de  a,  'par  exemple  dans  rintervalle  [olq,  a,), 
si  à  tout  nombre  positif  e  si  petit  qu'il  soit  correspond  un  nombre  X, 
indépendant  de  a,  tel  qu'on  ait,  sons  la  condition  X'>X,  et  pour  toutes 
les  valeurs  considérées  de  <x, 

-ce 

I      f{x,  oi)dx\<  e. 

2°  Considérons,  en  second  lieu,  le  cas  où  la  fonction  f{x,  a)  peut 
croître  indéfiniment  pour  certaines  valeurs  de  x  et  a,  mais  est  con- 
tinue en  tout  point  aux  environs  duquel  elle  reste  finie.  Ce  cas  est 
plus  complexe  que  le  précédent,  car  la  répartition  des  points  de 
discontinuité  dans  le  plan  {x,  a)  peut  être  plus  ou  moins  compliquée. 
Ces  points  peuvent  être  isolés  ou  bien  se  suivre  d'une  manière  con- 
linue  sur  certaines  lignes.  Pour  simplifier,  nous  nous  bornerons  au 
cas  le  plus  simple  mais  le  plus  fréquent,  celui  ou  f{x,  a)  n'est  infinie 
que  pour  un  nombre  limité  de  valeurs  de  x  indépendantes  de  a. 

Cette  condition  peut  se  réaliser  de  deux  manières  différentes,  soit 
que  f(x,ci.)  ne  devienne  infinie  qu'en  des  points  isolés  du  pian  {x,<x)  soit 
qu'elle  devienne  infinie  le  long  de  certaines  droites  parallèles  à  l'axe 
des  X.  Les  deux  intégrales  suivantes  sont  des  exemples  de  ces  deux 
cas  : 

C-J^,  Cx-^{i-x)dx. 

Dans  la  première,  la  fonction  sous  le  signe  n'est  infinie  qu'en  un 
point  isolé  (l'origine)  ;  dans  la  seconde,  elle  est  discontinue  tout  le 
long  de  l'axe  des  a  positifs.  Dans  les  définitions  et  les  théorèmes  qui 
vont  suivre,  cette  distinction  est  indifférente. 


76  CHAPITRE  II.  —  INTÉCnALES  FONCTIONS  d'uN  PARAMÉTRÉ 

Sous  les  conditions  précédentes,  l'uniformité  de  la  convergence 
des  intégrales  de  fonctions  discontinues  est  tout  analogue  à  celle  des 
intégrales  à  limites  infinies  et  les  théorèmes  relatifs  à  ces  diverses 
intégrales  vont  s'énoncer  dans  les  mêmes  termes. 

Considérons  d'abord  l'intégrale 


Ja 


où  nous  supposerons  que  /(a;,  a)  ne  devient  infinie  que  pour  x  =^  h. 
Nous  dirons  (\Welle  converge  uniformément  pour  un  certain  mode  de 
variation  de  a,  si  à  tout  membre  positif  e  si  petit  qu'il  soit  correspoïid 
un  autre  nombre  positif  S  indépendant  de  a  et  tel  qu'on  ait,  sous  la 
condition  0  <  S'<S, 

I        f[x,ri)dx\  <  e. 

\jb  -o'  ; 

On  voit  immédiatement  comment  il  faut  modifier  la  définition  pré- 
cédente si  c'est  pour  x  =  a  que  /"est  ou  peut  devenir  infinie.  Si  cette 
fonction  peut  devenir  infinie  pour  plusieurs  valeurs  x^,  Xj,...  de  x, 
on  partagera  l'intervalle  d'intégration  et,  en  même  temps,  l'intégrale 
proposée  en  plusieurs  autres  dans  lesquels  f  ne  devient  infinie  qu'à 
l'une  des  limites.  Enfin,  si  /"a  des  points  de  discontinuité  en  nombre 
limité  et  si,  de  plus,  l'intégrale  est  à  limite  infinie,  le  partage  pourra 
se  faire  en  plusieurs  intégrales  pareilles  aux  précédentes  avec  en  plus 
une  intégrale  de  fonction  continue  mais  à  limite  infinie.  Si  chacune 
de  ces  intégrales  composantes  converge  uniformément,  il  en  sera  de 
même  pour  la  proposée. 

Dans  les  conditions  où  nous  venons  de  la  définir,  la  convergence 
uniforme  des  intégrales  généralisées  correspond  exactement  à  la  con- 
vergence uniforme  des  séries  étudiée  dans  le  premier  volume.  Mon- 
trons, en  effet,  qu'une  intégrale  généralisée  uniformément  convergente 
peut  se  mettre  sous  forme  d'une  série  uniformément  convergente 
^'intégrales  proprement  dites. 

Si  l'intégrale  est  à  limite  infinie,  on  désignera  par  61,  b^,...  bn,..  une 
suite  de  nombres  croissant  à  l'infini  et  on  écrira. 

Cf  dx  =  f '-h  f'+  ...  +  f  "  fdx  4- ... 

Jci  Ja  Jb^  Jb,i_i 

Si  l'intégrale  du  premier  membre  converge  uniformément,  il  en  est 
de  même  de  la  série  du  second  membre  et  réciproquement. 
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D'autre  part,  si,  l'intégrale  étant  à  limites  finies,  la  fonction  sous  le 
signe  ne  devient  infinie  qu'à  l'une  des  limites,  par  exemple  à  la 
limite  supérieure  b,  on  désignera  par  bi,  b^,...  bn ,...  une  suite  crois- 
sante de  nombres  tendant  vers  b  et  on  écrira 


idx^\  'f  1  -+  ...  +         fdx 


8i  l'intégrale  du  premier  membre  converge  uniformément,  il  en 
sera  de  même  de  la  série  du  second  membre  et  réciproquement. 

Il  s'ensuit  que  l'on  pourra  appliquer  immédiatement  aux  intégrales 
uniformément  convergentes  les  tbéorèmes  correspondants  relatifs  à 
la  continuité,  à  l'intégration  et  à  la  dérivation  des  séries.  Il  est  donc 
très  utile  de  savoir  reconnaître  l'uniformité  de  la  convergence.  La 
règle  suivante  est  loin  d'être  générale  mais  sulfit  dans  beaucoup  de 
cas. 

60.  Critérium  de  convergence  uniforme.  —  Ihie  intégrale  généralisée 
qui  dépend  d'un  paramètre  converge  uniformément  si  ses  éléments  suc- 
cessifs ne  stirpassent  pas  en  valeur  absolue  les  éléments  correspondants 
d'une  intégrale  absolument  convergente,  prise  entre  les  mêmes  limites, 
mais  ne  renfermant  pas  le  paramètre. 

Nous  pouvons  borner  la  démonstration  au  cas  d'une  intégrale  à 
limite  infinie  car  elle  est  analogue  pour  les  autres  cas.  Comparons 
donc  les  deux  intégrales  : 

j     /(A-,  a)rfa;,  (    |  ^(x)  |  dx, 

en  supposant  que  la  seconde  converge  et  qu'on  ait  constamment 
1  f{x,  a)  I  <  I  cp  (ic)  I  .  On  aura  évidemment  l'inégalité 


f{x,  a)  dx\^  \    I  o{x)  !  dx. 

\Jxi  .'x'      ' 


Mais,  puisque      |  çp(a;)  |  dx  converge  par  hypothèse,  à  tout  nombre 

Ja 

t  correspond  un  nombre  X  tel  que  le  second  membre  de  cette  inéga- 
lité soit  <  e  pourvu  que  X'  soit  >  X.  Alors  le  premier  membre  est  a 
fortiori  <  e,  ce  qui  est,  par  définition,  la  condition  de  convergence 
uniforme  à  démontrer. 

Il  doit  être  d'ailleurs  bien  entendu  que  la  fonction  ({x,  a.)  satisfait 
aux  conditions  de  continuité  que  comporte  la  définition  de  la  conver- 
gence uniforme  donnée  au  n°  précédent. 
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61.  Continuité,  intégration,  dérivation  des  intégrales  uniformément 
convergentes.  —  I.  Une  intégrale  généralisée  qui  contient  un  paramèt7'e 
y.  est  fonction  continue  du  paramètre  dans  tout  intervalle  où  la  conver- 
gence est  uniforme. 

II.  Quand  l'expression  sous  le  signe  est  positive,  la  condition  néces- 
saire et  suffisante  pour  qu'une  intégrale  généralisée  soit  fonction  con- 
tinue du  paramètre  a  qu'elle  contient  est  que  la  convergence  soit  uni- 
forme. 

III.  L'intégration  sous  le  signe  d'une  intégrale  généralisée  par  rapport 
à  un  paramètre  a,  demeure  légitime  dans  tout  intervalle  fini  oii  la  con- 
vergence est  uniforme. 

IV.  Quand  l'expression  à  intégrer  est  positive,  une  intégrale  fonction 
continue  du  paramètre  a  peut  toujours  être  intégrée  sous  le  signe  entre 
des  limites  finies. 

V.  Une  intégrale  généralisée,  fonction  du  paramètre  a  et  uniformé- 
ment convergente  dans  l'intervalle  (ag,  a,),  peut  s'intégrer  sous  le  signe 
entre  a^  et  un  point  variable  a  de  l'intervalle  (y-o,  otj),  et  la  nouvelle  inté- 
grale ainsi  obtenue  est  encore  uniformément  convergente  dans  l'intervalle 

(«0,  «l)- 

En  répétant  l'application  du  théorème  et  de  la  règle  précédente,  on 
voit  que  l'intégration  entre  ol^  et  a  d'une  intégrale  uniformément  conver- 
gente dans  l'intervalle  {a^,  aj,  peut  être  etîectuée  sous  le  signe  un 
nombre  quelconque  de  fois  de  proche  en  proche  et  que  l'intégrale 
obtenue  après  un  nombre  quelconque  d'intégrations  sera  uniformé- 
ment convergente  dans  le  même  intervalle  que  la  proposée. 

VI.  Lorsque  la  dérivation  sous  le  signe  d'une  intégrale  proprement 
dite  ou  d'une  intégrale  généralisée  (supposée  existante)  conduit  à  une 
intégrale  généralisée,  la  règle  de  Leihnitz  demeure  légitime,  c'est-à-dire 
que  l'intégrale  proposée  a  pour  dérivée  l'intégrale  fournie  par  la  règle, 
pourvu  que  cette  dernière  intégrale  converge  uniformément  dans  le  voi- 
sinage de  la  valeur  considérée  du  paramètre. 

Comme  il  est  bien  entendu  que  les  conditions  de  continuité  que 
comporte  la  définition  de  la  convergence  uniforme  (n°59)  sont  véri- 
fiées, tous  ces  théorèmes  se  ramènent  aux  théorèmes  analogues  de  la 
théorie  des  séries  U.  I,  n°3l1  et  ^tQ)  en  écrivant  les  intégrales  sous 
forme  de  séries  uniformément  convergentes. 
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A  titre  d'exemple,  considérons  une  intégrale  à  limite  infinie, 

uniformément  convergente  dans  un  intervalle  (ag,  ai),  et  montrons 
qu'on  peut  l'intégrer  sous  le  signe  dans  cet  intervalle  (règle  IV). 
Ecrivons,  sous  forme  de  série  uniformément  convergente, 


Jn  \  Jàji-i 


dx  -\- 


Cette  série  peut  être  intégrée  terme  à  terme  et  chaque  terme  peut 
s'intégrer  sous  le  signe  ;  on  obtient  ainsi  la  série,  uniformément  con- 
vergente dans  l'intervalle  (a^,  a^), 

c;(a)(/a-i:  dx\     fdx  =  \     dx  \    fdy., 

et  cette  dernière  intégrale  converge  uniformément  comme  la  série. 
§  3.  Calcul  d'intégrales  définies  par  des  artifices  divers. 

roo 

62.  Valeur  de  l'intégrale  |    e-^^  dx.  —  Cette  intégrale  a  déjà  été 

calculée  dans  le  premier  volume  (n»  23$j.  Nous  allons  indiquer  un 
nouveau  procédé,  beaucoup  plus  rapide,  pour  l'obtenir.  Considérons 
l'intégrale  double,  étendue  à  la  portion  D  du  plan  comprise  entre  les 
demi-axes  de  coordonnées  positives, 


JI 


Soit  d'abord  D'  la  portion  de  D  limitée  par  un  arc  de  cercle  de 
rayon  r  autour  de  l'origine.  On  aura,  en  faisant  la  réduction  en  coor- 
données polaires  r  et  6, 

j  I  ^e-^^'-'y'd  D'  -  prfô  Ç'e-'^'  r  dr  =.  -^  (1  —  e-^') 

Si  l'on  fait  tendre  r  verse»,  D'  embrasse  successivement  tous  les 
points  de  D  ;  l'intégrale  précédente  restant  finie  et  la  fonction  à  inté- 
grer positive,  l'intégrale  dans  D  sera  la  limite  de  la  précédente.  Il 
vient  donc 


\i 


e-^^-v"  dx  dy 
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D'antre  part,  limitons  dans  l'aire  I)  un  carré  D"  par  les  droites 
x  =  r  eXy  ==  r.  On  aura 

f  [,,  e-^^-^^  dx  dij  =  I  'e_,-,.-  dxÇc-y^  dx  =-    \' e-  ^'  dx 

Mais  D'  est  intérieur  à  D"  et  D"  l'est  à  D  ;  donc  les  intégrales  dans 
D',  D''  et  D  se  suivent  par  ordre  de  grandeur,  leurs  racines  carrées 
aussi,  ce  qui  donne 

s  r  tend  vers  l'infini,  le  premier  membre  de  ces  inégalités  tend  très 
rapidement  vers  le  troisième  ;  il  vient  donc 


-^-  dx 


2 


'^'  I 

et  l'on  voit  que  l'intégrale     ^-5r;2t/a;  converge  rapidement  vers  cette 

,'o  - 

limite  quand  r  augmente.  Cette  intégrale  joue  un  rôle  important  en 
calcul  des  probabilités. 

r^  sin  X 
63.  Calcul  de        dx.  —Dans  le  premier  volume  (n"i2ï3), 

Jo         X 

nous  avons  obtenu  les  deux  intégrales  suivantes  : 

(2)  -'  "+''- 

i    Ç  n-r   •    u    j         ^"^  («  sin  bx  —  b  cos  bx]    ,   ^ 

f      e«'^  sm  bx  dx  =  ^ ,   ,    ,, \-  C. 

J  a-  +  b- 

On  en  conclut,  comme  cas  particulier, 

/-co  I 

(3)  e-^cosaxdx  ^  ^r—, — 7- 

jo  1-1-  ^-■- 

Tous  les  éléments  de  cette  intégrale  deviennent  maxima  et  positifs 
pour  a  =  0,  et  comme  l'intégrale  converge  encore  pour  cette  valeur, 
elle  converge  uniformément  de  quelque  manière  que  varie  «  (n»  60). 
Intégrons  donc  deux  fois  de  suite  de  0  à  a,  ce  qui  se  fera  sous  le 
signe  (n°  61)  ;  il  vient 

r=°     ^  1— cosaa;   ,        r       ,       ,               ,          Log(l4-a') 
6-^ 5 dx^i    arc  tg  a  da  =r  a  arc  tg  a ^^ ^ 

Jo  ^'  Jo  ^ 

Supposons  a  positif  et  changeons x  eux  :  «,  il  vient 


r 


l^?^&  =  a,-c,g,-t2t^i^ 


81 


Considérons  cette  intégrale  comme  dépendant  du  paramètre  i  :  a  ; 
tous  ses  éléments  deviennent  maxima  et  positifs  pour  1  :  «  =  0, 
valeur  qui  laisse  l'intégrale  convergente.  Donc  l'intégrale  converge 
uniformément  (n'^  60)  pour  les  valeurs  nulles  ou  positives  de  1  :  a  et 
elle  est  fonction  continue  de  1  :  a  (n"61).  Faisons  donc  tendre  «  vers 
l'infini  ou  1  :  avers  0  ;  il  vient,  à  la  limite. 

r^  1  —  cos  X 


dx 


9 


Jo  X 

Cette  intégrale  en  donne  d'autres.  On  peut  d'abord  intégrer  par 
parties  en  considérant  dx  :  x"  comme  une  différentielle,  ce  qui  donne 
l'intégrale  du  titre.  On  peut  ensuite  remplacer  1  —  cos  x  par 
2  sin'^  {x  :  2)  et  prendre  x  :  2  comme  variable  d'intégration.  On  trouve 
ainsi  les  deux  résultats  : 

Soit  a  un  paramètre  positif.  Cbangeons  la  variable  d'intégration  x  en 
dX  dans  l'intégrale  (4),  ce  qui  n'altère  pas  les  limites  ;  il  vient 

f'^  sin  ax'    ,  - 

dx  =  -s^   )  SI  a  >  0 , 

jo        ^  2 

Donc,  pour  «  positif,  cette  intégrale  a  une  valeur  constante  indé- 
pendante de  a.  Si  l'on  change  le  signe  de  «,  tous  les  éléments  de 
l'intégrale  changent  de  signe,  donc  l'intégrale  aussi,  sa  valeur  sera 
donc  —  71  :  2.  Enfin,  si  a  =  0,  tous  les  éléments  sont  nuls,  donc  l'in- 
tégrale l'est  aussi.  En  résumé, 


s  m  a^; 


TT       . 
—  -^  SI  a  <  0, 


(5)  ^-^'  dx  =^  {    0,  si  a  =  0 

[   ^,  SI  a  >  0. 

Ainsi  cette  intégrale  est  une  fonction  discontinue  du  paramètre, 
sa  valeur  change  brusquement  quand  a  atteint  ou  dépasse  la  valeur  0. 
On  peut  en  conclure,  à  cause  du  théorème  I  du  n"  61,  que  la  conver- 
gence ne  peut  être  uniforme  quand  a  tend  vers  0,  ce  qu'il  est  facile 
de  vérifier  directement.  On  a,  en  effet,  pour  c.  positif, 


C     sm  otx    ,        C^  sin  X   , 
dx  =       dx 

M       "^  Jn'x     x 


et  sous  cette  forme,  on  voit  immédiatement  que  la  convergence  sera 
uniforme  si  a  ne  tend  pas  vers  zéro  et  ne  le  sera  pas  si  a  tend  vers 
zéro.  6 
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L'intégrale  (5)  fournit,  en  même  temps,  un  exemple  d'une  intégrale 
qu'il  n'est  pas  permis  de  dériver  sous  le  signe  par  rapport  à  t.  La 
fonction  étant  constante,  sa  dérivée  est  nulle,  tandis  que  la  dérivation 
sous  le  signe  conduit  à  une  intégrale  indéterminée. 

64.  Intégrales  calculées  par  dérivation  sous  le  signe.  —  I.  Si.  dans 
l'intégrale  du  n'^  62,  on  change  x  en  x  :  \l  où  /  est  >  0,  il  vient 

(6)  ('%-'-£/.;  =.-V^-^ 

.0  -         \    t 

En  dérivant  sous  le  signe  par  rapport  à  i,  il  vient 

Plus  généralement,  après  n  dérivations,  on  trouve,  pour  t  >  0, 
17)  r  e~^-'  afin  dx--^Kr    ^■^-^'-'^    _L_  . 

Ces  dérivations  sont  permises  par  le  théorème  IV  du  n^  61.  En  effet, 
les  intégrales  ainsi  obtenues  convergent  uniformément  quand  l  varie 
sans  descendre  en  dessous  d'un  nombre  positif  a,  si  petit  soit-il. 
Elles  convergent  effectivement  pour  la  valeur  f  =  a  qui  rend  leurs 
éléments  maxima  et  positifs. 

II.  Considérons  ensuite  l'intégrale  I  =■  1  e-^'"  cos  2aa'  dx\  il  vient 
encore,  par  le  théorème  VI  du  n°  61, 

,   -=  —       txe'-'^^  sin  2ax  dx. 
dy.  Jo 

En  effet,  cette  intégrale  converge  uniformément,  car  ses  éléments 
sont  inférieurs  en  valeur  absolue  à  ceux  de  l'intégrale  convergente 
et  à  éléments  positifs  qu'on  en  déduit  par  la  suppression  du  facteur 
sin  2oa;.  Mais,  en  considérant  —  2.re-^'  dx  comme  la  différentielle  de 
e-^',  cette  intégrale  se  ramène  à  la  proposée  par  une  intégration  par 
parties.  On  trouve 

~-=-  2al,         d'Où         4^  -  -  ^'Mh,         i-  =  e-^' 
da.  I  '  lo 

Observons  que  lo  ---  \^  :  -  (ii°  62),  il  vient 


(8,  I^f 


e-^''"  cos  2a£c  dx  =  \ 
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III.  Soit  a  positif;  faisons  la  dilférence, 

f  *  sin  OLX  ,        C'-^  sin  ax  dx 

.'o  ^  Jo     'i-\-X'     X 

de  deux  intégrales  uniformément  convergentes  quand  a  ne  tend  pas 
vers  zéro,  la  première  comme  on  l'a  vu  au  n"  63  et  la  seconde  par  le 
critérium  du  n"  60.  Nous  trouvons  l'intégrale,  uniformément  conver^ 
gente  dans  les  mêmes  conditions, 

Ç"^  xûnax    ,    _'^_  (^  sin  qjx  dx 

}o       1  +  -T-'  2       Jo     1+^''-     X- 

D'où,  en  dérivant  deux  fois  ce  dernier  membre  par  la  règle  de 
Leibnitz,  ce  qui  fournit  des  intégrales  absolument  et  uniformément 
convergentes, 

^  _  r  cos^-  ^^^        I,.  ^  r-xsin^  ^^  ^  j 

jo    i-\-X-  Jo      1  -{--£' 

On  a  donc  l'I"  =  II',  d'où  I'-  ^  l-  +  C.  Mais  cela  doit  se  réduire 
à  r  =  —  I,  car  en  faisant  tendre  a  vers  0,  il  vient  lo  =  —  l'o  =  '^^ 

On  en  conclut  I'  :  I  -  —  1,  d'où  \  :\o  =  e-^.  Par  conséquent  pour 
3t  >  0, 

65.  Intégrales  de  la  diffraction.  —  Revenons  à  l'intégrale  (6) 


e-t^'  dx  = 


'2     \'t  ' 

qui,  comme  on  l'a  vu,  converge  uniformément  si  t  varie  sans  descen- 
dre en  dessous  d'un  nombre  positif  a.  Multiplions  cette  équation  par 
sin  f,  ce  qui,  l'élément  de  l'intégrale  étant  diminué,  n'altère  pas  l'uni- 
formité de  la  convergence,  puis  intégrons  par  rapport  à  t  entre  deux 
nombres  positifs  «  et  ,3  >  a  ;  on  peut  intégrer  sous  le  signe  et  il  vient 


6-'^' sin  /  dt 


En  effectuant  l'intégration  sous  le  signe  par  la  formule  (2),  il  vient 

fS  sin  /  ,,        2    r  .      r-°  c-^^'  x'dx    ,  f  =^  e-'""-^  dx 

'  ^=^  df  = -^^    sm  a       — ,- — ^-cosa       —1-7-^ 

Ja     \Jt  Vtt  L  jo  1  +X'  jo  i+X\ 

2   ''  .     o  re-^'^'x-dx    ,  a  r(^-'^^^dx 
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Les  quatre  intégrales  du  second  membj-e  se  réduisent  pour  a  et 
P  =  0  aux  deux  suivantes  (^)  : 

C^  xHïx       r-^    dx  TT 


Jo    \+x'      )o   \+x^       2V2 

Les  quatre  intégrales  en  question  convergent  donc  uniformément 
si  a  et  ["^  varient  sans  devenir  négatifs,  car  elles  convergent  pour  les 
valeurs  a  =  ,3  =  0  qui  rendent  tous  leurs  éléments  maxima  et  positifs. 
Faisons  donc  tendre  a  vers  0  et  remplaçons  ,3  par  u  ;  il  vient,  à  la 
limite,  les  intégrales  étant  fonctions  continues  de  y.  (no61), 

Si,  au  lieu  de  multiplier  par  sin  /,  on  avait  multiplié  par  cos  t,  on 
aurait  obtenu,  par  un  calcul  analogue, 

r«cosi,,         /tt        2    ^  r^e-^'^^x-clx        .       f^  e-^'^Uxl 

Les  intégrales  des  premiers  membres  dans  ces  deux  dernières 
relations  se  rencontrent  dans  la  théorie  de  la  difjraction.  Ces  rela- 
tions sont  dues  à  Gilbert  et  elles  jouent  un  rôle  important  dans  celte 
théorie. 

Si  l'on  fait  croître  u  à  l'intuii,  les  intégrales  qui  multiplient  sin  u  et 
cos  M  décroissent  constamment  et  tendent  vers  0.  En  effet,  en  négli- 
geant x^  au  dénominateur,  on  voit  qu'elles  sont  respectivement  moin- 
dres que  les  suivantes,  obtenues  au  no  précédent  : 

On  aura  donc,  à  la  limite,  pour  u  =  oo, 

r"  sin  t  ,,       r=^  cos  t  ,,      .  /t. 

(1)  Celles-ci  sont  égales  entre  elles,  car  elles  se  réduisent  l'une  à  l'autre  en 
changeant  .i  en  1  :  x  elles  sont  donc  aussi  égales  à  leur  demi-somme  et  Ton  a 
eftectivement 


=  ^yf[ai'Ctg(.rV^+l)  +  arctg(.TV2'-l)]^  -~ 


1  m^  (A>o) 


Si,  dans  celles-ci,  on  change  encore  t  en  ^  x'^,  il  vient 

r=^        -  r^        71  1 

(10)  sin  ^^  x-dx  =  j     cos  ^  x-dx=  ^• 

On  donne  à  ces  dernières  intégrales  le  nom  d'inWyralcs  de  ht 
diffraction. 

66.  Intégrales  de  Frullani.  —  On  donne  ce  nom  à  certaines  inté- 
grales dont  la  valeur  se  détermine  par  la  considération  d'une  intégrale 
singulière.  Soit  /(.t)  une  fonction  continue  de  x,  telle  que  l'intégrale 
à  limite  infinie 

dx 

ait  une  valeur  déterminée  ;  soient  ensuite  a  ei  b  deux  constantes 
positives  ;  l'intégrale 

1  __,  rvM  -  ;(to)  ^^. 

Jo  X 

est  une  intégrale  de  Frullani.  Pour  en  déterminer  la  valeur,  écrivons 
=  lhnrr-r/wf]=liraf/wf. 

£=0   Lya?         Jf^i  ^  J  z—ojai  •*' 

La  valeur  de  cette  intégrale  singulière  s'obtient  par  le  théorème 
de  la  moyenne.  Soit  i  une  quantité  comprise  entre  «e  et  bt  et  qui  tend 
vers  0  avec  e,  on  a 

lim  rm  ^  -  lim  f&  r~  =  /(O)  Log^. 
Par  conséquent, 

,n)  |;'iî^«M,,-./(0)Logt 

Par  exemple,  prenant  /(a^)  -=  cos  ^"j  puis  /"(a.')  =  e^-'^,  il  vient  (rt>0) 
(12)         ^ dx  ^        ^ dx^^Loga. 

Jo  '^  Jo  ^ 

Souvent  une  intégrale  peut  se  ramener  à  la  forme  (11)  par  un 
changement  de  variables.  Ainsi,  par  la  relation  x  =  e-=,  il  vient 
(a  etè  >  —  4) 
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nx^'  —  x"  ^  .  _  [**  e-(«+i)-^  —  c-(*  1-1)^  /    _  r      ^  H-  1 
.0    Log^i-        ~jo  z  "~      ^fl  +  4" 

Exercices. 

1.  On  a,  par  la  relation  x  ^  tg  -f, 

En  effet,  (1  +  tg 'f )  peut  s'écrire  \2  cos  [  -  —  «f  j  :  cos  ©   et  est  par 

conséquent  un  produit  de  trois  facteurs  ;  donc  l'intégrale  peut  se  décom- 
poser en  une  somme  do  trois  autres.  On  voit  de  suite  que  les  deux 
dernières  se  détruisent  et  la  première  donne  la  valeur  cherchée. 

2.  Déduire  la  seconde  intégrale  ci-dessous  de  la  première  : 

2a  1     e-^'  •'^'  dœ  -=  \  ^,          (     i  e    ^'  —e    ^^  ]dx  =  {h  —  a)  \/r . 
R.  On  intègre  par  rapport  à  y.  de  a  et  b  et  change  a;  en  1  :  a;. 

3.  Monti'er  que  l'on  a,  si  a  est  >  0, 

R.  Les  deux  relations  sont  équivalentes.  La  seconde  intégrale  a  pour 
dérivée  par  rapport  à  a  l'expression 

C^  -[r-"-\^   ,         r*  -l'r-'L^adx 
e    V     x)   dx —       e    \      •''■/  -— ;-' 

,'o  ,'o  ^' 

qui  est  nulle  car  ces  deux  intégriales  se  détruisent  (elles  se  ramènent 
l'une  à  l'autre  en  changeant  x  ç^w  a  \  x).  La  seconde  des  deux  intégrales 
proposées  est  donc  constante  par  rapport  à  a  et  on  la  détermine  en 
posant  a  =  0. 

4.  Montrer  (en  développant  en  série  par  rapport  à  «)  que  l'on  a 


C^  sin  a;   ,  -        f  : 
dx  =  ^  —  \ 


e  "  "  '^'^^  ^  cos  («  sin  x)  dx. 


5.  Montrer,  en  développant  Log(l  +  x)  en  série  potentielle,  que  l'on 
a  (la  série  numérique  étant  connue) 

J^Log(l+a;)  — =1-2^  +  3:,- .••^^- 
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§  4.  Intégration  des  différentielles  totales. 

67.  Cas  de  deux  variables  indépendantes.  —  Soient  x  el  ;//  deux 
variables  indépendantes,  P  {x,  y)  et  Q  {x,  y)  deux  fonctions  continues 
et  uniformes  ainsi  que  leurs  dérivées  partielles  premières.  On  dit  que 
l'expression  ?  dx  -\-  Q  dy  est  une  différentielle  exacte  s'il  existe  une 
fonction  u  des  deux  variables  x  et  y  dont  cette  expression  soit  la  dif- 
férentielle totale,  en  sorte  qu'on  ait 

(1)  du  =  P  rfa;  +  Q  dy. 

En  général  l'expression  P  dx  -{-  Qdy  n'est  pas  une  différentielle 
exacte.  En  effet,  la  relation  (1)  revient,  par  définition,  aux  deux  sui- 
vantes : 


'  '"  dx' 

^      ày' 

d'où  l'on  tire 

<^P        Ohi 

dQ         ô-u 

dy       dxây' 

ôx       dy  dx 

Les  seconds  membres  étant  égaux,  on  voix  que  ^dx  +  Q(/</  ne  peut 
être  une  différentielle  exacte  que  si  l'on  a  identiquement,  c'est-à-dire 
X  aiy  restant  arbitraires  et  indépendants, 

^^^  Ty       d^- 

Telle  est  la  condition  nécessaire  pour  que  ^dx  -f  Qdy  soit  une  diffé- 
rentielle exacte.  J'ajoute  que  cette  condition  nécessaire  est  aussi 
suffisante  et,  pour  le  prouver,  je  vais  montrer  que,  si  elle  a  lieu,  l'in- 
tégrale u  de  l'équation  (1)  s'obtiendra  par  deux  quadratures. 

I^a  fonction  inconnue  u  est  d'abord  assujettie  à  la  condition 

Soit  a  une  constante  choisie  à  volonté,  l'intégrale  définie 
r9{x,  y)  dx 

Ja 

effectuée  en  considérant  y  comme  une  constante,  est  une  solution 
particulière  de  cette  équation.  La  solution  générale  s'obtient  en  lui 
ajoutant  une  constante  arbitraire  par  rapport  à  x,  c'est-à-dire  ici  une 
fonction  arbitraire  (p(«/).  Nous  poserons  donc 


(3)  w  =£'p(a;,/y)d^--f'^(î/). 
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Il  reste  à  déleniiiner,  si  c'est  possible,  la  fonction  'i  de  manière  à 
vérifier  la  seconde  condition 

du       ...      , 

ù,j  -  «*•■")• 

c'est-à-dire,  à  cause  de  (3)  et  par  la  règle  de  Leibnitz, 
J^  ^  dx  +  ç'(^)  =  Q(A-,y). 
Mais  on  a,  en  vertu  de  l'identité  (2),  supposée  vérilîée, 

ce  qui  réduit  la  relation  précédente  à 

'f'(^)  --  Q(«,2/),        tl'oLi        'f  (î/)  =J  Q(rt,  y)  dy. 

Enfin,  en  substituant  cette  vak'ur  de  ©  dans  (3),  et  en  mettant  en 
évidence  la  constante  C  comprise  dans  l'intégrale  indéfinie,  on  trouve 

(4)  u  =-  pP(.i-,  y)  dx  f  fo («,  y)  dy  ^  C. 

ja  J 

On  voit  donc  que,  si  la  condition  (2)  a  lieu,  l'équation  (1)  admet 
une  infinité  d'intégrales  ne  difierant  l'une  de  l'autre  que  par  la  valeur 
de  la  conslaute  d'intégration  C. 

La  constante  a  pouvant  être  prise  à  volonté,  on  la  choisira,  dans 
chaque  cas  particulier,  de  manière  à  simplifier  autant  que  possible 
les  intégrations. 

11  est  clair  qu'on  aurait  pu  procéder  dans  l'ordre  inverse  et  com- 
mencer l'intégration  par  rapport  à  |/.  Alors,  b  désignant  une  constante 
choisie  cà  volonté,  on  aurait  obtenu 

(5)  u  -  foi^,  y)  dy  +  f  P(i-,  b)  dx  +  C 

Soit,  par  exemple,  l'expression 

(3^--^-f-2  2/)rf.T-f  ^2{x  +  y)dy. 
C'est  une  différentielle  exacte,  car  on  a 

dy        dx 
Calculons  son  intégrale  en  faisant  a  =  0  dans  la  formule  (4);  il  vient 

»,  -  r^'àx'  -f  2</)  dx  +  {"lydy  =  x^'  +  'tLxy  +  t-V  C. 

Jo 
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68.  Remarque.  —  Les  formules  (4)  et  (5)  supposent  les  fonctions 
P  et  Q  continues  et  uniformes  ainsi  que  leurs  dérivées  premières  pour 
tous  les  systèmes  de  valeurs  de  x,  y  qui  interviennent  dans  les  for- 
mules. Si  ces  conditions  sont  réalisées  dans  tout  le  plan,  il  n'y  a 
aucune  diftîculté.  Plus  généralement,  si  elles  sont  réalisées  dans  le 
rectangle  R  compris  entre  les  abscisses  a,  et  «2,  les  ordonnées  ^i  et 
^2,  la  formule  (4)  est  applicable  dans  ce  rectangle  à  condition  de 
clioisir  a  entre  «,  et  «2  et  la  formule  (5)  à  condition  de  cboisir  è  entre 
^1  et  h<^.  En  effet  tous  les  systèmes  de  valeurs  de  x,  y  2^  considérer 
dans  ces  formules  restent  alors  compris  dans  le  rectangle  R. 

Ces  formules  mettent  en  évidence  que,  pour  chaque  valeur  de  la 
constante  arbitraire  C,  l'intégrale  u  est  une  fonction  contijuie  et  uni- 
forme de  X  et  dey  dans  le  rectanyle  R  où  ces  conditions  sont  réalisées. 

69.  Cas  de  trois  variables  indépendantes.  —  La  méthode  précédente 
s'étend  à  un  nombre  quelconque  de  variables  indépendantes,  mais  il 
suffira  de  développer  les  calculs  pour  trois  variables.  Soient  P,  Q,  R 
trois  fonctions  continues  de  x,  y,  z  ainsi  que  leurs  dérivées  premières. 
On  dit  que  l'expression 

(6)  Pfk  +  Qdy  +  Mz. 

est  une  différentielle  exacte,  s'il  existe  une  fonction  u  des  trois  varia- 
bles X,  y,  z  dont  elle  est  la  dilïérentielle  totale.  Il  faut,  pour  cela  que 
u  satisfasse  aux  trois  équations 

dx    "    '         dy       ^'         dz  ^     * 
Comme  les  dérivées  secondes  sont  indépendantes  de  l'ordre  dans 
lequel  on  effectue  les  dérivations,  on  obtient  trois  conditions  néces- 
saires pour  que  l'expression  proposée  soit  une  diff'érentielle  exacte, 
savoir 

dy      dx  '     dz       dy  '      dx       dz  ' 
Ces  conditions  sont  aussi  suffisantes,  car  nous  allons  montrer  que, 

si  elles  ont  lieu,  l'intégrale  u  de  l'expression  (6)  s'obtiendra  par  des 

quadratures. 
En  effet,  cette  intégrale  a  d'abord  P  comme  dérivée  par  rapport  à 

X,  donc  elle  est  comprise  dans  la  formule  générale 


(8) 


"  ^i  ^(^"'^'^'^^^  +  ?(^'^^' 
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OÙ  a  est  une  constante  choisie  à  volonté  H  -f  une  fonction  arbitraire 
dey  et  z. 

Pour  que  u  ait  pour  difierentieilc  totale  l'expression  (6),  il  faut 
encore  que  l'on  ait 

(9)  ^  cly  +  ^£-  clz.  =  Qdy  +  Mz. 

Mais  on  a,  par  la  règle  de  Leibnitz  et  en  observant  que  PJ^,  étant 
identique  à  Q'^,  s'intègre  immédiatement, 

ày      Ja  ày  ôy        '^^  '^'    '     ^^  '^'    ^^  ôy 

De  même, 

~=^R{x,y,z)-^ia,y,z)i-^' 

Par  ces  relations,  l'équation  (9)  se  réduit  à 

^dy-^^dz  =  d<f  =  Q{a,y,z)  dy  +  R{a,y,z)  dz. 

Donc  la  détermination  de  cp  dépend  de  l'intégration  d'une  expression 
différentielle  à  deux  variables.  La  condition  d'intégrabilité  est  vérifiée 
en  vertu  des  équations  (7).  Donc  a  se  détermine  par  la  méthode  éta- 
blie précédemment  (n"  67).  En  désignant  par  b  une  nouvelle  constante 
choisie  à  volonté,  et  en  remplaçant  ce  par  sa  valeur  dans  (8),  on  voit 
que  l'expression  (6)  a  une  infinité  d'intégrales  comprises  dans  la  for- 
mule générale 

M  =  [^{x,y,z)  dx  -f  (^Q{a,y,  z)  dy  +  (R{a,h,z)dz. 

Ja  Jb  J 

Les  conditions  de  continuité  supposées  dans  la  démonstration  pré- 
cédente appellent  évidemment  une  remarque  analogue  à  celle  du 
numéro  68. 

§  5.  Intégrales  curvilignes  qui  ne  dépendent  que  de 
leurs  limites. 

70.  Intégrales  curvilignes.  —  Soient  P  et  Q  deux  fonctions  conti- 
nues et  uniformes  de  x  et  y  dans  une  aire  D  à  contour  simple.  L'in- 
tégrale curviligne 

(1)  JMx+Qdy, 

effectuée  sur  une  ligne  L  tracée  dans  l'aire  D,  a  été  définie  au  n°  12 
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SOUS  forme  élémentaire  moyennant  certaines  restrictions  imposées 
à  L,  mais  elle  l'a  été  dans  le  1. 1  (n"  3o7)  pour  toute  courbe  rectifiable. 
Les  propositions  suivantes  s'appliquent  à  toute  courbe  rectifiable  L 
pour  laquelle  l'intégrale  curviligne  a  été  définie. 

La  plupart  des  démonstrations  se  ramènent  d'ailleurs  au  cas  d'un 
contour  polygonal  en  vertu  de  la  proposition  suivante  : 

71.  Lemme.  —  La  ligne  d'inté(iration  L  étant  tracée  clans  l'aire  D, 
on  peut  lui  inscrire  un  polygone  U  tel  que  l'intégrale  sur  L  digère  aussi 
peu  que  l'on  veut  de  l'intégrale  sur  0. 

Il  suffit  évidemment  de  démontrer  le  théorème  pour  chacune  des 
intégrales  de  Pdx  et  de  Qdy.  Considérons  donc  seulement  l'intégrale 
de  Pdx,  la  démonstration  se  faisant  de  la  même  manière  pour  l'autre. 

Soit  aussi  L  la  longueur  de  la  ligne  d'intégration,  m^  et  M  ses 
extrémités.  Inscrivons  un  polygone  ayant  pour  sommets  les  points 
7«i,  m;;,...  nin  et  M.  Soient  Xi  et  P,  les  valeurs  de  a:  et  de  P  au  point 
nii  ;  Ci  le  côté  mi  nii+i  et  aussi  la  longueur  de  ce  côté.  Soit  e  un 
nombre  positif  arbitraire  ;  on  peut  prendre  tous  les  côtés  ci  assez 
petits  pour  que  l'oscillation  de  la  fonction  continue  P  soit  <  s  sur 
chaque  côté  et  pour  que  la  différence  entre  S  (Xi+i  —  .r,)  P^  et  sa 
limite    Pdx  soit  aussi  <  e.  Ceci  fait,  on  a 

(pdx  =  ï  1  Pdx, 
ce  qui  peut  s'écrire 

(pdx  =  S(^',+i  -  Xi)  Pi  +  ^(  (P-P.)  dx. 

Cette  relation  prouve  le  théorème,  car,  si  Ton  porte  son  attention 
sur  le  second  membre,  la  première  somme  diffère  de  moins  de  e  de 

Pdx,  tandis  que  la  seconde,  qui  est  moindre  en  valeur  absolue  que 

eSci  et  a  fortiori  que  eL,  est  aussi  petite  que  l'on  veut  avec  e. 

72.  Intégrales  curvilignes  qui  ne  dépendent  que  de  leurs  limites.  — 
En  général,  l'intégrale  curviligne  effectuée  sur  une  ligne  C,  tracée 
dans  le  plan  xy  et  allant  du  point  (^i,  y^)  au  point  (X,  Y),  dépend  non 
seulement  de  ces  deux  points,  mais  aussi  du  tracé  de  la  ligne.  Si  l'in- 
tégrale ne  dépend  que  des  extrémités  de  la  ligne  d'intégration  et  du 
sens  du  parcours,  il  est  naturel  de  faire  apparaître  cette  propriété  par 
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une  notation  analogue  à  celle  des  intégrales  ordinaires  :  l'intégrale 
effectuée  de  {Xi,  ;{/,)  à  (X,  Y)  sur  une  ligne  arbitraire  se  désigne  alors 
par 

(  '  '     Vdx  4-  Qdy 

et  l'on  dit  que  V intégrale  curviligne  ne  dépend  que  de  ses  limites. 

73.  Théorème  I.  —  Si  ?dx  +  Qdy  est  la  différentielle  totale  d'une 
fonction  ¥{x:y)  uniforme  dans  l'aire  D,  l'intégrale  de  Pdx  -f  Qdy  ne 
dépend  que  de  ses  limites  sur  toute  ligne  de  l'aire  D  et  elle  est  égale  à 
r accroissement  de  F  entre  les  extrémités  de  la  ligne  d'intégration. 

L'intégration  sur  une  ligne  quelconque  étant  la  limite  de  l'intégrale 
sur  une  ligne  polygonale  en  vertu  du  lemme  précédent,  il  suffit  de 
prouver  le  théorème  pour  toute  ligne  polygonale. 

Or,  sur  une  ligne  polygonale  II,  on  peut  considérer  x  ei  y  comme 
des  fonctions  conlinues  d'une  variable  t  qui  varie  de  ti  à  T,  ces  fonc- 
tions admettant  des  dérivées  continues  sauf  aux  sommets  du  polygone 
où  elles  restent  toujours  bornées.  On  peut  alors  prendre  t  comme 
variable  d'intégration  et  il  vient 

Par  conséquent,  x^,  y^  et  X,  Y  étant  les  coordonnées  des  extré- 
mités, 

f  Pdx  +  Qdy  =  F(X,Y)  -  F(^„  y,) 

ce  qui  prouve  la  proposition. 

74.  Théorème.  II.  —  Quand  elle  ne  dépend  que  de  ses  limites  dans 
l'aire  D,  l'intégrale  de  Pdx  -f  Qdy  effectuée  entre  un  point  fixe  x^,  y^  et 
un  point  variable  x,  y  est  mie  fonction  uniforme  de  x,  y  ayant  pour 
différentielle  totale  Pdx  -\-  Qdy,  ou  pour  dérivées  partielles  P  et  Q. 

Désignons  pour  x^,  y^  le  point  fixe,  mais  par  X,  Y  le  point  variable. 
Soit  alors 


F  (X,Y)  ^-  r^  Pdx  +  Qdy 


l'intégrale  effectuée  entre  ces  deux  points.  Cette  fonction  F  est  uni- 
forme par  hypothèse  ;  il  reste  à  montrer  qu'elle  a  pour  dérivées 
partielles  P  et  Q. 
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Laissons  Y  fixe  et  donnons  à  X  un  accroissement  infiniment  petit 
AX  =  h.  Pour  calculer  la  nouvelle  intégrale,  on  peut  choisir  un 
polygone  d'uitégralion  ayant  pour  dernier  côté  la  droite  qui  joint  le 
point  (X,  Y)  à  (X  +  h.  Y).  L'accroissement  AF  se  réduit  alors  à  l'in- 
tégrale sur  ce  dernier  côté,  où  y  est  constant  et  dy  nul,  c'est-à-dire  à 
l'intégrale  définie  ordinaire 

■x+h 


AF 


\'{x,\)dx. 


On  en  déduit,  par  le  théorème  de  la  moyenne,  AF  =  P(X  +  OA)  AK 
et,  par  conséquent, 

AF  , 

Fx  -  lim  ^  -  P(X,Y)  ;  de  même,     Fy  =  Q. 

En  rapprochant  les  deux  théorèmes  précédents,  on  voit  que  l'on 
peut  énoncer  la  proposition  suivante  : 

75.  Théorème  III.  — Si  l^  et  Q  sont  des  fonctions  continues  de  x 
et  de  y  dans  l'aire  D,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que 
l'intégrale  curviligne  de  Pdx  -\-  Qdy  ne  dépende  que  de  ses  limites  dans 
IHntérieur  de  D,  est  que  Vdx  +  Qdy  soit  la  différentielle  totale  d'une 
fonction  uniforme  dans  cette  aire. 

76.  Théorème  IV.  —  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que 
l'intégrale  de  Vdx  -\-  Qdy  ne  dépende  que  de  ses  limites  dans  l'aire  D  est 
qu'elle  soit  nulle  sur  tout  contour  fermé  C  tracé  dans  D.  Il  suffit  d'ail- 
leurs pour  cela  qu'elle  soit  nulle  sur  tout  contour  triangulaire,  et  même 
sur  tout  contour  triangulaire  supposé  aussi  petit  qu'on  voudra. 

Soient  L  et  Li  deux  lignes  ayant  les  mêmes  extrémités,  Lr^  la  ligne 
Li  parcourue  en  sens  contraire.  Le  parcours  LLr^  est  fermé  et  l'on  a 


Jl        Jlj      Jll~ 


Donc,  si  les  intégrales  sur  L  et  sur  Lj  sont  égales,  celle  sur  le 
contour  fermé  LLr^  est  nulle  et  réciproquement,  ce  qui  prouve  la 
première  partie  du  théorème. 

Je  dis  maintenant  que  pour  que  l'intégrale  soit  nulle  sur  tout  contour 
fermé,  il  suftit  qu'elle  le  soit  sur  tout  contour  triangulaire.  En  effet,  l'in- 
tégrale sur  le  contour  fermé  est  la  limite  de  celle  sur  un  polygone  fermé 
n.Pour  que  l'intégrale  soit  nulle  sur  11,  il  sutïit  qu'elle  le  soit  sur  tout 
contour,  triangulaire  suffisamment  petit.  En  effet,  si  le  contour  poly- 
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gonal  II  est  simple  (ne  se  coupe  pas),  on  peut  par  des  lignes  auxiliaires 
décomposer  l'aire  intérieure  à  11  en  un  réseau  de  triangles  aussi 
petits  qu'on  le  désire.  Sommons  les  intégrales  effectuées  sur  les  con- 
tours de  tous  les  triangles,  les  intégrales  sur  les  lignes  auxiliaires 
se  détruisent  car  ces  lignes  sont  parcourues  deux  fois  en  sens  con- 
traires. La  somme  se  réduit  donc  à  l'intégrale  effectuée  sur  le  contour 
polygonal  extérieur.  Celle-ci  s'annule  donc  avec  les  intégrales  sur  les 
triangles. 

Si  le  contour  polygonal  II  se  coupe,  il  est  formé  par  la  juxtaposition 
de  plusieurs  contours  simples  et  l'on  est  ramené  au  cas  précédent. 

77.  Théorème  V.  —  Si  P  et  Q  ci  leurs  dérivées  partielles  P^  et  Q'a- 
sont  des  fonctions  continues  et  uniformes  de  x  et  y  dans  l'aire  D,  la 
condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  riyitégrale  de  Pdx  ~\-  Qdy  ne 
dépende  que  de  ses  limites  sur  toute  ligne  tracée  dans  l'intérieur  de  D  est 
que  l'on  ait  l'identité  P^  =  Qr  dans  l'intérieur  de  l'aire  D. 

Cette  conclusion  se  tire  d'abord  immédiatement  de  la  formule  de 
Green.  Il  suffit,  d'après  le  théorème  précédent,  de  montrer  que  l'in- 
tégrale de  Pdx  +  Qdy  est  nulle  sur  tout  triangle  C  tracé  dans  l'aire  D. 
Soit  À  Taire  intérieure  au  triangle.  Il  vient,  par  la  formule  de  Green, 
Qlr  —  ?l  étant  nul, 

jV(/.r  +  Q#  =  I  [(q;  -  Pi)<k-  dy  =  0, 

ce  qui  prouve  la  proposition. 

Mais  il  est  inutile  de  recourir  à  la  formule  de  Green  et  nous  allons 
donner  une  autre  démonstration  qui  s'étend  plus  facilement  à  un 
nombre  quelconque  de  variables.  Il  suffit  de  montrer  que  l'intégrale 
est  nulle  sur  tout  triangle  suffisamment  petit  contenu  dans  une  aire 
D' intérieure  à  D  au  sens  étroit.  Mais  tout  triangle  sufiTisamment  petit 
de  D'  tombe  dans  un  rectangle  correspondant  R  intérieur  à  D,  dans 
lequel  Tdx  +  Qdy  est,  par  conséquent,  la  différentielle  totale  d'une 
fonction  uniforme  F{x,  y)  (no  68),  Donc  l'intégrale  ne  dépend  que  de 
ses  limites  dans  R  (n»  75);  par  suite,  elle  est  nulle  sur  un  contour 
fermé  (dont  les  extrémités  coïncident)  et,  en  particulier,  sur  le  triangle. 

78.  Extension  à  un  nombre  quelconque  de  variables.  —  L'analyse 
précédente  s'étend  d'elle  même  à  un  nombre  quelconque  de  variables 
indépendantes.  Nous  nous  contenterons  d'énoncer  les  résultats  pour 
trois  variables  : 
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Soient  P,  Q,  R  trois  fonctions  continues  et  uniformes  de  x,  «/,  z, 
admettant  des  dérivées  partielles  premières  continues  dans  un 
domaine  D.  Ce  domaine  D  peut  être  limité  par  une  ou  plusieurs  sur- 
faces, mais  on  le  suppose  tel,  que  tout  contour  fermé  qu'on  y  trace 
puisse  se  réduire  à  un  point  unique  par  une  déformation  continue 
sans  sortir  de  D.  (Dans  le  cas  de  deux  variables,  c'est  la  simplicité  du 
contour  de  l'aire  qui  assurait  cette  condition). 

On  aura  alors  le  théorème  suivant  : 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  Vdx  ~\-Q.dy  -f  ^dz  tuit 
la  différentielle  totale  d'une  fonction  uniforme  ¥{x,  y,  z)  dans  D,  ou 
pour  que  l'intégrale  curviligne 


I  ?dx  4-  Qdy  4-  Rf/v 


ne  dépende  que  de  ses  limites  dans  D,  est  que  l'on  ait,  dans  ce  domaine, 

dl^dQ        dQ^dR        àR^dP^ 
dy     dx'       ôz      dy'       dv      dz' 

Dans  ce  cas,  F(^',  y,  z)  sera  exprimée,  à  une  constante  près,  par 
l'intégrale  curviligne 

f""'~  Mx  +  Qdy -i- Rdz, 

effectuée  sur  un  chemin  arbitraire  entre  un  point  fixe  et  un  point 
variable  du  domaine  D. 

Exercices. 

1.  Quelle  est  la  condition  nécessaire  et  sultisante  pour  que  l'intégrale 
de  surface 

(1)  r  I  A  dij  dz  +  B  dz  dx  +  C  dx  dy 

ne  dépende  que  du  contour  L  de  la  surface  et  non  de  la  forme  de  celle-ci? 
R,  Il  faut  que  l'intégrale  soit  nulle  sur  toute  surface  fermée  S.  Soit  V 
le  volume  compris  dans  S  supposée  fermée;  l'intégrale  do  surface  revient 
par  la  formule  de  Green  à  l'intégrale  triple 

\K^dx^  dy    ^  âzj         -^ 
Cette  intégrale  devant  s'annuler  quel  que  soit  V,  la  condition  cherchée 


IJX 


(2)  '^  +  f  +  f^O. 

^  '  dx     ôy      dz 
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2.  Montrer  que  si  l'intégrale  de  surface  (1)  ne  dépend  que  du  contour 
L  de  S,  elle  se  ramène  à  une  intégrale  curviligne  sur  L. 

R.  La  condition  (2)  ayant  lieu,  il  est  possible  de  déterminer  trois 
fonctions  P,  Q,  R  par  les  relations 

^  — -^  =  A         — _^  =  B        ^^_^=c 
dy       ôz  '        dz       dx  ^     '       dx      du  ~     ' 


On  y  satisfait,  par  exemple,  en  posant 


0 


L'intégrale  de  surface  se  transforme  alors  par  la  formule  de  Stokes 
(no  38)  dans  l'intégrale  curviligne 


(3)  [vdx-yÇidy  ^V.dz. 


Ce  résultat  permet  de  généraliser  la  notion  des  difierentielles  exactes. 
On  dit  (Poincaré)  que  l'équation  (2)  exprime  la  condition  pour  que  (1) 
soit  une  intégrale  de  différentielle  exacte.  Dans  ce  cas,  en  effet,  l'intc- 
grale  double  (1)  se  ramène  à  l'intégrale  simple  (3).  Cette  généralisation 
peut  s'étendre  à  un  nombre  quelconque  de  variables. 


CHAPITRE  III. 

Intégrales  multiples  de  Riemann  et  de  Lebesgue. 


§  1.  Intégrales  multiples  de  Riemann. 

79.  Domaine  rectang-ulaire  à  «  dimensions.  —  Soit  x,  y,...  un  sys- 
tème de  n  variables  indépendantes  qui  peuvent  prendre  respectivement 
toutes  les  valeurs  comprises  dans  les  intervalles  (a,  A),  {b,  B),...  et  ces 
valeurs  extrêmes.  Leur  domaine  de  variation  se  représente  géométrique- 
ment par  un  rectangle  dans  le  cas  de  deux  variables,  par  un  prisme 
rectangulaire  dans  le  cas  de  trois.  Mais,  au  delà,  la  représentation 
géométrique  fait  défaut.  Cependant  nous  dirons  encore,  par  analogie, 
que  les  variables  varient  dans  un  domaine  piismatique  rectangulaire 
ou,  en  abrégé,  dans  un  domaine  rectangulaire. 

Tout  système  de  valeurs  x,  ?/,.-.  comprises  dans  les  limites  précé- 
dentes est  un  point  du  domaine;  chacune  des  quantités  x,  y,...  est  une 
coordonnée  de  ce  point.  Les  différences  A  —  «,  B  —  h,...  sont  les 
dimensions  du  domaine  rectangulaire.  Vétendue  R  du  domaine  est,  par 
définition,  égale  au  produit  (A  — a]  (B  —  b)...  de  toutes  ses  dimensions. 

80.  Théorème  de  M.  Darboux.  —  Soient  a;,  y,...  des  variables  dans 
le  domaine  rectangulaire  R  étendu  aux  intervalles  («,  A)  de  a?,  {b,  B)  de 
«/,...  Décomposons  chacun  de  ces  intervalles  en  éléments  consécutifs  par 
des  points  intermédiaires.  Soient  o^,  o.^,...  les  éléments  de  l'intervalle 
(a,  A),  Yi,  Y2,.--  ceux  de  (è,  B),  etc.  Le  domaine  R  sera  décomposé,  en 
même  temps,  en  éléments  pi,  p2,...  chaque  domaine  p  ne  compi-enant 
qu'un  seul  intervalle  élémentaire  pour  chaque  variable. 

Soient /"(iT,  y,...)  une  fonction  bornée  de  a?,  y,...,  M  et  m  ses  bornes 
supérieure  et  inférieure  dans  R,  M„  et  m,i8GS,  bornes  analogues  dans  p,j. 
Formons  les  deux  sommes  étendues  à  tous  les  éléments  p^,  de  R  : 

S  =  SM,îp;i,  s=-2m„p,î. 

Voici  le  théoi'ème  de  M.  Darboux  (')  : 

Si  Von  fait  décroître  indéfiniment  tous  les  intervalles  Sj,  Y/f»---  ^^^ 
deux  sommes  S  et  s  tendront  respectivernent  vers  des  limites  bien  déter- 
minées L  et  l,  indépendantes  du  choix  des  points  de  subdivision  dans 
chaque  intervalle  {a,  A),  {b,  B),  etc. 

(1)  /.  I,  n»  253  dans  le  cas  d'une  seule  variable.  7 
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Il  suffit  évidemment  de  faire  la  démonstration  pour  S,  car  S  est  rem- 
placé par  —  s  quand  /"est  remplacé  par  —  f.  Ensuite  on  peut  supposer 
/■>  0,  car  le  théorème  sera  vrai  de  /",  s'il  l'est  de  /"-|-  A,  A  désignant 
une  constante  ;  et  on  peut  prendre  cette  constante  assez  grande  pour 
que  /"+  A  soit  >  0. 

Dans  cette  hypothèse,  on  peut  faire  l'observation  préliminaire  sui- 
vante :  Si  l'on  partage  un  élément  pn  en  plusieurs  autres,  p',  p",."  oii 
f  a  pour  bornes  supérieures  M',  M",...  le  produit  M^pn  surpassera  la 
somme  M'p'  -|-  M''p"  +  ■••  étendue  à  tous  les  éléments  de  p,t  et  a  fortiori 
(puisque  les  termes  sont  positifs)  toute  somme  analogue  qui  ne  s'éten- 
drait qu'à  une  partie  seulement  des  éléments  de  p„. 

Nous  pouvons  maintenant  passer  à  la  démonstration  du  théorème  de 
M.  Darboux  pour  S, 

La  somme  S  ne  peut  être  inférieure  à  mR;  elle  admet  donc  une  limite 
inférieure  L,  Je  dis  que  S  a  pour  limite  L  quand  tous  les  éléments 
Pn  tendent  vers  0  dans  tous  les  sens. 

En  effet,  soit  s  un  nombre  positif  arbitraire;  par  définition  de  L,  on 
peut  trouver  une  somme  S'  <  L  -f-  £  et  cette  somme  sera  fournie  par  un 
mode  de  partage  de  R  en  éléments  déterminés  pj,  pj.... 

Ceci  fait,  pour  prouver  que  S  tend  vers  L,  il  suffit  de  montrer  que 
S  (qui  est  >  L)  devient  inférieur  à  L  +  £  quand  les  éléments  p^  tendent 
vers  0. 

Or  on  peut  partager  les  éléments  p,j  en  deux  classes  :  ceux  qui  sont 
intérieurs  à  un  élément  p';  ceux  qui  empiètent  sur  plusieurs  éléments  p'. 
En  même  temps,  S  est  décomposé  en  deux  parties  correspondantes 
Sj  +  Sg.  La  somme  S,  relative  aux  éléments  de  la  première  classe  est 
<  S',  car,  par  notre  observation  préliminaire,  chaque  terme  de  S'  est 
remplacé  dans  Sj  par  une  somme  de  termes  qui  est  moindre.  La  somme 
Sg  tend  vers  zéro,  parce  que  la  somme  des  éléments  ç>n  de  la  deuxième 
classe  tend  évidemment  vers  zéro.  Donc  S  qui  s'approche  indéfiniment 
de  Si  (qui  est  <  S')  devient  aussi  <  L  +  -• 

La  proposition  est  établie. 

On  prouve,  par  réduction  à  la  démonstration  précédente  (voir  plus 
haut),  que  la  somme  s  tend  vers  la  liynite  supérieure  l. 

8 1 .  Intégrales  par  excès  et  par  défaut.  Fonctions  intégrables  (R)  ; 
leurs  propriétés.  —  La  limite  L  s'appelle  V iyitégrale  par  excès  de  /"dans 
le  domaine  R,  la  limite  l  son  intégrale  par  défaut  (Jordan).  Nous  les 
représenterons  par 

ih=\  f[x,ij,...)dR      ou       \  f{x,ij^...)dxdy... 

(1)      t  ; 

\  l^\f{x,y,...)dR      ou       \  f{x,tj,...)dxdy... 
Uordre  de  multiplicité  de  l'intégrale  est  égal  au  nombre  des  dimen- 


INTÉGRALES  PAR  EXCliS  ET  PAR  DÉFAUT  99 

sions  du  domaine  R,  donc  au  nombre  des  variables  x,  y...  ou  des  diffé- 
rentielles dxy  dy... 

Quand  on  le  peut  sans  difficulté,  on  remplace,  dans  la  notation  de 

l'intégrale,  le  signe  I  unique  des  formules  (1)  par  des  signes  superposés 

en  nombre  égal  à  l'ordre  de  multiplicité  de  l'intégrale. 

Pour  que  la  fonction  /  soit  intégrable  au  sens  de  Riemann  ou  inié- 
grable  (R),  il  faut  que  les  limites  l  et  L  soient  égales.  Leur  valeur 
commune  I  s'appelle  l'intégrale  de  /"dans  R  et  l'on  écrit  simplement 

(2)  I  --=  (r{x,y,...)dR-^  {f{x,y,...)doody... 

Si  la  fonction  /"n'est  pas  intégrable  (R),  nous  ne  considérerons  pas 
cependant  l'intégrale  de  /  dans  R  ou  l'expression  (2)  commo  dépourvue 
de  toute  signification.  Nous  lui  attribuerons  une  valeur  indéterminée, 
mais  comprise  entre  les  intégrales  par  excès  et  par  défaut. 

Les  propriétés  des  fonctions  intégrables  d'une  vai'iable  [t.  I,  n»  256) 
se  généralisent  aisément.  Ainsi  : 

Les  sommes  et  produits  de  fonctions  intégrables  (R)  sont  intégra- 
bles (R).  De  plus,  l'intégrale  d'une  somme  sera  égale  à  la  sotnme  des 
intégrales  de  chaque  tetvne. 

Le  quotient  de  deux  fonctions  intégrables  est  intégrable  (R),  pourvu 
que  la  fonction  prise  comme  diviseur  ait  ses  bornes  supérieure  et  infé- 
rieure de  même  signe. 

82.  Expression  de  la  différence  entre  les  intégrales  par  excès  et  par 
défaut.  —  Désignons  par  Ose  f{xo,  yo,..-)  V oscillation  de  la  fonction 
/"au  point  Xo^yo,...  c'est-à-dire  la  limite  de  l'oscillation  de  /"dans  le 
domaine  limité  aux  intervalles  x^  ±  s,  yo  ±  tj,...  quand  t,  t),...  tendent 
vers  0.  Le  lemme  du  n°  258  du  premier  volume  se  généralise  immédiate- 
ment comme  il  suit  : 

Quelque  petit  que  soit  le  nombre  positif  donné  e,  on  peut  décomposer 
le  domaine  rectangxdaire  R  eyi  éléments  rectangulaires  pn  aussi  petits 
qxCon  veut  et  tels  qu'on  ait  dans  chacun  deux. 

Mu  —  myi  <  A„  -h  £, 
où  M„  —  m„  est  ï oscillation  de  f  dans  le  domaine  p^  et  A„  le  maxi- 
mum de  l'oscillation  de  f  pour  les  divers  poifits  de  ce  domaine. 

Par  conséquent,  la   formule  du   même  no  258  qui    exprime  par  une 
intégrale  la  différence  entre  les  intégrales  par  excès  et  par  défaut  se 
aussi.  On  a 


(3)  (  fdR—(  fdR^  I  (Ose./-)  dR. 
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83.  Réduction  des  intégrales  doubles  à  des  intégrales  simples.  —  Soit 
f{x, y)  une  fonction  de  deux  variables,  intégra.hle  \K'  dans  un  rectangle 
R  borné  par  les  valeurs  a  et  A  de  x,  b  et  B  de  y.  Vintégrale  double 

{{r{x,y)dxdy 
J  M 

est  réductible  à  deux  intégrales  simples  effectuées  consécutivement  par 
rapport  à  chaque  variable  entre  les  limites  du  domaine. 

Décomposons  l'intervalle  (a,  A)  en  m  parties  consécutives  ôj,  o.^,...  o„j 
par  les  points  x^  =  a,  x^,...  a?m+i  =  A  ;  l'intervalle  (è,  B)  en  n  par- 
ties consécutives  Yi,  '{o,...  y»  par  les  points  «/,  ===  b,  y.^,...  y,i+i  ■=  B.  Le 
domaine  R  sera  partagé  en  mn  rectangles  ayant  respectivement  pour 
étendues  les  produits  0^7^. 

On  a,  par  décomposition  de  deux  intégrales  simples  consécutives  : 

Tb      Ta  m     n  rVii-i.       r^i+i 

('V      r\^,  y]dx=y.     y,\         dy\  f{x^  y)  dx, 

J'j       M  i=i  li^iJy/i  Jxi 

Désignons  par  M^^  et  mi^  les  bornes  supérieure  et  inférieure  de  /"dans 
le  rectangle  o^y/f.  Dans  le  terme  général  de  la  somme  écrite  au  second 
membre  de  l'équation  précéde)ite,  f  reste  compris  entre  Mm  et  m^k.  On 
a  donc 

rVk+i        r^i^i 
^'^ih^H-(h  >  dx  f^x^  y)  dx  ^  7n,,i  or{k. 

Jyk  Jxi 

11  vient  donc,  en  additionnnant  toutes  les  inégalités  analogues. 


/-B        rx 
ï ï  Wui ^^Hh  55  I     dy\    f{x,  y)  dx^^^  m,h ' 


Faisons  tendre  tous  les  0,  et  tous  les  y;,,  vers  zéro  ;  les  deux  membres 
extrêmes  tendent,  par  hypothèse,  vers  l'intégrale  double  supposée  déter- 
minée. 11  vient  donc 

C  j^^  f{x,  y)  dx  dy  ^  1^^  dyjjix,  y)  dx. 
On  a  aussi,  par  un  raisonnement  analogue, 

I  f  f{o:,  y)  dx  dz  =   ^\ly  {\{x,  y)  dx. 

Mais,  d'après  la  définit'on  donnée  dans  le  premier  volume  (no  255)  de 
l'intégrale  d'une  fonction  présentant  des  points  d'indétermination  par- 
tielle, les  seconds  membres  des  deux  équations  précédentes  comprennent 
entre  eux  et,  par  conséquent,  égalent  tous  deux  l'intégrale  bien  déter- 
minée 


.-B  /-A 

dg 

Jo  Ja 


f{x,  y)  dx. 
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Enfin,  comme  on  peut  permuter  r  et  //  dans  les  raisonnements  précé- 
dents, on  obtient  le  théorème  suivant  : 

84.  Théorème.  —  Si  la  fonction  f{x,  7/)  est  intét/rable  (R)  dans  le 
rectamjle  R.  les  deux  intégrales  simples 

^fix,  y)  dx,  I  >(.7-,  y)  d//, 

Ja  ^h 

sont  respectivement  des  fonctions  intégrables  (R)  de  y  dans  l'intervalle 
(è,  B)  et  de  x  dans  V intervalle  (a.  A)  ;  et  Von  a 

1 1  A-^»  y)  (^^^y  =     ^^'1    f[^'^  y)  ^^^  ^    ^^^  1  f^^'^  v'  "'.v- 

J  JR  '  Jb       '   Ja  '  >         Jl> 

85.  Réduction  des  intégrales  triples  et  multiples.  —  Un  raisonnement 
semblable  s'applique  aux  intégrales  triples.  Si  la  fonction  f{o),  y,  z)  est 
intégrable  dans  le  domaine  qui  comprend  les  intei-valles  {a,  A)  de  x, 
[b,  B)  de  y,  (c,  C)  de  z.  L'intégrale  triple  se  ramène  à  trois  intégrales 
simples  consécutives  effectuées  par  rapport  à  chaque  variablo  entre  ces 
limites,  et  cela  dans  un  ordre  arbitraire.  En  particulier,  on  peut  intégrer 
successivement  par  rapport  à  a;,  ^  et  z,  ce  qui  donne 

{ I  i  f[x^  y,  z)  dx  dy  dy  --=  T  dz  [  dy  Ç' f(x,  y,  z)  dz. 

J  J  M  Je  Jb  Ja 

86.  Etendue  d'un  ensemble.  Théorèmes  divers.  —  Les  premières  défi- 
nitions relatives  aux  ensembles  de  points  ont  été  donnée.^  dans  l'intro- 
duction [t.  I,  n°s  59  gt  suiv.).  Soit  E  un  ensemble  borné  et  intérieur  à 
un  domaine  rectangulaire  R  d'ailleurs  arbitraire.  Désignons  par  e[x^y,.J) 
une  fonction  égale  à  1  en  tout  point  de  E  et  à  zéro  en  tout  autre  point. 
Formons  les  deux  intégrales 


(4) 


e[x,y,...)dxdy,...  \e  [x,  y,...)  dx  dy... 

Jr  Jr 


La  première  est,  par  définition,  Vétendue  extérieure,  la  seconde 
Vétendue  intérieure  de  E  au  sens  de  M.  Jordan.  Quand  elles  sont 
égales,  l'ensemble  E  est  mesurable  (J)  et  a  pour  étendue 


E 


=  \  e{x,  y,...)  dx  dy.. 

In 


Appliquons  à  ces  intégrales  la  relation  (3)  du  no  82  et  remarquons 
encore  que  Ose  fix,  y,...)  =^  i  en  tout  point  frontière  de  E  et  =  0  en 
tout  autre  point.  Nous  obtenons  les  deux  théoièraes  suivants  : 

I.  La  différence  entre  les  étendues  intérieure  et  extérieure  (.J)  d'un 
ensemble  est  égale  à  Vétendue  extérieure  de  sa  frontière. 

II.  Pour  qu'un  ensemble  soit  mesurable  (J),  il  faict  et  il  su/fit  que 
V  étendue  de  sa  frontière  soit  nulle. 
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Soient  (a,  A),{b,'B),...  les  intervalles  qui  définissent  R.  Décomposons- 
les  respectivement  en  parties  consécutives  o^,  '{h,--'  st,  par  suite,  R  en 
éléments  p„  =  ^^i'[h.--  indéfiniment  décroissants.  Rappelons-nous  alors  la 
signification  des  intégrales  (4),  nous  obtenons  le  théorème  suivant  : 

III.  V étendue  intérieure  de  E  est  la  limite  de  la  somme  des  éléments 
Pn  contenus  dans  E,  rétendue  extérieure  celle  de  la  somme  des  éléments 
p,i  contenant  un  point  au  moins  de  E. 

Décomposer  un  ensemble  en  plusieurs  autres,  c'est  partager  ses  points 
en  plusieurs  catégories,  chaque  catégorie  de  points  formant  alors  un 
ensemble  partiel.  On  a  le  théorème  suivant  : 

IV'.  Si  Von  décompose  un  ensemble  E  borné  et  mesurable  [Tj  en  plu- 
sieurs autres  E',  E",...  également  mesurables^  retendue  de  E  sera  la 
somme  de  celles  des  parties. 

Soient,  on  effet,  e  une  fonction  égale  à  1  en  tout  point  de  E  et  à  0 
partout  ailleurs,  e',  e",...  les  fonctions  analogues  relativement  à  E', 
E"  ...  On  a  e  =  e'  4-  e"  +  •••  Intégrons  cette  relation  dans  un  domaine 
rectangulaire  R  contenant  E  ;  l'intégrale  du  second  membre  peut  se 
décomposer  et  il  vient  E  =  E'  +  E"  +  .-. 

87.  Intégrales  étendues  à  un  ensemble  mesurable  (J).  —  Soit  E  un 
ensemble  compris  dans  un  domaine  rectangulaire  [R)  et  f{x,  y...)  une 
fonction  bornée  dans  cet  ensemble.  Désignons  par  f^  une  fonction  égale 
à  feu  tout  point  de  E  et  à  zéro  en  tout  autre  point,  les  intégrales  par 
excès  et  par  défaut  de  /"dans  E  se  désignent  par 


fdxdy...  fdx  dy... 

Je  m 


Elles  sont  égales,  par  définition,  aux  intégrales  correspondantes  de  /", 
dans  R  : 

\  f.dxdy...  t\  dœdy... 

Si  celles-ci  sont  égales,  /"est  intégrable  (R)  dans  l'ensemble  E. 

Le  cas  où  E  n'est  pas  mesurable  (J)  est  dénué  d'intérêt.  Nous  allons 
donc  supposer  que  cet  ensemble  est  mesurable  (J)  et  a  pour  mesure  E. 
Une  fonction  /"possède  alors  les  propriétés  suivantes  : 

I.  Si  l'on  désigne  par  M  et  m  les  bornes  supérieure  et  inférieure  de  f 
dans  E,  les  intégrales  par  excès  et  par  défaid  de  f  dans  E  seront  com- 
prises entre  ME  et  mE. 

Soit,  en  effet,  e{x,  y,..  )  la  fonction  égale  à  I  dans  E  et  a  0  en 
dehors  ;  on  a  Me  ^  A  ^  me,  d'où 

\  f^dxdy...  <  M]  edxdy...=  ME 
Jr  Jr 
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et  l'on  voit,  de  même,  que  l'intégrale  par  défaut  est  >  mE. 
(]e  théorème  porte  le  nom  de  théorème  de  la  moyenne. 

II.  Si  [est  intégrable  (R)  et  si  Von  décompose  l'ensemble  E  en  j)lu' 
sieurs  autres  également  mesurables  E',  E",...  V intégrale  de  f  dans  E 
sera  la  somme  des  intégrales  dans  E',  E",... 

Définissons  les  fonctions  /),  f^  ,...  par  rapport  à  E',  E",  ..  comme  /", 
l'est  par  rapport  à  E;  on  a  f\  =-  f[  +  /"'/  -f-  ■■  ;  et  en  intégrant  cette 
relation  terme  à  terme  (no  81)  dans  le  rectangle  R,  on  trouve,  par  défi- 
nition, la  relation  à  démontrer. 

88.  Généralisation  de  la  définition  de  l'intégrale.  —  Si  Von  décom- 
pose un  ensemble  mesurable  E  en  un  nombre  indéfiniment  croissant 
d^ ensembles  mesurables  pj,  Pa,...  pn  dont  les  diamèti^es  tendent  vers  0 
et  qxi'on  désigne  par  M^  et  mt  les  bornes  supérieure  et  inférieure  de  f 
dans  Pi,  les  deux  sommes  S  Mi^i  et  S  mipi  ont  pour  limites  respectives 
les  iyitégrales  par  excès  et  par  défaut  de  f  dans  E  (donc  Vintégrale  de  f, 
si  f  est  intégrable). 

Il  n'y  a  qu'à  reproduire  la  démonstration  du  tliéorème  de  M.  Darboux 
(no  80)  en  substituant  une  subdivision  quelconque  à  celle  en  éléments 
rectangulaires.  La  démonstration  subsiste,  parce  que  les  frontières  des 
ensembles  mesurables  sont  d'étendue  nulle  et  que,  par  conséquent,  si 
elles  sont  comprises  à  l'intérieur  d'un  système  d'élément  pn  de  diamètres 
infiniment  petits,  la  somme  de  ces  éléments  tend  vers  zéro. 

.^  2.  Mesures  des  ensembles 

à  plusieurs  dimensions  d'après  MM.  Borel  et  Lebesgue. 

Fonctions  mesurables. 

L'étude  de  la  mesure  des  ensembles  linéaires  a  été  faite  d'une  manière 
approfondie  dans  le  premier  volume  (Chap.  VI,  §  5).  L'extension  aux 
ensembles  à  plusieurs  dimensions  est  si  naturelle  qu'il  suffira  d'énoncer 
les  résultats  sans  revenir  sur  les  démonstrations. 

89.  Mesures  intérieure  et  extérieure  d'un  ensemble.  Ensembles  mesu- 
rables. —  Soit  E  un  ensemble  borné  et  compris  dans  un  domaine  rec- 
tangulaire R  dont  nous  désignerons  aussi  la  mesure  par  R  {n°  79).  On 
peut  enfermer  ses  points  dans  une  infinité  dénombrable  de  domaines 
rectangulaires  aj,  a^,...  Soit  2a  la  somme  des  mesures  de  ces  domaines. 
Par  définition,  la  mesure  extérieure,  m,^  E,  est  la  borne  inférieure  de 
toutes  les  sommes  Sa  possibles. 

Soit  maintenant  CE  le  complémentaire  de  E  (relativement  à  R)  et 
me  (CE)  la  mesure  extérieure  de  cet  ensemble.  La  mesure  intérieure  de 
E  est  la  différence,  nulle  ou  positive,  mais  ^  nig  E, 

m,E  =  R  — m^,  (CE). 
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Lorsque  les  mesures  intérieure  et  extérieure  de  E  sont  égales,  cet 
ensemble  est  mesurable  (au  sons  de-  MM.  Bovcl  et  Lebosgue)  et  la 
mesure,  ?)?E,  de  l'ensemble  r-st  la  valeur  commune  de  ?n,E  et  m^E. 

90.  Opérations  sur  les  ensembles.  Leurs  propriétés.  —  Etant  donnés 
des  ensembles  E,,  Eo,...  les  trois  opérations 

E,+E,  +  ",         E, -E^,         EiE...... 

déjà  définies  [t.  I,  n"  26G),  consistent  respectivement  :  à  réunir  les 
points  qui  appartiennent  aux  ensembles  Ej,  E2,...;  à  retrancher  de  Ej 
les  points  de  E^;  à  prendre  les  points  communs  à  tous  les  ensembles 
El,  E^.., 

Si  les  ensembles  E),  E,,...  sont  mesurables,  sans  points  communs  et 
compris  dans  un  même  domaine  rectangulaire  R,  les  opérations  précé- 
dentes fournissent  encore  des  ensembles  mesurables. 

On  a,  en  particulier  [t.  I,  no  567)  : 

m  (El  4-  E.,  +  ...)  =--  m  Ej  +  ui  E,,  +  ••■ 
Si,  de  plus,  E,  est  contenu  dans  Ej, 

m  (El  —  E.,)  =  m  Ej  —  m  E.^. 

Les  ensembles  que  l'on  peut  construire  à  l'aide  d'une  série  dénom- 
brable  de  ces  opérations  en  partant  de  domaines  rectangulaires,  sont  les 
ensembles  mesurables  (B),  les  seuls  considérés  par  M.  Borel. 

Les  ensembles  limites  (complets  ou  restreints)  d'une  infinité  dénom- 
biable  d'ensembles  Ej,  Ej...  se  définissent  comme  dans  le  tome  !«'' 
(no  270).  Ils  sont  mesurables  quand  ceux  de  la  suite  sont  tous  mesu- 
rables. Il  y  a  lieu,  à  leui'  sujet,  do  rappeler  le  théorème  suivant  : 

THÊORioiE.  —  Si  2Mrmi  les  ensembles  Ej,  E^,...  coinpris  dans  R,  il 
xj  en  a  une  infinité  de  mesures  intérieures  ^  A,  Censemble  limite  com- 
plet aura  une  ?nesure  intérieure  ^  k.  —  S'il  y  en  a  une  infinité  de 
mesures  extérieures  ^  k,  V ensemble  limite  restreint  aura  une  mesure 
extérieure  ^  k. 

On  en  déduit,  comme  au  \V  271  du  tome  I,  le  théorème  suivant  : 

Application  a  la  convergence.  —  Soit  f^,  f^,...  fn^...  une  suite  de 
fonctions  de  x^  y...  convergeant  vers  une  limite  finie  f'(x,y)  dans  un 
ensemble  E  ;  soit  ensuite  t  un  nombre  positif  arbitraire  et  E,2  V ensemble 
des  points  de  E  oii  Von  a  \  f — fn  \  ^  s.  A  tout  nombre  positif  8  si 
p)eiit  qu'il  soit,  on  peut  faire  correspjondre  un  nombre  N  tel  que  Von  ait 

m,  En  <  0,  si  n  >  N. 

91.  Ensembles  fermés.  —  Considérons,  pour  fixer  les  idées,  un 
enseynbte  superficiel,  c'est-à-dire  un  ensemble  de  points  dans  un  plan. 
Soient  E  cet  ensemble  fermé  et  borné  ([)ar  conséquent,  compris  dans  un 
rectangle  R)  et  CE  son  complémentaire. 
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Tout  point  donné  de  CE,  étant  à  distance  finie  de  E  qui  est  fermé^ 
tombe  à  l'intérieur  d'un  carré  formé  exclusivement  de  points  de  CE.  Il 
s'ensuit  que  l'on  peut  considérer  CE  comme  formé  par  la  réunion  d'une 
infinité  dénombrable  de  carrés  n'empiétant  pas. 

L'ensemble  fermé  E  s'obtient  donc  en  retranchant  de  R  les  points  qui 
appartiennent  à  une  infinité  dénombrable  de  carrés.  Donc  un  ensemble 
fermé  est  mesurable  (B). 

Une  conséquence  à  tirer  de  là  et  qui  mérite  d'être  remarquée  est  la 
suivante  ; 

Un  ensemble  fermé  qui  est  de  mesure  nulle  (B)  est  aussi  (retendue 
nulle  (J). 

Soient,  en  eftet,  aj,  a^,...  a„,...  les  carrés  (et  aussi  les  mesures  des 
carrés)  n'empiétant  pas  qui  constituent  CE.  La  somme  de  ces  carrés  est 
égale  à  CE,  donc  à  R,  puisque  E  est  de  mesure  nulle  (B).  Couvrons  R 
d'un  réseau  à  mailles  rectangulaires  infiniment  petites  :  la  somme  des 
mailles  qui  tombent  dans  les  n  carrés  finis  «i,  «j...  a,j  a  pour  limite 

«1   +  «2  +  •••   +  ^n. 

Cette  somme  diffère  aussi  peu  qu'on  veut  de  R.  Donc  R  est  aussi 
l'étendue  (J)  de  CE;  et,  par  conséquent,  celle  de  E  est  nulle. 

Si  l'on  envisageait  des  ensembles  à  trois  ou  à  un  plus  grand  nombre 
de  dimensions,  il  faudrait,  dans  ce  qui  précède,  remplacer  les  carrés  par 
des  cubes  et  ainsi  de  suite.  D'autre  part,  le  théorème  est  encore  vrai 
po  ir  les  ensembles  linéaires.  Il  est  donc  général. 

92.  Fonctions  mesurables.  —  Les  fonctions  /"(^c,  ?/,.,.)  de  plusieurs 
variables  sont  mesurables  dans  les  mêmes  conditions  que  celles  d'une 
seule  variable  [t.  I,  n^  272).  La  fonction  /"sera  mesurable  dans  un 
ensemble  E  de  points  {x,  y,...),  si  l'ensemble 

E(/->  A) 

des  points  de  E  où  /"est  >  A  est  un  ensemble  mesurable. 

S'il  n'y  a  qu'une  variable,  la  fonction  est  mesurable  linéairement; 
elle  est  mesurable  superficiellement  s'il  y  en  a  deux. 

Les  somines,  produits,  quotients  de  fonctions  mesurables  sont  mesu- 
rables comme  dans  le  cas  d'une  variable.  De  même,  toute  limite  de 
fontions  mesurables  est  mesurable  {t.  I,  n°  273). 

Plus  généralement,  toute  plus  grande  (plus  petite)  limite  *ï*  d'une 
suite  (p,,  foï---  ?«>•••  d^  fonctions  mesurables  est  mesurable. 

Pour  le  prouver,  il  faut  établir  que  l'ensemble  E  ($  >  A)  est  mesu- 
rable. Soit  e  un  nombre  positif,  E^  l'ensemble  E  (f^  >  A  -f-  e).  L'en- 
semble limite  restreint  de  la  suite  Ej,  Ej,...  En,...  est  formé  des  points 
de  l'ensemble  E  (<I>  >  A  +  e)  et,  peut  être,  de  points  de  E  (<ï>  =  A  +  s). 
Soit  £i,  Eo,...  £«,...  une  suite  de  valeurs  de  e  tendant  vers  0;  on  voit  que 
l'ensemble  E  (<Ï>>A)  est  l'ensemble  limite  de  la  suite  Ee^,  E.^,...  Donc, 
il  est  mesurable. 
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Les  fonctions  contimces,  les  fonctions  intégrahles  au  sens  de  Riemann, 
les  dérivées  et  les  nombres  dérivés  de  fonctions  continues  sont  des  fonc- 
tions mesurables  B  (t.  I,  n»  274). 

93.  Propriété  générale  des  fonctions  mesurables.  —  Si  la  fonction 
f(x,  y,...)  est  mesurable  et  bornée  dans  un  ensemble  bo7^né  E,  alors,  quels 
que  soient  les  deux  nombres  positifs  z  et  w,  on  peut  définir  une  fonction 
continue,  (f,  égale  à  f  à  moins  de  t  près  dans  E,  abstraction  faite  des 
points  de  E  appartenant  à  un  ensemble  de  mesure  <  w. 

Comme  la  démonstration  se  fait  par  analogie  dans  les  autres  cas,  nous 
considérons  une  fonction  d'une  seule  variable  x.  Nous  admettons  que 
l'ensemble  E  est  un  intervalle,  les  autres  cas  se  ramenant  à  celui-là  par 
la  définition  d'une  fonction  auxiliaire  égale  à  /'  dans  E  et  à  zéro  en 
dehors.  Nous  supposons  encore  /"positif,  toute  fonction  mesurable  étant 
la  différence  de  deux  fonctions  mesurables  positives. 

Démontrons  donc  le  théorème  pour  une  fonction  positive  et  bornée 
dans  un  intervalle  (a,  b).  Partageons  l'intervalle  de  variation  de  cette 
fonction  par  une  échelle 

0,  £,  2e,...         Ae,...         nt. 

Soit  (l'A  une  fonction  égale  à  kt  dans  l'ensemble  contenu  dans  {ci,  b) 

eA  =  E[Ae</"<  (^  +  1)£], 

et  égale  à  zéro  dans  son  complémentaire  ;  la  fonction 

sera  égale  k  f  k  moins  de  e  près.  li  suffit  donc  de  montrer  que  l'on  peut 
définir   une  fonction  continue  égale  à  <|>,   sauf  dans  un   ensemble  de 
mesure  <  w.  Pour  cela,  il  suffit  de  définir  en  général  une  fonction  con- 
tinue égale  à  'j'^f,  sauf  dans  un  ensemble  de  mesure  <  — 
A  cet  effet,  enfermons  e^  dans  un  ensemble  dénombrable  d'intervalles 

a    n'empiétant    pas,    de  mesure  <  e^  +  ^— .  Soit  Aa  l'ensemble  d'un 

o  n 

nombre  limité  de  ces  intervalles  tel  que  la  somme  des  intervalles  négligés 

soit  <  ;5— .  Définissons  une  fonction  tp^  égale  à  kt  dans  A^  (ît  à  zéro  en 

dehors.  Cette  fonction  sera  égale  à  (j/^  sauf  dans  un  ensemble  de  mesure 

<  ^ — ,  mais  elle  sera  discontinue  en  un  nombre  limité  de  points  :  elle 

sautera  brusquement  à  zéro  aux  extrémités  des  intervalles  a  employés. 
Pour  faire  disparaître  ces  sauts,  raccordons  la  fonction  à  zéro  par  des 
segments  de  droites  inclinées  de  manière  que  les  modifications  de  cp  ne 

s'étendent  que  sur  des  intervalles  de  somme  <  — .  La  fonction  <p;i  ainsi 
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modifiée  sfira  continue  et  ne   différera   de   il»^  que   dans  un  ensemble  de 
mesure  <  w  :  n,  ce  qui  prouve  le  théorème. 

On  peut  observer  que  la  fonction  continue  a  à  laquelle  on  aboutit  par 
la  construction  précédente  est  l'ordonnée  d'une  ligne  polygonale. 

Remarque.  — Réciproquement,  toute  fonction  f  qui  possède  la  pro- 
priété indiquée  dans  le  théorème,  sera  mesurable.  En  effet,  soit  coj,  'fo»--- 
cp,j,..,  la  suite  des  fonctions  f,  continues  (donc  mesurables},  qui  corres- 
pondent à  une  suite  de  couples  de  nombres  (sj,  to,)^  (ej,  0)2),...  tendant 
vei's  zéro.  La  plus  grande  limite  <I»  des  fonctions  f  est  mesurable  (n"  92) 
et  ne  diffère  de /'que  dan;  un  ensemble  de  mesure  nulle.  Donc /est 
mesurable. 

■:;  3.  Intégrales  multiples  de  Lebesgue. 
Fonctions  sommables. 

94.  Intégrales  de  fonctions  bornées.  —  Elles  se  définissent  comme  les 
intégrales  simples,  sans  qu'il  faille  clianger  les  démonstrations  {t.  I,  n" 
275). 

Soient  a;,  ?/,...  les  coordonnées  d'un  point  P  dans  un  espace  à  plu- 
sieurs dimensions,  /(a;,  1/,...)  ou,  on  abrégé,  /(P)  une  fonction  bornée  et 
mesurable  dans  un  ensemble  borné  E.  Soient  ensuite  [j.  et  M  les  bornes 
inférieure  et  supérieure  de  /",  A  et  B  deux  nombres  fixes,  l'un  A  ^  p., 
l'autre  B  >  M.  Décomposons  l'intervalle  (A,  B)  par  les  points  intermé- 
diaires ^1,  ^2»-'«  ^n-i  et  posons  t^  «A,  ^/i  ==  B.  Désignons  pai'  e^  la 
mesure  Je  l'ensemble  E  (4_i  ^  /"  <  ^,)  contenu  dans  E.  Enfin  formons 
les  deux  sommes 

n  n 

S  =  2  etti,  s  =  s  eiti-i. 

Ces  deux  sommes  tendent  vers  une  limite  commune,  indépendante 
du  mode  de  subdivision,  quand  tous  les  intervalles  ti  —  ^j_i  tendent  vers 
0.  Cette  limite  est  l'intégrale  de  Lebesgue  et  nous  la  désignerons,  avec 
lui,  par  la  notation 

jj{P)dP. 

Le  nombre  des  dimensions  de  E  (ou  celui  des  coordonnées  00,  t/,... 
du  point  P)  est  Vordi^e  de  multiplicité  de  l'intégrale. 
Cette  intégrale  jouit  des  propriétés  suivantes  : 

I.  Si  E  est  une  somme  d'ensembles  mesurables  Ej,  Eg,...  sans  points 
communs^  Vintégrale  dans  E  est  la  somme  de  celles  dans  Ej,  Eg,... 

On  exprime  cette  propriété  en  disant  que  Vintégrale  est  une  fonction 
additive. 

II.  Si  (est  une  somme  de  fonctions  mesurables  f\,  /i,."  l'i'f^tégrale  de 
f  est  la  somme  de  celles  de  f^,  /«,... 
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III.  Si  f  est  mesurable  dans  E  et  borné  par  les  nombres  [i.  et  M,  V in- 
tégrale de  f  dans  E  est  comprise  entre  u.  (mE)  et  M  (?wE).  (Théorème  de 
la  moyenne). 

IV.  Si  Von  désigne  par  e  une  portion  quelconque  de  V ensemble  E 
précédent^  Vinlégrale  de  f  dans  e  tend  vers  0  avec  la  mesure  de  e. 

On  exprime  cette  propriété  en  disant  que  Vintégrale  est  une  fonction 
absolumeyit  continua  (Vitali)  . 

V.  Si  la  suite  des  fonctions  mesurables  /i,  f^,..  fn,---  bornées  dans 
leur  ensemble,  tend  vers  une  limite  f,  l'intégrale  de  f  est  la  limite  de 
celle  de  fn  quand  n  tend  vers  V infini. 

95.  Intégrales  de  fonctions  non  bornées.  Fonctions  sommables.  — 
1")  .Soit  d'abord  f  une  fonction  non  négative.  Supposons-la  mesurable, 
mais  non  bornée,  dans  l'ensemble  mesurable  et  borné  E.  Définissons  la 
fonction  fn  comme  égale  à  /"en  tout  point  oîi  /  ne  surpasse  pas  le  nombre 
positifs,  mais  égale  à  n  si  /"est  >  n.  L'intégrale  de  /'  dans  E  est,  par 
définition,  la  limite  finie  ou  infinie  de  celle  de  /"^j  quand  n  tend  vers  l'infini. 

Si  cette  intégrale  est  finie,  la  fonction  f  est  sommable  dans  l'en- 
semble E  ('). 

Si  la  fonction  f  n'est  pas  sommable,  son  intégrale  dans  E  est  infinie 
positive. 

Si  la  fonction  /"est  finie,  ou  n'est  infinie  que  dans  un  ensemble  de 
mesure  nulle,  on  voit  immédiatement  que  l'on  ne  change  pas  la  défini- 
tion de  l'intégrale  si  l'on  pose  /„  =  0  (au  lieu  de  fn  =  n)  quand  /  est  >î2. 
Mais  la  première  définition  a  l'avantage  de  conserver  un  sens  acceptable 
même  quand  /"est  infinie  dans  un  ensemble  de  mesure  non  nulle. 

Nous  avons  supposé  jusqu'ici  Pensemble  E  borné.  S'il  n'est  pas  borné, 
il  sera  mesurable  si  l'ensemble  de  ses  points  dont  les  coordonnées  restent 
inférieures  à  un  nombre  fixe  est  mesurable  quel  que  soit  ce  nombre. 
Dans  ce  cas,  l'intégrale  de  f  dans  E  est  la  limite  finie  ou  infinie  de  l'in- 
tégrale de  /  dans  un  ensemble  borné  et  mesurable  qui  embrasse  succes- 
sivement tous  les  points  de  E.  Si  cette  limite  est  finie,  la  fonction  est 
dite  sommable  dans  l'ensemble  non  borné  E. 

Ces  définitions  s'étendent  aux  fonctions  non  bornées  et  non  positives 
par  un  simple  changement  de  signe. 

2")  Considérons  maintenant  une  fonction  /'  de  signe  quelconque;  c'est 
la  difiéi'ence  f^^  —  f^  de  deux  fonctions  non  négatives,  en  posant  fx=^f 
et  /g  =  0  quand  /'  est  >  0,  /'j  =  0,  /"g  =  —  f  quand  f  est  <  0. 

La  fonction  f  sera  dite  sommable  dans  l'ensemble  Eî,  borné  ou  non, 

(1)  Dans  le  t.  I  (n"  278),  suivant  en  cela  M.  Lebesgue,  nous  n'avons  appelé 
jo/«»!aWe5  que  les  fonctions  finies.  L'extension  de  la  définition  que  nous  adop- 
tons ici  nous  parait  présenter  plus  d'avantages  que  d'inconvénients. 
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si  /",  et  fo  sont  tous  deux  sommables  dans  E  et  alors  l'intégrale  de  /"est, 
par  définition,  la  difFérenof^  de  celles  de  f^  et  de  f.^  (^). 

Si  la  fonction  /'  n'est  pas  la  différence  de  deux  fonctions  sommables, 
nous  ne  lui  attribuons  aucune  intégrale. 

Remarques.  —  Un  simple  passage  à  la  limite  montre  immédiatement 
que  les  propriétés  I,  II,  du  n"  précédent  subsistent  pour  les  intégrales  de 
fonctions  sommables. 

La  propriété  IV  de  Vahsolue  continuité  s'étend  aussi  aux  intégrales  de 
fonctions  sommables.  Il  suflSt  de  le  prouver  pour  une  fonction  positive. 
Soit  £  un  nombre  positif  aibitraire.  Puisque  /"est  sommable  dans  E,  on 
peut  prendre  n  assez  grand  pou  que,  /',i  étant  défini  comme  ci-dessus, 
on  ait 

[aH)^/|'   <|/n(P)f/P  +  î. 

Dans  ce  cas,  on  a  a  fortiori,  dans  toute  portion  c  de  E, 


[/(P)r/P<  [/;,(P)f/P 


+  H. 


Donc,  l'intégrale  de  la  fonction  bornée  /"„  étant  absolument  continue, 
le  premier  terme  du  second  membre  tend  vers  0  avec  me,  ce  qui  exige, 
e  étant  arbitraire,  que  le  premier  membre  tende  aussi  vers  0. 

§  4.  L'intégrale  indéfinie.  --  Sa  dérivée. 

96.  Fonctions  d'ensemble  mesurable.  —  Soit  /"(P)  une  fonction  som- 
mable dans  un  ensemble  donné  E,  soit  ensuite  e  un  ensemble  variable 
quelconque,  mais  toujours  mesurable,  et  Ee  l'ensemble  commun  aux 
deux  précédents.  Nous  pouvons  poser 


F(e)  ^  {  /-(P)  rfP, 

jF.e 


car  la  considération  de  cette  intégrale  attache  un  nombre  F(e)  à  Ten- 
semble  e.  Cette  correspondance  définit  ce  que  M.  Lebesgue  appelle  une 
fonction  d  ensemble  mesurable. 

Lorsque  la  fonction  /'  n'est  définie  que  dans  l'ensemble  E,  nous  con- 
viendrons de  définir  /'  partout  ailleurs  en  lui  attribuant  la  valeur  0.  Avec 
cette  convention,  l'intégrale  considérée  ci-dessus  s'écrit  plus  simplement 


F(ci=|^/(P)c/P. 


La  fonction  d'ensemble,  F(e),  que  l'intégration  permet  d'attacher  ainsi 
à  une  fonction  /"est  Y  intégrale  indéfinie  de  /"(Lebesgue). 

{})  Celte  délinition  est  équivalente  à  celle  donnée  dans  le  /.  I  quand  /'est  Unie, 
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Cette  fonction  d'ensemble  jouit  de  deux  propriétés  essentielles  que 
nous  lui  avons  reconnues  dans  le  §  précédent  : 

1°  Elle  est  absolument  continue,  c'est-à-dire  que  ¥[é)  est  infiniment 
petit  en  même  temps  que  me  (mesure  de  e). 

2°  Elle  est  additive,  c'est-à-dire  que,  étant  donnée  une  suite  finie  ou 
illimitée  e^,  e^,...  d'ensembles  snns  point  commun,  on  a 

F{e,)  +  F{e,)  +  ...=^F{e,  +  e,  +  ...) 

La  conclusion  du  paragraphe  actuel  sera  d'établir  que  ces  deux  pro- 
priétés des  intégrales  définies  les  caractérisent. 

La  théorie  que  nous  allons  exposer  s'applique  à  des  ensembles  de 
toutes  dimensions  (').  Mais,  ponr  fixer  les  idées,  nous  raisonnerons  dans 
les  démonstrations  sur  des  ensembles  à  deux  dimensions,  l'extension  au 
cas  général  étant  immédiate. 

97.  Dérivée  (au  sens  resteint)  d'une  fonction  d'ensemble  additive  et 
absolument  continue.  —  Une  fonction  d'ensemble  (superficiel)  F{e)  étant 
donnée,  nous  appellerons  dérivée  de  cette  fonction  en  un  point  P  la 
limite,  si  elle  existe,  du  rapport  F(y)  :  m{^)  de  F(y)  à  la  mesure  d'un 
cercle  y  de  centre  P  dont  le  rayon  tend  vers  0,  Lorsque  cette  limite 
n'existe  pas,  les  plus  grande  et  plus  petite  limite  du  rapport  so)it  les 
nombres  dérivés  supérieur  et  inférieur  de  F  au  point  P.  Nous  les  repré- 
senterons par  DF  et  DF  respectivement.  L'un  ou  l'autre  sera  aussi 
représenté  par  DF  s'il  n'j  a  pas  lieu  de  les  distinguer. 

Ces  nombres  dérivés  sont  mesurables.  En  efiet,  considérons,  pour 
fixer  les  idées,  un  nombre  dérivé  supérieur.  Soit  cp(P,  a,  p)  le  minimum 
du  rapport  F(y)  :  my  quand  le  cercle  y  de  centre  P  a  son  rayon  compris 
entre  a  et  p.  C'est  une  fonction  continue  de  «  et  ^,  et  le  nombre  dérivé 
est  sa  limite  quand  a  d'abord  et  j3  ensuite  tendent  vers  0. 

Les  propriétés  des  nombres  dérivés  des  fonctions  d'une  seule  variable 
ne  s'étendent  pas  aux  ensembles  à  plusieurs  dimensions.  La  généralisa- 
tion ne  devient  possible  qu'en  restreignant  la  classe  des  fonctions  qu'on 
étudie,  et  c'est  ce  que  nous  ferons  en  nous  bornant  aux  fonctions  addi- 
tives  et  absolument  continues. 

Pour  faire  cette  théorie,  il  convient  d'abord  d'établir  un  théorème 
géométrique  fondamental  dû  à  M.  Vitali. 

98.  Théorème  de  M.  Vitali.  —  Soient  donnés  un  ensemble  E  mesu- 
rable (borné  ou  yton)  et  une  famille  'S  de  cercles  C*^)  telle  que  chaque 

(1)  En  particulier  aux  ensembles  linéaires,  et  elle  contient,  comme  cas  particu- 
lier, quelques  uns  des  théorèmes  établis  dans  le  /.  I. 

(2)  On  remplace  les  cercles  par  des  sphères  ou  des  liypersplières  si  l'ensemble 
a  plus  de  deux  dimensions,  par  un  intervalle  si  l'ensemble  est  linéaire.  La  limite 
à  assigner  au  coefficient  k  dans  la  démonstration  du  théorème  dépend  de  ces 
hypothèses. 
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X)oint  de  l'ensemble  soit  le  centre  d'une  in/ïnité  de  cercles  de  cette  famille 
aussi  petits  qu'on  veut.  Alors  on  peut  trouver  dans  la  famille  un 
yiomhre  fini  ou  une  infinité  dénombrable  de  cercles  sans  points  com- 
muns^ qui  couvrent  tout  Yt  à  un  ensemble  de  mesure  nulle  près,  et  dont 
la  somme  des  mesures  surpasse  mE  au  plus  d'une  quantité  t  aussi 
petite  que  Von  veut. 

Enfermons  E  dans  un  ensemble  A  de  carrés  n'empiétant  pas,  de  ma- 
nière que  tout  point  de  E  soit  intérieur  à  A  au  sens  étroit  et  que  l'on  ait 
mk  <  mE  -\-  £, 

Excluons  alors  de  la  famille  3^  tous  les  cercles  qui  sortent  de  A.  Soit 
S^j  la  famille  ainsi  réduite;  elle  jouit  encore  des  mêmes  propriétés  que  ^ 
relativement  à  E. 

Nous  allons  d'abord  montrer  que  l'ow  X)eut,  à  l'aide  d'un  nombre 
limité  de  cercles  de  S^,  qui  ne  se  touchent  pas ^  couvrir  une  portion  de  E 
de  mesure  supérieure  à  A(>nE),  si  k  est  un  coefficient  <  — . 

A  cet  effet,  soit  Sj,  îj»---  '"-n,---  une  suite  positive  tendant  vers  0,  et 
soit  En  l'ensemble  des  points  de  E  qui  sont  le  centre  d'un  cercle  de  S^j 
de  rayon  >  e^.  Quand  n  tend  vers  l'infini,  ?nE,î  tend  vers  mE  ;  on  peut 
donc  prendre  n  assez  grand  pour  que  la  différence  soit  <£.  Si  E,j  n'était 
pas  borné^  on  le  bornerait  de  telle  manière  que  cette  condition  ait  encore 
lieu. 

Or,  si  l'on  tolère  l'empiétement,  E^  (supposé  borné)  peut-être  entière- 
ment recouvert  par  un  nombre  limité  de  ces  cercles  de  rayon  >  z^.  Il 
suffit  pour  y  arriver  de  couvrir  En  d'un  quadrillage  à  mailles  carrées  et 
de  diagonales  <  £„,  de  choisir  un  point  de  E„  dans  chaque  maille  où  il 
en  existe  au  moins  un,  et  de  mener  un  des  cercles  de  rayon  >  Sn  ayant 
ce  point  pour  centre  (donc  un  nombre  limité  de  cercles). 

Ceci  fait,  les  cercles  employés,  couvrant  tout  E^,  ont  une  somme  de 
mesures  >  mE^,  mais  il  peut  y  avoir  des  empiétements.  Faisons  les 
disparaître,  en  supprimant  d'abord  tous  les  cercles  qui  rencontrent  le  plus 
grand  des  cercles  non  isolés,  ensuite  ceux  qui  rencontrent  le  plus  grand 
des  cercles  qui  sont  encore  non  isolés  après  cette  suppression,  et  ainsi 
de  suite  jusqu'à  ce  qu'il  ne  reste  plus  que  des  cercles  isolés.  Les 
cercles  conservés  mesurent  encore  au  moins  le  quart  de  la  surface  pri- 
mitivement recouverte,  donc  au  moins  j  mEn  et  à  fortiori  ^  w?E  — t. 

La  portion  de  E  non  recouverte  est  tout  entière  dans  la  portion  de  A 
extérieure  aux  cercles  conservés;  elle  est  donc  de  mesure  moindre  que 
mk  —  j  mE  +  £  et  a  fortiori  que  ^  mE  +  2  s.  En  définitive,  la  mesure 
de  la  fraction  de  E  recouverte  surpasse  donc  j  mE  —  2  s,  ce  qui  prouve 
notre  proposition  préliminaire. 

La  démonstration  du  théorème  de  M.  Vitali  résulte  de  l'application 
répétée  du  même  procédé. 

Soit  Ct  la  portion  de  E  recouverte  après  l'opération  précédente. 
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Débarrassons  S^  de  tous  les  cercles  qui  rencontrent  ceux  qui  ont  servi 
à  couvrir  e^  (ce  qui  n'altère  pas  les  propriétés  de  la  famille  relativement 
à  l'ensemble  restant  E  —  e,)  et  soit  ^j  la  famille  ainsi  réduite.  Nous 
pouvons  couvrir  une  portion  e.^  de  E  —  e^  de  mesure  >  A  m  (E  —  Ci) 
par  un  nombre  limité  de  cercles  de  ^^  sa»s  point  commun. 

Nous  débarrassons  alors  ^^  de  tous  les  cercles  qui  renconti'ent  ceux  qui 
ont  servi,  et  nous  continuons  ainsi  de  suite,  au  besoin  indéfiniment.  Nous 
ferons  bien  ainsi  le  choix  demandé  par  le  théorème  de  M.  Vitali,  car, 
après  h  opérations,  nous  aurons 

m  e/i  >  k  [mE  —  me^  —  me^  —  •••  —  m  e^- 1) . 

Cette  parenthèse  est  positive  (ou  nulle),  donc  si  les  opérations  se  pro- 
longent indéfiniment,  la  srrie  S  m  eh  est  convergente,  donc  m  e^  tend 
vers  0,  et,  par  conséquent,  H  m  6^  tend  vers  mE. 

A  la  limite,  E  est  donc  recouvert  à  un  ensemble  de  mesure  nulle  près  ; 
d'ailleurs,  tous  les  domaines  employés  étant  isolés  et  compris  dans  A,  la 
somme  de  leurs  mesures  est  <  mA,  donc  <  /wE  -\-  z,  ce  qui  achève  la 
démonstration. 

Remarque.  —  Lorsqu'une  condition  est  réalisée  à  un  ensemble  de 
mesure  nulle  près,  nous  dirons,  avec  M.  Lebesgue,  qu'elle  est  presque 
réalisée.  Ainsi,  dans  le  cas  précédent,  nous  dirons  que  E  est  presque 
recouvert.  De  même,  si  une  condition  est  réalisée  pour  tous  les  points 
d'un  ensemble  E  sauf  dans  un  ensemble  de  mesure  nulle,  nous  dirons 
qu'elle  est  réahs^.e  ^yresque  pa7^iout  dans  E. 

99.  Propriétés  des  nombres  dérivés.  —  1°  Si  une  fonction  d'ensemble 
addïtive  et  absolument  continue,  F',  a  son  nombre  dérivé  supérieur 
(inférieur)  DF  positif  piresque  pjartout  dans  un  ensemble  e  de  mesui^e 
non  nulle,  F(e)  est  positif . 

Soit  e  un  nombre  positif  ou  nul,  et  e'  un  ensemble  de  points  de  e  où 
DF  est  >  E.  On  peut  attacher  à  chacun  des  points  de  e'  une  famille 
de  cercles  y  aussi  petits  qu'on  veut  et  tels  qu'on  ait  F(y)  >  t[m^(). 
Or  on  peut,  par  le  théorème  précédent,  couvrir  presque  tout  e'  à 
l'aide  de  cercles  y  non  empiétants  et  dont  la  somme  des  mesures  est 
infiniment  voisine  de  me\  Additionnant  les  inégalités  comprises  dans  la 
précédente  pour  tous  ces  y,  il  vient,  à  la  limite,  F  étant  absolument  con- 
tinue, F(e')  >  e(me'). 

Supposons  d'abord  e  >  0;  on  voit  que  F(e")  est  >  0  dans  toute  por- 
tion e"  de  e,  car  DF  est  >  0  dans  un  ensemble  e'  formé  de  presque  tout 
e"  et  F(e")  =  F(e')  >  0. 

Prenant  ensuite  £  assez  petit  pour  que  DF  soit  >  e  dans  une  portion 
e'  de  e  de  mesure  non  nulle,  on  a 

¥{e)  >  F(e')  >  e(me')  >  0, 

ce  qui  prouve  la  proposition. 


DKRIVATION  DES  FONCTIONS  d'kNSEMBLR  113 

2°  Dans  les  mêmes  conditions^  si  DF  est  négatif  presque  partout  dans 
e,  F(e)  est  négatif. 

30  Si  DF  est  nul  presque  partout  dans  e,  F[e)  est  md. 

En  effet,  si  z  est  une  constante  positive  où  négative  intiaiment  petite, 
la  fonction  F(e)  +  te,  ayant  e  pour  dérivée  presque  partout,  a  le  signe 
de  e  en  vertu  des  deux  règles  précédentes,  ce  qui  exige  que  F(e)  =^  0. 

4°  iS?'  F(e')  =  0  dans  toute  portion  e'  d'un  ensemble  e,  DF  =  0  pires - 
que  partout  dans  e. 

En  effet,  dans  le  cas  contraire,  il  devrait  exister  dans  e  un  ensemble 
e'  de  mesure  non  nulle  où  DF  aurait  un  même  signe,  auquel  cas  F(t'') 
ne  serait  pas  nul. 

5°  Etant  données  deux  fonctions  ¥et^  additives  et  absolument  con- 
tinues, si  leurs  nombres  dérivés  supérieurs  [inférieurs)  satisfont,  p}res- 
que  partout  dans  e,  aux  relations  DF  >  D<I»  ou  DF  ^  D^P,  on  a  F(e) 
>  <ï>  [e)  ou  F(e)  <  <î>  (e). 

Pour  démontrer  la  première  relation,  il  suffit  d'observer  que  D  (F — <l>) 
ne  peut  être  moindre  que  DF  —  D<I>  ni  que  DF  —  D^I'  et  est,  par  consé- 
quent positif  presque  partout,  donc  F  —  <I>  est  nul  ou  positif.  La  seconde 
relation  se  ramène  à  la  première  en  changeant  les  signes. 

6°  Dans  les  mêmes  conditions^  si  DF  =  W^  presque  partout^  on  aura 
F(e)  =  <i>{e). 

En  effet,  e  étant  infiniment  petit,  la  fonction  [F^e)  -f-  ^t,']  —  <l>(c')  ne 
peut  avoir  d'autre  signe  que  celui  de  z  au  vertu  du  théorème  précédent, 
donc  F(e)  —  <î>(e)  =  0. 

100.  Définition  (au  sens  général)  des  dérivées.  —  Dans  un  sens  plus 
général,  les  nombres  déi'ivés  d'une  fonction  d'ensemble  F  au  point  P 
sont  les  plus  grande  et  plus  petite  limites  du  quotient  F(w)  :  mw,  où  w 
désigne  un  ensemble  dont  la  mesure  tend  vers  zéro,  mais  qui  est  astreint 
à  la  condition  de  faire  partie  d'une  famille  régulière.  Il  faut,  pour 
cela,  par  définition  de  ce  mot,  que  le  rapport  de  la  mesure  de  w  à  celle 
du  plus  petit  cercle  y  de  centre  P  qui  contient  w,  ne  puisse  pas  tendre 
vers  0  avec  mco,  quand  u>  appartient  à  cette  famille. 

On  verra  plus  loin  que  le  choix  de  la  famille  d'ensembles  w  ne  peut 
influer  sur  la  valeur  de  la  dérivée  que  dans  un  ensemble  de  mesure 
nulle.  Il  en  résultera  que  toutes  les  proi)riétés  du  n"  précédent  et  celle 
d'être  mesurable  demeurent  vraies  pour  la  dérivée  généralisée. 

Cette  conclusion  trouve  son  pjincipe  dans  une  remarque  fondamentale 
qui  résulte  immédiatement  de  la  condition  de  régulaiité  imposée  aux 
ensembles  w  :  Si  la  dérivée  dune  fonction  positive  est  nulle  avec  la 
définition  restreinte,  elle  reste  nulle  avec  la  définition  généralisée. 

En  effet,  si  F(y)  :  w;  tend  vers  zéro  et  que  ^ly  ;  mw  reste  fini,  on 
aura  encore 

8 
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,.      F((o)  F(y)^,.       my      F(y)         „ 

nuM  moi  miù       m'{ 

L'importance  de  cette  remarque  va  apparaître  tout  de  suite  dans 
l'étude  d'une  fonction  d'ensemble  particulièrement  simple,  à  laquelle  se 
rattache  la  définition  de  la  densité  (Lebesgue). 

101.  Densité  d'un  ensemble  E  en  un  point.  —  Soient  E  un  ensemble 
fixe,  e  un  ensemble  variable,  eE  l'ensemble  commun.  Considérons  la 
fonction  d'ensemble 

F(e)  ^  }n(Ee). 

Les  nombres  dérivés  de  cette  fonction  au  point  P  sont  les  densités 
supérieure  et  inférieure  de  l'ensemble  E  au  point  P.  Si  elles  sont  égales, 
leur  valeur  commune  est  la  densité  de  E  au  point  P  et  celle-ci  est  déter- 
minée. Nous  représenterons  ces  nombres  respectivement  par  DE,  DE 
et  DE. 

La  densité  peut  être,  en  même  temps  que  la  dérivée,  définie  au  sens 
restreint  ou  au  sens  général.  Au  sens  restreint,  la  densité  au  point  P  est 
donc  la  limite  du  rapport  de  la  mesui'e  de  la  portion  de  E  comprise  dans 
un  cercle  y  de  centre  P  à  la  mesure  de  y  quand  y  tend  vers  0.  On  passe 
à  la  définition  générale  en  remplaçant  la  famille  des  cercles  y  par  une 
famille  régulière  d'ensembles  to  (n"  100).  D'après  cela,  la  valeur  d'un 
nombre  dérivé  ne  peut  varier  qu'entre  0  et  1 . 

Considérons  les  deux  ensembles  complémentaires  E  et  CE.  Il  existe 
entre  leurs  densités  une  relation  fondamentale.  On  a,  en  effei,  quel  que 
soit  l'ensemble  w  de  mesure  infiniment  petite, 

m(Ew)      m(CE.o^)  _ 

Ainsi,  si  le  premier  terme  tend  vers  sa  limite  supérieure,  le  second 
tend  vers  sa  limite  inférieure,  et  réciproquement.  Par  suite 

DE  4-  D(CE)  -  DE  +  D(CE)  =  1. 

Donc,  si  la  densité  d'un  ensemble  est  déterminée,  celle  du  complé- 
mentaire Vest  aussi  et  est  le  complément  de  la  première  relativement  à 
Vunité. 

En  vertu  de  la  remarque  qui  termine  le  n"  précédent,  5/  la  densité  est 
égale  à  0  avec  la  définition  restreinte,  elle  l'est  encore  avec  ta  définition 
généralisée,  donc  la  même  chose  a  lieu  si  la  densité  est  égale  à  1  (par 
la  considération  du  complémentaire). 

Enfin  nous  avons  encore  la  proposition  fondamentale  suivante,  qu'il 
suffit,  d'après  cela,  de  démontrer  pour  la  dérivée  au  sens  restreint  : 

La  densité  (au  sens  général)  d'un  ensemble  E  est  égale  à  1  presque 
pjartout  dans  E,  et  à  0  presque  partout  hors  de  E. 

En  effet,  la  fonction  d'ensemble  c,wi(e. CE),  étant  nulle  dans  toute  por- 
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tion  e  de  E,  sa  dérivée  (au  sens  restreint)  est  nulle  presque  partout  dans 
E  (no  99,4°).  En  d'autres  termes,  presque  partout,  la  densité  de  (]E  est 
nulle  dans  E  et,  par  suite,  celle  de  E  égale  à  l'unité. 

102.  Dérivée   d'une   intégrale   indéfinie.   —  L'intégrale   indéfinie 
d'une  fonction  sommable  /"(P)  a  pour  dérivée  f{?)  presque  partout. 
Il  suffit  de  considérer  l'intégrale  indéfinie  d'une  fonction  non  négative, 


¥{e)^\l[V^)dV 


Soit  £  un  nombi'e  positif  arbitraire  ;  donnons-nons  une  échelle  0,  ï, 
2s,...  y^e,...  et  soit  Cfi  l'ensemble  des  points  oii  l'on  sl  kt  ^  f  <  (^-|-1)£. 

On  peut  décomposer  F{e)  dans  la  somme  de  deux  fonctions  d'en- 
semble e  : 

F{e)  =^  F{e  ef,)  +  F[e{Cek)l 

Mais  Fle{Cefi)],  étant  nulle  dans  toute  portion  e  de  e^.a  sa  dérivée  au 
sens  restreint  (n°  99),  donc  aussi  au  sens  général  (n»  100),  nulle  pres- 
que partout  dans  e^.  Donc  DF(e)  =  ï)F{e  e,i)  presque  partout  dans  e^  . 

Or  on  a,  par  le  théorème  de  la  moyenne  (no  94). 

F{eek)  =  {k  +  ^)t,m[ee„)         (0  <  6 '<!) 

de  sorte  que  DF(ee/{  )  =  (A-  +  Ojs  en  tout  point  où  la  densité  de  c/^  est 
égale  à  1,  c'est-à-dire  presque  partout  dans  e;^.  Donc  DF(e)  est  égal  à  /" 
à  moins  de  z  jjrès  presque  partout  dans  6^. 

Tout  point  P  appartenant  à  un  ensemble  e^^  il  s'ensuit  que  F  a  /"pour 
dérivée  à  moins  de  z  près  presque  partout.  Faisant  tendre  e  vers  0,  on 
obtient  la  démonstration  du  théorème. 

Remarque.  —  On  peut  donner  au  théorème  précédent  une  extension 
souvent  utile  : 

Si  f(P)  est  sommable,  l'expression  \  /"(P)  —  c  \  est  jjresque  partout 
la  dérivée  de  son  intégrale  indéfinie,  c  restant  arbitraire  (Lebesgue). 

En  effet,  si  c  était  donné,  cette  proposition  reviendrait  au  théorème 
précédent.  La  proposition  est  donc  vraie  pour  les  valeurs  rationnelles  de 
c,  dont  l'ensemble  est  dénombrable.  Mais  je  vais  montrer  qu'en  un  point 
P  oii  I  f{F)  —  c  I  est  la  dérivée  de  son  intégrale  indéfinie  quel  que  soit 
c  rationnel,  \  f{?)  —  c  \  l'est  encore  quel  que  soit  c  irrationnel. 

Faisons,  en  effet,  tendre  c  rationnel  vers  y  irrationnel  ;  on  a 

ir(p)-Yl  =-  l/(p)-c|  +e(c-Y)     (-i<o<i). 

Par  conséqiient, 

I  I  /(P)- Y  I  dV  --=  J   I  AP)  -  c  1  d?  +  Ô(c- y)  pP 

I>J|/(P)-tI^P=  [/-(P'i-cl  +6(c_y). 
Donc,  c  tendant  vers  y,  «-ette  déiivée  est  |  /(P)  —  yl- 
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103.  Théorème.  —  Une  fonction  d'ensemble  additive  et  absolument 
continue  est  la  difféi^ence  de  deux  fonctions  de  même  nature  non  néga- 
tives. 

Considérons  une  fonction  d'ensemble  F{e)  et  l'un  (au  sens  restreint) 
de  ses  nombres  dérivés  DF.  Soit  E,  l'ensemble  de  points  ou  DF  >  0,  E^ 
celui  des  points  où  DF  ^  0. 

La  fonction,  étant  additive,  se  décompose,  comme  il  suit,  en  deux 
fonctions  d'ensemble  e  ; 

¥{e)  ^  F(eE,)  \-  F(eE,). 

Mais  F(e'E2),  étant  nul  dans  toute  portion  e  de  Ej,  sa  dérivée  y  est  nulle 
presque  partout  (n°  99)  et  le  nombre  dérivé  (positif  ou  nul)  de  F(e)  est, 
presque  partout  dans  E,,  celui  de  F(eE]).  Ainsi  F(eEi),  ayant  presque 
partout  son  nombre  dérivé  positif  ou  nul  dans  Ej  et  aussi  nul  dans  Ej, 
est  une  fonction  non  négative  (n°  99).  De  même  F(eE2)  est  une  fonction 
non  positive,  ce  qui  prouve  la  proposition. 

104.  Théorème.  —  Une  fonction  d'ensemble  additive  et  ahsolumeyit 
continue  a  une  dérivée  finie  et  déterminée  presque  partout  et  est  Vinté 
grale  indéfinie  de  cette  dérivée. 

En  vertu  du  théorème  précédent,  il  suffît  de  considérer  une  fonction 
F(e)  non  négative. 

Soit  DF  le  nombre  dérivé  considéré.  Je  dis  que  ce  nombre  est  fini 
presque  partout  et  sommable.  En  effet,  définissons  (DF),,  comme  égal  à 
DF  où  à  n  selon  que  DF  est  <  ou  >  n.  Il  faut  prouver  que  l'intégrale  de 
(DF),j  est  bornée  quel  que  soit  n.  Or  ceci  est  bien  évident,  puisque  cette 
intégrale,  ayant  presque  partout  une  dérivée  (DF)n  non  supérieure  à 
celle  de  F,  ne  peut  surpasser  F  (no99). 

Ceci  établi,  on  aura  F  =JDF  c?P,  puisque  les  deux  membres  ont  même 
dérivée  presque  partout  (n°  102). 

Nous  avons  ainsi  démontré  l'identité  des  fonctions  d'ensembles  addi- 
tives  et  absolument  continues  et  des  intégrales  indéfinies. 

105.  Absolue  continuité  d'une  fonction  f[x).  Condition  pour  que  f{x) 
soit  une  intégrale  indéfinie.  —  La  définition  de  la  continuité  absolue  peut 
s'étendre  aux  fonctions  exprimées  à  l'aide  des  variables  Xy  y.  Mais  nous 
considérerons  seulement  le  cas  des  fonctions  d'une  seule  variable  x. 

Une  fonction  f{x)  d'une  seule  variable  est  absolument  continue 
(ViTALi)  si  la  somme  des  variations  (ou  aussi  bien  des  oscillations)  de 
f{x)  dans  un  nombre  fini  ou  une  ijifinité  dénombrable  d'intervalles, 
tend  toujours  vers  zéro  avec  la  somyne  des  amplitudes  de  ces  intervalles. 

Une  fonction  [{x)  qui  est  absolument  continue  dans  un  intervalle  [a  fi) 
est  nécessairement  à  variation  bornée  dans  cet  intervalle.  En  effet,  si 
l\x)  n'était  pas  à  variation  bornée  dans  («,^),  on  pourrait  diviser  («,  b) 
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en  parties  aussi  petites  que  l'on  veut  et  il  y  aurait  toujours  au  moins  une 
de  ces  parties  aussi  petites  qu'on  veut  où  la  variation  totale  de  f  (x) 
serait  infinie.  On  pourrait  faire  croître  indéfiniment  la  somme  des 
variations  de  f{x)  dans  un  ensemble  d'intervalles  extraits  eux-mêmes  de 
cette  partie,  déjà  aussi  petite  qu'on  veut.  La  ionction  ne  jouirait  donc  pas 
de  la  propriété  indiquée. 

La  fonction,  étant  à  variation  bornée,  est  l'intégrale  indéfinie  de  sa 
dérivée,  en  vertu  du  théorème  Vil  établi  dans  le  tome  I  (no  289). 

De  là,  le  théorème  suivant  : 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  quune  fonction  f{x)  soit 
Vintègrale  indéfinie  de  sa  dérivée  considérée  là  où  elle  existe,  est  que 
cette  fonction  soit  absolument  contimœ, 

%  5.  Réduction  des  intég^rales  doubles  (■). 

106.  Intégrale  d'une  fonction  bornée  dans  un  domaine  rectang-ulaire. 

—  Soit  /'(a;,  y)  ou  f[P]  une  fonction  de  deux  variables,  mesurable  et 
bornée  dans  un  domaine  rectangulaire  R.  Nous  supposons,  uniquement 
pour  simplifier  l'écriture,  que  ce  rectangle  de  mesure  ]  est  borné  par 
les  valeurs  0  et  1  de  a;  et  de  y. 

Théorème.  —  La  fonction  /(a?,  y)  est  une  fonction  mesurable  (linéai- 
rement) de  la  seule  variable  y,  pour  chaque  valeur  de  x  entre  0  et  \, 
sauf  pour  celles  qui  apiMrtiennent  à  un  ensemble  de  mesure  nulle. 
Abstraction  faite  des  points  de  cet  ensemble ,  Vintègrale 


r 


f[x,  y)  dy 
est  une  fonction  mesuy^able  de  x  et  Von  a 

{[[Y^)d?=-[dxÇf{x,y)dy, 

jR  Jo        Jo 

En  d'autres  termes,  le  second  membre  se  calcule  en  annulant  (  f  d^ 
aux  points  x  où  cette  intégrale  n  existerait  pas  et  qui  forment,  au  plus, 
un  ensemble  linéaire  de  mesure  nulle. 

Nous  démontrerons  ce  théorème  :  1°  pour  une  fonction  qui  ne  prend 
que  deux  valeurs  ;  2°  pour  une  fonction  qui  ne  prend  qu'un  nombre 
limité  de  valeurs;  3°  pour  une  fonction  quelconque. 

Premier  cas.  —  Soit  d'abord  6(a;,  y)  ou  6(P)  une  fonction  qui  ne 
prend  que  deux  valeurs  dans  le  rectangle  R,  on  peut  évidemment 
toujours  admettre  que  ces  valeurs  sont  0  et  1  ("),  à  savoir  la  valeur  1 

(1)  Toute  cette  théorie  s'étend  d'elle-même  aux  intégrales  d'ordre  quelconque. 

(^)  En  ettêt,  si  /'  prend  les  valeurs  /j  et  /;,,  la  fonction  /-^^/ne  prendra  que  les 

h  —  h 
valeurs  0  et  1  et  le  théorème  vrai  pour  celle-ci  sera  encore  vrai  pour  /'. 
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dans  l'ensemble  E  de  mesure  mE  et  la  valeur  0  dans  le  complémentaire 
CE  (relativement  à  R). 

Enfermons  E  dans  une  infinité  dénombrable  de  rectangles  aj,  a^,... 
«„,...  non  empiétants,  contenus  dans  R.  Désignons  par  (->,i{x,  y)  une 
fonction  :  égale  à  0  hors  de  a,j  et  sur  le  contour  des  éléments  a  d'indices 
moindres,  mais  égale  à  1  en  tout  autre  point  de  a,(.  Désignant  aussi  par 
«n  la  mesure  du  rectangl^^,  on  aura 


a,i  =^\  dx\  e,i  {x 


yyy- 


Sommons  par  rapport  à  w;  la  fonction  ©i  +  ©2  +  •••  +  ®n>  étant 
égale  à  0  ou  à  1  quels  que  soient  x,  y,  n,  est  essentiellement  bornée, 
son  intégrale  relativement  à  y  aussi  ;  nous  pouvons  donc  sommer  sous 
les  signes  J  (n"  93,  V).  Il  vient  ainsi 


!:«„  --  \'dx  p(ve„  )  dy. 


Faisons  maintenant  tendre  la  mesure  Sa,j  de  l'ensemble  des  a  vers  mE 
par  une  réduction  continue  de  l'ensemble  des  a.  La  fonction  XB»,  qui 
est  égale  à  1  dans  l'ensemble  des  a  et  à  0  en  dehors  (donc  >  6),  sera 
constante  ou  décroissante  en  chaque  point  et  tendra  vers  une  limite  B' 
égale  à  0  ou  à  1,  mais  toujours  >  9.  Les  fonctions  sous  les  signes 
I  étant  essentiellement  bornées,  on  peut  passer  à  la  limite  sous  ce  signe 
dans  la  dernière  équation,  ce  qui  donne 


{\jx\'Q'dy, 

'o         JO 


mE  =\  dx  \  Q'dy,  B'^  6. 

On  prouve  de  même  que  l'on  peut  définir  une  fonction  0"  égale  à  0 
ou  à  1,  telle  qu'on  ait 


w(CE)  =  Çdx  f  (1  —  0")  dy, 


1  _  0"  >  1 


En  ajoutant  ces  deux  équations  et  retranchant  l'unité  des  deux  mem- 
bres, on  voit  que  l'on  a 


0  =  Çdx  ('((■)'—(-)" )di 


ly,  B'  >  e  >  (■)": 

Ainsi  :  1")  la  fonction  de  x^  essentiellement  positive,  [(Q' — Q")dt/, 
ayant  son  intégrale  nulle,  est  nulle  elle-même  sauf  pour  un  ensemble  X 
de  valeurs  de  x  de  mesure  nulle  ;  2°)  abstraction  faite  des  valeurs  de  x 
contenues  dans  X,  la  fonction  de  y,  essentiellement  positive,  0'  —  0" 
ayant  une  intégrale  nulle,  s'aunuUe  elle-même  presque  partout,  donc 
0'  =  0"  et,  par  suite,  0'  =  0"  ^-  6  presque  partout,  et  0  est  fonction 
mesurable  de  y  avec  0'  et  0"  (qui  sont  mesurables  B), 
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En  définitive,  abstraction  faite  des  valeurs  de  x  contenues  dans  l'en- 
semble X  de  mesure  nulle,  on  a 


Çirrcly  =^^\cly', 


^O  ,'0 

et,  en  négligeant  ces  valeurs  de  x  dans  l'intégration, 


mV.  =  [dx  Ç^Vdy=^\lx  Ç^dij. 


D'aillleurs  wiE  est  égale  à     8(P)(iP   par  définition,  ce   qui   établit  la 
formule  relative  au  premier  cas  : 


C6{P;^P  =['dx\\[x,y)dii. 

.'R  ,'o        Jo 


Deuxième  cas.  —  Considérons  une  fonction  f(x,  y)  qui  ne  prend  qu'un 
nombre  limité  de  valeurs  différentes  dans  le  rectangle  R,  par  exemple 
les  valeurs  l^,  h,...  Ih,...  l)i.On  peut  considérer /"comme  la  somme  de  w 
fonctions  /"j,  /"g,...  fh,-.-  fn,  l'une  d'elles  fii  ne  prenant  que  deux  valeurs 
0  et  Ih.  Le  théorème  est  vrai  pour  ciiaque  fonction-  /}(  ;  il  demeure  donc 
vrai  pour  leur  somme. 

Troisième  cas.  —  Considérons  enfin  le  cas  général  où  f{x,  y)  est  une 
fonction  bornée  et  mesurable  quelconque.  Nous  pouvons  déterminer  une 
fonction  mesurable  F  (a;,  y)  qui  ne  prend  qu'un  nombre  limité  de  valeurs 
et  diffère  de  f  de  moins  de  e.  Il  suffit  pour  cela  de  se  donner  une  échelle 
...  li,  liJr-if.'.  croissant  par  degrés  <  î  et  de  prendre,  pour  chaque  valeur 
de  l'indice  i,  F^  égal  à  li  dans  l'ensemble  E(4  ^  /"  <  lin). 

Dans  ce  cas,  on  a,  par  la  démontration  précédente, 


f  F(P)c/P  -=(dx  CF{x,y)dy. 

JR  Jo        Jo 


Donnons  maintenant  à  £  une  suite  dénombrable  de  valeurs  tendant 
vers  0  ;  la  fonction  F  tend  uniformément  vers  /",  donc,  au  premier 
membre,  l'intégrale  double  tend  vers  celle  de  /{P)dP. 

D'autre  part,  au  second  membre,  pour  chaque  £_,  F{x,  y)  est  fonction 
mesurable  de  y  sauf  pour  un  ensemble  E.  de  valeurs  de  x  de  mesure 
nulle;  donc,  quel  que  soit  s,  F(^,  y)  est  fonction  mesurable  de  y,  sauf 
dans  un  ensemble  E  ^  SEs  de  valeurs  de  x  de  mesure  nulle.  Dans  le 
complémentaire  de  cet  ensemble,  on  a,  sans  difficulté,  la  convergence 
de  F  étant  uniforme, 

lim      dxl  F{x,y)dy^\    dxi  f{x,y)dy. 

JCE        Jo  ,'CE         Jo 

Donc,  à  condition  de  négliger  cet  ensemble  E  de  mesure  nulle, 
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f/(H)^^P=-jW|V(-^,.VKi/. 


.'R 

On  est  ainsi  conduit  au  théorème  suivant  : 

107.  Théorème  de  Lebesgue-Fubini.  —  Si  f{x,  y)  oic  /(Pj  est  une 
fonction  mesurable  (superficiellement)  et  bornée  dans  un  ensemble  borné 
E,  on  a 

{j{V)dP=^dœ^i{x.y)dy^[dy  \f[x^y)  dx, 

les  intégrales  intérieures  étant  effectuées  respectivement  sur  les  sections 
de  E  j)ar  les  droites  x  —  x  ou  y  '^  y^  mais  il  faut  faire  abstraction  des 
sections  sur  lesquelles  les  intégrales  n'existeraient  pas.  Cela  revient  d 
supprimer  de  E  un  ensemble  (supjerficiel)  de  poitits  de  mesure  nulle, 
ou  encore  à  anmder  f  aux  points  d\m  ensemble  (superficiel)  de  mesure 
nulle. 

Ce  théorème  se  ramène  au  précédent.  Supposons  E  contenu  dans  le 
rectangle  R,  limité  par  les  abscisses  «,  b  et  les  ordonnées  c,  d.  Soit 
/'i  —  /dans  E  et  ==  0  en  dehors  ;  on  a,  par  ce  qui  précède, 


/. 


à  condition  de  négliger  les  points  de  E  qui  se  trouvent  sur  certaines 
sections  définies  par  des  valeurs  de  a;  ou  de  «/  appartenant  à  des  ensem- 
bles linéaires  de  mesure  nulle,  ce  qui  revient  à  négliger  un  ensemble 
superficiel  de  points  de  mesure  nulle.  La  formule  précédente  est  d'ail- 
leurs équivalente  à  colle  de  l'énoncé,  lequel  est  ainsi  démontré. 

Nous  allons  maintenant  passer  à  la  considération  des  fonctions  et  des 
ensembles  non  bornés,  mais  il  nous  faut  d'abord  établir  un  théorème 
auxiliaire  très  important  : 

108.  Théorème.  —  Soit  Yn[oc)  une  fonction  de  x  positive,  mesurable 
dans  Vensemble  E  borné  ou  non.  Si  c'est  une  fonction  non  décroissante 
de  l'indice  n  qui  teyid  vers  une  limite  fi.nie  ou  infime  ¥{x)  pow»'  w  =  oo, 
on  a  toujours,  les  deux  membres  étant  égaux  ou  tous  deux  infinis, 

lim  r  Vn  [x]  dx  =^  (  V{x)dx. 
n  =  y.  Je  Je 

Supi<osons  d'abord  E  borné.  Posons,  <j.  étant  un  nombre  positif, 
F, 


(F,  siF^t^; 
(  !^,  si  F  >  [i.. 

F;j[ji    = 

Fn,siFn<l^; 
(X,  si  F„  >  [A. 

De  la  sorte,  F„,j.  tond  vers  Fn  en   restant  bornée  quand  n,  tend  vers 
l'infini,  et  l'on  a,  sans  difficulté. 
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lim  j   [^n-j.dx  =  j  Fndx; 
par  suite,  coram  F,,  est  >  FnjjL," 

Faisons  tendre  \t.  vers  l'infin)  ;  l'intégrale  de  F^.  tend,  par  définition, 
vers  celle  de  F.  On  a  donc,  à  la  limite 


lim  \¥ndx^  \¥dx. 

n=oc  ^E  ^E 


Mais,  comme  F,j  est  ^^  F,  on  peut  renverser  le  sens  de  cette  inéga- 
lité, ce  qui  pi'ouve  que  les  deux  membres  sont  égaux. 

Supposons  maintenant  E  non  borné.  On  a,  par  la  démonstration  ci- 
dessus,  pour  toute  portion  bornée  E'  de  E, 

lim  j  F„  dx  >  lim   (  Fndx  -■  (   Fdx. 

Donc,  à  la  limite  E'  tendent  vers  E,  par  définition  de  l'intégrale  de  F 
dans  E. 


lim      F„  dx  >     Fdx. 

n=oo  Je  Jv. 


Mais,  comme  F„  >  F,  on  peut  encore  renverser  le  sens  de  l'inégalité, 
ce  qui  prouve  l'égalité  des  deux  membres. 

Remarque.  —  Le  théorème  subsiste  si  les  conditions  en  sont  vérifiées 
abstraction  faite  des  valeurs  de  x  dans  un  ensemble  E'  de  mesure  nulle 
que  l'on  néglige.  En  effet,  il  est  prouvé  pour  l'ensemble  E  —  E'  et  les 
intégrales  sont  alors  les  mêmes,  par  définition,  dans  E  que  dans  E — E'. 

109.  Théorème.  —  Si  la  fonction  f{x,  y)  non  négative  est  mesurable 
(superficiellement)  dans  un  ensemble  E  borné  ou  non,  on  a 

y[Y^)dV  =  \dx^fdy  =  ^dyjfdx. 

Les  intégrales  intérieures  sont  effectuées  sur  les  sections  du  domaine 
E  par  des  parallèles  aux  axes.  Elles  peuvent  cesser  d'exister  pour  des 
ensembles  de  valeurs  de  x  et  de  y  de  mesures  nulles  que  fon  négligera. 

Les  égalités  sont  toujours  vraies  en  ce  sens  que  si  l'un  des  trois  mem- 
bres est  fini,  ils  sont  égaux  tous  trois;  si  l'un  d'eux  est  infini,  ils  le  sont 
tous  trois. 

Il  n'y  a  qu'à  reproduire  textuellement  la  démonstration  du  no  54,  en 
laissant  de  côté  la  condition  d'existence  de  F  qui  est  assurée  et  en  rem- 
plaçant le  théorème  du  n»  52  sur  lequel  cette  démonstration  repose  par 
le  théorème  plus  précis  du  numéro  précédent,  y  compris  la  remarque 
finale. 
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110.  Théorème  de  M.  Fubiiii.  —  Si  la  fonction  f{x,  y)  de  signe 
quelconque  est  sommahle  dans  Vensemhle  E,  on  «,  à  condition  de  négli- 
ger comme  ci -dessus  un  ensemble  de  jioints  de  E  de  mesure  mdle, 

[/(P)rfP  ==  ^dx^fdy  =  ^dy  ^fdx. 

Ce  théorème  se  ramène  au  précédent,  car  toute  fonction  soramable  / 
est  la  différence  de  deux  ionctions  sommables  non  négatives  f\  et  /g. 
Chacune  d'elles  vérifie  les  relations  du  théorème  précédent  :  soustrayant 
membre  à  membre,  on  obtient  la  formule  ci-dessus. 

Remarque.  —  Dans  les  égalités  du  théorème  précédent,  l'existence  du 
premier  membre  entraîne  l'existence  des  deux  autres,  mais  il  est  facile 
de  voir  que  là  réciproque  n'est  pas  vraie. 

111.  Dérivation  partielle  des  intégrales  indéfinies.  —  Soit  f{oc,y) 
une  fonction  sommable.  Nous  pouvons  poser 

¥[œ,  y)  =^      dx\  'fdy  =  \    dy  \    fdx, 

la  fonction  /étant,  au  besoin,  modifiée  aux  points  d'un  ensemble  de  mesure 
nulle. 

La  fonction  V{x,  y)  est  Vintégrale  indéfinie  de  f{x,  y)  exprimée  à 
l'aide  des  variables  x,  y. 

Pour  chaque  valeur  de  y,  on  a,  pour  presque  toutes  les  valeurs  de  x, 

et,  pour  chaque  valeur  de  x^  on  a,  pour  presque  toutes  les  valeurs  de  y, 

dF      f-.  . 
-T-  --      /  dx. 

ày     Jo 

L'ensemble  des  valeurs  exceptionnelles  de  x,  y  où  la  première  (la 
seconde)  de  ces  deux  formules  est  en  défaut,  est  un  ensemble  (superficiel) 
mesurable,  car  c'est  l'ensemble  des  points  où  la  différence  de  deux  fonc- 
tions mesurables  (D^^F  —  f)  diffère  de  zéro.  C'est  donc  un  ensemble 
superficiel  de  mesure  nulle. 

En  négligeant  cet  ensemble  de  mesure  nulle,  il  reste  donc  un  ensemble 
sur  lequel  F  est  partout  dérivable  par  rapport  k  x  et  à  y  ci  où.  ces  déri- 
vées s'obtiennent  par  les  deux  formules  précédentes. 

En  dérivant  maintenant  par  rapport  k  y  et  kx,  on  voit,  exactement  de 
la  même  façon,  que  l'on  aura  presque  partout 

J^^  _    d~F   ^ 

dx  dy  ~~  dy  dx 
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Ces  résultats  s'étendent  d'eiix-ntièmes  à  une  intégrale  w-nple,  F,  de 
fonction  soinmable,  /',  de  n  variables  x^,  x.^,...  Xn  : 

F{x^,  Xo,...  Xn)  =  \     fte,   l     dXo...\      fdxn. 

.0  .'o  "       ,'o 

Cette  fonction  F  possède  presque  partout  les  propriétés  suivantes  :  elles 
est  dérivable  une  fois  par  rapport  à  chaque  variable;  si  l'on  dérive  suc- 
cessivement par  rapport  à  plusieurs  variables  différentes,  le  résultat  est 
indépendant  de  l'ordre  dés  dérivations  et  s'obtient  en  supprimant  au 
second  membre  de  l'équation  précédente  les  intégrations  l'elatives  aux 
variables  par  l'apport  auxquelles  on  dérive  (Lebesgue). 

§  6.  Application  à  l'intégration  par  parties, 
à  la  dérivation  sous  le  signe  et  aux  intégrales  curvilignes. 

112.  Intégration  par  parties.  —  Soient  ic  et  v  deux  fonctions  de  x. 
La  règle  cViniégratxon  par  parties  : 


C" 


v'dx  ^  :  uv  ■   —  l    vu'dx. 


subsiste,  pourvu  que  les  fonctions  u  et  v  soient  absolument  continues 
dans  V intervalle  [a,  x). 

En  effet,  u'  et  v'  (considérés  là  ou  ils  existent,  donc  presque  partout) 
sont  sommables.  Donc  les  deux  membres  de  la  relation  précédente  sont 
des  fonctions  absolument  continues  ayant  la  même  dérivée  presque  par- 
tout; de  plus,  ils  s'annulent  pour  x  =  a.  Par  conséquent,  ils  sont  égaux. 

Il  est  à  remarquer  que  les  conditions  admises  ici  sont  plus  larges  en 
un  sens  que  celles  du  n^  49,  mais  ne  les  renferment  pas. 

113.  Extension  de  la  règle  de  Leibnitz.  —  Soit  f{x,  a)  une  fonction 
sommable  de  x  dans  l'intervalle  (,(,  h)  pour  chacune  des  valeurs  de  a 
entre  a^  et  aj.  Considérons  la  fonctions  de  a,  bien  déterminée  entre  ces 
deux  limites. 


Ja 

On  peut,  relativement  à  ia  dérivation  sous  le  signe,  énoncer  le  théo- 
rème suivant  : 

Théorème.  —  Si  1°)  f{x,  a)  est  une  fonction  absolument  continue  de 
a  dans  V intervalle  (ag,  a,)  pour  chaque  valeur  particulière  de  x  entre 
a  et  b  ;  si  2°)  /^  {x,  a)  considéré  là  où  il  existe  est  sommable  (superfi- 
ciellement) dans  le  rectangle  R  limité  aux  valeurs  a,  b,  de  x  et  a,,,  v.^ 
de  a,  alors  on  a,  pjour  presque  toutes  les  valeurs  de  a  entre  a,  et  a,. 


>w=f 


/a  (^.  =')  dx. 
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En  particulier,  cette  relation  s'applique  en  chaque  point  a  où  le 
second  membre  est  la  dérivée  de  son  intégrale  indéfinie. 

Remarquons  d'abord  que  f{x,  a)  est,  par  l'hypothèse  de  l'absolue  con- 
tinuité, une  intégrale  indéfinie  en  a,  donc  que  /a  existe  pour  presque 
toutes  les  valeurs  de  a  {x  étant  donné). Comme  la  dérivée  /!j  est  supposée 
mesurable  dans  la  portion  de  R  où  elle  existe,  la  portion  de  R  où  /'â 
n'existe  pas  est  mesurable,  donc  de  mesure  nulle  (puisque  ses  sections 
par  les  droites  a  =  a  sont  de  mesure  nulle). 

Ceci  entendu,  posons 


'K^)  =  fVi  (^,  -)  ^^. 


Entre  a,,  et  a,,  «^(a)  ne  peut  cesser  d'exister  que  dans  un  ensemble  de 
mesure  nulle  et  est  sommable  dans  l'ensemble  où  il  existe.  Considérons 
<}/(a)  aux  seuls  points  où  il  existe,  et  intégrons  dans  une  portion  a,,  a  de 
l'intervalle  (a^,  aj;;  il  vient,  en  intervertissant  les  intégrations  (n°  110) 
et  en  observant  que  /  (qui  est  absolument  continue)  est  l'intégrale  indé- 
finie de  /■«  par  rapport  à  a, 

f^>  (.)^a  «  {\f{x,  a)  _  f{x,  a,)]d^  =  *(a)  -  'f(a,). 

Donc  tp'(a)  =  t|;(a)  en  tout  point  où  4'(a)  est  la  dérivée  de  son  intégrale 
indéfine,  donc  presque  partout,  ce  qui  prouve  la  proposition. 

Remarques.  —  La  condition  1°)  du  théorème  précédent  sera  certaine- 
ment vérifiée  si  /a  est  partout  finie  dans  R,  puisque  /  est  alors  son  inté- 
grale {t.  I,  n»  282). 

Enfin,  si  les  conditions  du  théorème  sont  vérifiées,  la  règle  de  Leib- 
nitz  sera  applicable  pour  toutes  les  valeurs  de  a  si  elle  conduit  à  une 
intégrale  <j/(a)  fonction  continue  de  a  (car  '{/(a)  est  alors  partout  la 
dérivée  de  son  intégrale  indéfinie). 

114.  Généralisation  de  la  formule  de  Green.  —  Soient  P  et  Q  deux 
fonctions  continues  de  a;  et  de  î/.  Considérons  l'intégrale  curviligne, 

\Pdx  +  Qdy, 

Je 

effectuée  sur  un  contour  fermé  simple  C  limitant  un  domaine  D  du  plan. 
Nous  supposerons,  pour  simplifier,  que  ce  contour  n'est  rencontré  qu'en 
deux  points  d'abscisses  x^  et  x^  par  une  parallèle  à  l'axe  des  x,  en 
deux  points  d'ordonnées  y^  et  y^  par  une  parallèle  à  l'axe  des  y. 

Supposons  que,  dans  l'intérieur  du  domaine  D,  la  fonction  P  soit 
une  fonction  absolument  continue  de  y  pour  chaque  valeur  de  x  et  la 
fonction  Q  une  fonction  absolument  continue  de  x  pour  chaque  valeur 
de  y  ;  alors  Py  et  Q^  existent  respectivement  pour  presque  chaque  valeur 
de  y  et  presque  chaque  valeur  de  x  (l'autre  variable  étant  donnée)  et  ont 
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respectivement  pour  intégrales  indéfinies  par  rapport  à  y  et  à  a;  les 
fonctions  P  et  Q. 

Supposons  que  P^  et  Q^'  considérés  là  où  ils  existent  dans  le  domaine 
D  (c'est-à-dire  presque  partout)  soient  sommablcs.  Il  viendra,  en  appli- 
quant le  théorème  de  M,  Fubini  (no  110), 

[  \p',do:dy  =  jdx  I  Vldy  -=j\P{oo,y.^  -  \>{cv,y,)\dx==  -  j^Pdr. 

de  même, 

(^Q'^dxdy  =  idy  [q.U-^  - J[Q(^2,//)  -  Q{^i,y)]dy  =  lQdy; 

et,  en  retranchant  membre  à  membre, 

I  Pdx  -f  Qdy  =  j  /  (Qa^  —  P'^)  dx  dy. 

Mais  on  doit  négliger  au  second  membre  les  points  où  les  dérivées 
partielles  n'existeraient  pas  toutes  les  deux.  De  là  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  La  formule  de  Green  qui  ramène  une  intégrale  de 
contour  à  une  intégrale  double  subsiste,  sans  faire  aucune  hypothèse 
sur  l'existence  et  la  continuité  des  dérivées  de  P  et  de  Q,  moyennant  les 
conditions  suivantes  :  1°)  les  fonctions  P  et  Q  sont  continues  dans  Paire 
intérieure  au  contour  ;  2°)  P  est  fonction  absolument  continue  de  g,  Q 
fonction  absolument  continue  de  x  ;  3°)  P\y  et  qI^,  considérés  la  où  ils 
existent,  sont  sommables  dan.i  l'aire  intérieure  au  contour. 

11  est  à  remarquer  que  les  conditions  d'absolue  continuité  imposées  à 
P  et  Q  seront  réalisées  si  l'un  des  nombres  dérivés  de  P  par  rapport  à  y 
et  l'un  des  nombres  de  Q  par  rapport  à  x  sont  finis  dans  toute  l'aire,  ca)- 
P  et  Q  sont  alors  les  intégrales  ind  finies  de  ces  nombres  dérivés. 

Le  théorème  précédent  en  fournit  immédiatement  deux  autres  : 

115.  Théorèmes  sur  les  intégrales  curvilignes.  —  1.  L'intégrale  de 
Vdg  +  Qd2/,  effectuée  sur  un  contour  fermé  C  enveloppant  une  aire  D, 
sera  nulle,  si  les  trois  conditions  indiquées  dans  le  théorème  précédent 
se  vérifient  dans  cette  aire  et  si,  en  outre,  on  a  P^j  ^^  Qx  en  tous  les 
points  de  l'aire  D  où  ces  dérivées  existent,  d  l'exception  d^un  ensemble 
de  points  de  mesure  nulle. 

II,  Si  toutes  ces  conditions  sont  réalisées  dans  une  aire  D,  l'intégrale 
de  Pdx  -\-Q,dy,  effectuée  sur  une  courbe  recti fiable  quelconque  tracée 
dans  l'aire  D,  ne  dépend  que  de  ses  limites  (cf.  no  77). 


CHAPITRE  IV. 

Approximation  et  Représantation  analytique 

des  fonctions. 

Séries  de  polynômes  et  séries  trigonométriques. 


§  1 .  Approximation  des  fonctions  continues 
d'une  variable  par  des  polynômes. 

1 16.  Préliminaire. —  Le  problème  de  la  repi-ésentation  d'une  fonc- 
tion f{x)  par  une  série  de  polynômes  est  le  même  que  celui  de  l'ap- 
proximation indéfinie  par  des  polynômes,  car,  si  un  polynôme  P»  (^), 
défini  en  fonlion  de  n,  tend  (ou  tend  uniformément)  vers  f[x]  quand  n 
tend  vers  l'infini,  la  série 

converge  aussi  (uniformément)  vers  f{x). 

C'est  le  problème  de  la  représentation  approchée  par  des  polynômes 
que  nous  allons  d'abord  traiter.  Nous  donnerons  aux  polynômes  ser- 
vant à  cette  fin  le  nom  de  polynômes  approximatifs  (').  Rappelons 
d'abord  l'intégrale  bien  connue  [t.  1,  n^SSS),  qui  va  jouer  un  rôle  im- 
portant dans  notre  analyse, 

'(1  —  r-)"  (/f  -  2  (  \i  —  r^)"  dt  -  kn , 


£ 


.0 

où  kn  est  le  nombre  rationnel  (t.  I,  n°  216), 
,        .     2.4...2W 


''         3.o...(2n+l) 
Quand  n  tend  vers  l'infini,  la  valeur  asymptolique  de  An  se  tire  de  la 
formule  de  Wallis  (/.  I,  n"2  37): 

Tz^  __  r    (2  70!!     ] ^      1 
2   ^  L{2w— 4)!!j  2n+0' 

d'oii  il  suit  que  kn  est  compris  entre  V  ^rj  et  V -~  • 

(1)  Ou  réserve  généralciiienl  le  nom  de  polytioine  dîi/ipro.riiiKition  de  degré  ii 
au  polynôme  de  degré  n  (jui  donne  la  meilleure  approxinialion  possible, 


*l^ 
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Ajoutons  une  remarque  encore  qui  nous  servira.  L'expression 
(1  —  t-y^où  0  <  f  <  1  est  infiniment  petite  pour  n  infiniment  grand. 
Ses  dérivées  aussi.  Mais  D''(l  —  t'-y^sera  un  infiniment  petit  de  l'ordre 
de  n'-(\  — /-j».  Oiia,  enelTet, 

D  (I  —  r-)»  ----  —2nl(i  —  /')'^-» 

et,  par  la  règle  de  Leibnitz,  pour  calculer  D''^  uv, 

D'-(i  —  t'y-  =  —  2nt  !)'• -1  (1  —  t-y^'  —  2  (r  —  1)  n  D''--  (1  —  r^)«~i 

D'après  cela,  le  théorème,  vrai  pour  les  ordres  r  —  1  et  r  —  2,  sub- 
siste pour  l'ordre  r  ;  il  est  donc  général,  car  il  est  vrai  pour  les 
ordres  0  et  1 . 

117.  Définition  du  polynôme  approximatif  P„  .  —  Soit  à  représenter 
dans  un  Intervalle  {a,  b)  fini  la  fonction  i{x)  continue  dans  cet  inter- 
valle. On  peut  toujours  admettre  que  cet  intervalle  est  intérieur  au 
sens  étroit  à  l'intervalle  (0,  1),  c'est-à-dire  qu'on  a 

0  <  a  <h  <\, 

car  il  suffit  de  faire  une  substitution  linéaire  sur  la  variable  x  pour 
ramener  n'importe  quel  intervalle  fini  au  précédent.  Cette  substitu- 
tion transforme  un  polynôme  en  un  autre  et  introduit  seulement  des 
facteurs  constants  dans  les  dérivations,  ce  qui  n'altère  pas  nos  con- 
clusions. Comme  nous  allons  le  montrer,  on  définit  un  polynôme 
approximatif  de  i\x\  par  la  formule 

(1)  Ph  =  ^  f  V(w)  [1  -[n-  3c)-'r  du. 

En  développant  cette  puissance,  on  aperçoit  immédiatement  que  P» 
est  un  polynôme  de  degré  2??  en  x  dont  les  coefficients  sont  des  inté- 
grales définies. 

Si  l'on  cliange  la  variable  d'intégration  u  en  w  +  x,  on  peut  aussi 
mettre  P»  sous  la  forme 


(2)  Pn--|       f[n-^xy^     /"'    du. 


,'a—x  kn 

118.  Propriétés  du  polynôme  P„  .  —  Cherchons  d'abord  si  P»  a  une 
limite  pour  ?i  =^  ooet  quelle  est  cette  limite.  Donnons-nous  un  inter- 
valle (a',  b")  intérieur  (au  sens  étroit)  à  {a,  b).  Prenons  e  positif  et  infé- 
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rieur  aux  deux  différences  a'  —  a  eib  —  b'.  On  peut  faire  la  décom- 
position en  trois  intégrales  : 


J—z       Ja-~  .r       Je.  tn 


du. 


Moyennant  l'hypothèse  faite  sur  e,  les  deux  dernières  sont  moin- 
dres en  valeur  absolue  que 

et  tendent,  par  conséquent,  uniformément  vers  0  pour  x  in  Uni,  car 
on  a 


kn 


La  limite  de  PnSera  donc  la  même  que  celle  de  la  première  inté- 
grale, à  savoir  : 

(3)  Çj{u-{-x)^~^'^du 

Soit  G  compris  entre  —  1  et  +  1,  il  vient  donc,  par  le  théorème  de 
la  moyenne. 

liin  Vn  =  lim  r{x  -r  ^Je)  1  '    ^^-~.^^'^"    du. 

On  peut,  sans  altérer  cette  limite,  étendre  l'intervalle  d'intégration 
de  —  1  à  +  1,  car  on  n'ajoute  ainsi  (commme  on  vient  de  le  voir) 
que  des  éléments  qui  tendent  uniformément  vers  0,  On  trouve  ainsi 
(l'intégrale  obtenue  étant  celle  calculée  au  ip  116) 

limPn  =  lim/-(a;  + Oe). 

Mais,  comme  e  est  aussi  petit  qu'on  veut,  le  second  membre  ne 
peut  différer  de  f{x).  De  plus,  quand  e  tend  vers  0,  f{x  +  6e)  tend 
uniformément  vers  i{x)  quand  x  varie  dans  l'intervalle  («',  h').  Donc 
la  convergence  de  P^vers  f{x)  est  uniforme  dans  cet  intervalle. 

De  là,  le  théorème  suivant  : 

Théorh;me  I.  —  Si  n  tend  vers  l'infini,  l'intégrale  (3)  et  le  polynôme 
Pnt£ndenl  uniformément  vers  f{x)  dans  tout  intervalle  (a',  b')  intérietir 
au  sens  étroit  à  l'intervalle  [a,  b). 

Passons  maintenant  à  l'étude  des  dérivées.  Supposons  d'ailleurs 


du. 
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comme  précédemment  que  x  varie  dans  un  intervalle  (a',  b')  intérieur 
à  {a,  b).  En  dérivant  l'équation  (i),  il  vient,  sans  difficulté,  car  le 
second  membre  est  (par  décomposition)  un  polynôme  en  a;  dont  les 
coefTicienls  seuls  sont  des  intégrales, 

(4)  mPn=^  Cf{u)  D.?[1  -  (H  -  xYT  du. 

lin  Ja 

On  peut,  dans  ceci,  remplacer  \)x  par  —  ^u  et,  cela  fait,  changer  la 
variable  d'intégration  u  en  u  +  x.  Il  vient  ainsi 

f[u  +  x]-^ ^-du. 

Mais,n°(l  16),  D^^  (I—M'^)"  est,  pour  n  infiniment  grand,  un  infiniment 
petit  de  l'ordre  de  n^(l  —  w-)"  .  Par  conséquent,  quelque  petit  que 
soit  e  positif,  la  limite  de  l'intégrale  (5)  pour  n  =-  oc  sera,  comme 
dans  le  cas  précédent,  la  même  que  celle  de 

(6)  ,_,).JV(„  +  .)J^-^"!)1 

Supposons  maintenant  que  l'intervalle  («',  b')  soit  aussi  intérieur  à 
un  autre  (a",  b")  dans  lequel  la  dérivée  d'ordre  /;  de  f{x)  est  continue. 
Prenons  e  <  que  a'  —  a"  et  que  b"  —  b'  ;  alors,  dans  la  dernière  inté- 
grale, f{u  -{-  x)  et  ses  /;  premières  dérivées  sont  fonctions  continues  de 
u  (tant  que  x  est  dans  a'b').  Nous  pouvons  alors  efïectuer;;  intégra- 
tions par  parties  consécutives  portant  sur  les  dérivées  de  (1  —  u-y^ . 
Tous  les  termes  aux  limites  tendent  uniformément  vers  zéro  pour 
M  infini.  Il  vient  donc 

lim  ?n  =  lim  {  fW  [u  +  x)  ii:7Ji!l"  ^u. 

Cette  intégrale  est  de  la  forme  (3)  discutée  plus  haut  ;  elle  a,  par 
conséquent,  pour  limite  fi^[u)  et  la  convergence  est  uniforme. 
De  là,  le  théorème  suivant  : 

Théorème  II.  —Si  la  dérivée  d'ordre  ji  de  f{x)  est  continue  dans  un 
intervalle  {a",  b")  compris  dans  («,  b),  Vintégrale  (6)  et  le  polynôme  P« 
convergent  uniformément ,  quand  n  tend  vers  l'infini,  vers  cette  dérivée 
de  f[x)  dans  tout  intervalle  intérieur  à  {a",  b"). 

119.  Remarque.  —  Dans  les  démonstrations  précédentes,  la 
preuve  de  Vunilorniité  de  la  convergence  de  P«  ,  ou  des  intégrales  (1), 

!) 
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(2),  (3),  s'appuie  sur  l'hypothèse  que  la  fonction  f{x)  est  uniformément 
continue  ;  celle  de  l'uniformité  de  la  convergence  des  dérivées  de  P»  , 
ou  des  intégrales  (4),  (5),  (6),  sur  la  propriété  analogue  des  dérivées  du 
même  ordre  de  f.  Donc,  si  l'on  remplace  f{x]par  une  fonction  f[x,  y,..) 
dépendant  de  x  ei  d'un  certain  nombre  de  paramètres  variables  y,..., 
la  convergence  de  Pn  et  de  ses  dérivées,  ou  des  intégrales  (1)  à  (G),  restera 
uniforme,  même  si  les  paramètres  varient  dans  un  domaine  assigné, 
pourvu  que  f(x,  y,...)  et,  le  cas  échéant,  ses  dérivées  soient  fonctions 
continues  de  x  et  de  ces  paramètres  (x  variant  dans  les  limites  requises 
par  les  démonstrations).  Dans  ces  conditions,  en  effet,  f  demeure 
fonction  uniformément  continue  de  x. 

Cette  remarque  permet  d'étendre  immédiatement  la  présente  ana- 
lyse aux  fonctions  de  plusieurs  variables  (no  124). 

120.  Extension  aux  fonctions  sommables.  —  Soient  f{x)  une  fonction 
somraable  dans  l'intervalle  (0,  1)  et  a?  un  point  intérieur  à  cet  inter- 
valle. Considérons  le  poljuome  en  x 

^n=^  fV(")  [1  -  [u-^YT  du. 

f^n  Jo 

Si  l'on  fait  te)idre  n  vers  l'infini,  ce  polynôme  jouira  des  propriétés 
suivantes  : 

Théorème  1 .  —  La  dérivée  P„  converge  vers  {'  {x}  en  tout  point  où 
cette  dérivée  existe. 

En  effet,  on  voit,  par  le  même  raisonnement  que  ci-dessus  (no  118), 
que  la  limite  de  P„  est  la  même  que  celle  de 


—  V-  I     /■(«<  -1-  x)  D  (  I  —  u'f  du. 


Si  f  {x]  existe,  on  a  dans  cette  intégrale,  oj  étant  aussi  petit  qu'on 
veut  avec  u  donc  avec  e, 

f{ii-\-x]  =  f(x)Jrurio^)+o>z>. 

Mais,  comme  f{x)  -(-  uf'(x)  est  un  poljnome  (u{uj  auquel  s'applique 
le  calcul  fait  au  n°  118,  l'intégrale 


—  T-f    ?(")  ^(l  —  it'Tdu 
'f'(O)  =  \\x).\\  suffit  do 

]^[   ojwD  {\  —  uYdu, 


tend,  sans  difficulté,  vers  'f'(O)  =  \\x).  11  suffit  donc  de  prouver  que  l'in- 
tégrale restante  : 


POLYNOMES  APPROXIMATIFS  DES  FONCTIONS  d'uNE  VARIABLE  i3i 

est  aussi  petite  qu'on  veut  avec  to  quelque  soit  n.  C'est  ce  qu'il  est  facile 
de  voir,  car,  si  |  w  |  est  inférieur  à  oj'  fixe,  cette  intégrale  est  moindre 
en  valeur  absolue  que 

^  r'\uD{l  —  iiY  I  dic  =  —  ^- Çu  D  (1  —  i«2)» du  =  03'. 

*n  J—i  i^n  Jo 

II.  Théorème  de  M.  F,  Riesz.  —  Le  polynôme  P,,  converge  vers  ((x) 
en  tout  point  où  f{x)  est  la  dérivée  de  son  intégrale  indéfinie,  donc 
2}resque  partout. 

On  voit,  par  le  même  raisonnement  qu'au  n°  118  que  la  limite  de  P,î 
est  la  même  que  celle  de 

1  r^' 

^-  \     f{u-j-  x)  (1  —  uY  du. 

Intégrons  par  parties  et  faisons  porter  l'intrgration  sur  f,  dont  nous 
désignerons  l'intégrale  par  F.  Comme  les  termes  aux  limites  tendent 
vers  0,  la  limite  de  l'intégrale  précédente  sera  celle  de 


~h\    ^^''+^')^ 


(1  —trj'^du. 


C'est  l'intégrale  considérée  dans  la  démonstration  précédente  ;  elle  a 
donc  pour  limite  F'{x]  =  f{cc)  en  tout  point  où  /"est  la  dérivée  de  F. 

Théorème  III.  —  La  dérivée  d'ordre  quelconque  D''  P^  converge  vers 
la  dérivée  du  même  ordre  de  f  en  tout  point  où  celle-ci  existe. 

Gomme  ci-dessus  (no  118),  cette  limite  sera  la  même  que  celle  de 
-fc^i^  f  f{u  +  x)  \y  (1  —  uY  du. 

Si  D'' f(x)  existe  au  point  x,  D^^^^  f  est  bornée  et  (par  conséquent) 
r)''~2/'est  absolument  continue  dans  l'intervalle  {x  —  z,  x  -\-  z)  suffisam- 
ment petit.  Toutes  les  intégrations  par  parties  de  la  démonstration  du 
n°  118  sont  permises  sauf  la  dernière.  La  limite  sera  celle  de  l'intégrale 


kl: 


f(r-i)  (2^  .|_  x)D{l—  u^du, 

et  cette  limite  est  la  dérivée  f  ''  {x)  supposée  existante,  en  vertu  de  la 
démonstration  du  théorème  I. 

Remarque.  —  On  montre  d'ailleurs^  comme  précédemment,  que  la  con- 
vergence est  uniforme  dans  tout  intervalle  intérieur  à  un  intervalle  de 
continuité  de  f[œ)  et  des  dérivées  considérées. 
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121.  Représentation  approchée  des  fonctions  continues  d'une  variable 
par  des  polynômes.  —  Les  propriétés  du  polynôme  P„  étudiées  au 
11°  118  prouvent  déjà  que  l'on  peut  construire  un  polynôme  qui,  pour  n 
intinimenl  grand,  converge  uniformément  vers  une  fonction  f{x),  et 
dont  les  dérivées  convergent  uniformément  vers  celles  de  fix),  dans 
tout  intervalle  intérieui'  à  un  intervalle  de  continuité  de  f{x)  ou  de 
ses  dérivées.  On  peut  aller  plus  loin  et  étendre  l'uniformité  de  la  con- 
vergence à  l'intervalle  de  continuité  tout  entier  comme  nous  allons  le 
montrer. 

Supposons  que  f{x)  soit  continue  ainsi  que  ses  /;  premières  dérivées 
dans  un  intervalle  (a',  b').  Définissons  /,(j;)  comme  égale  à  f{x)  dans 
l'intervalle  (a',  b'),  mais  comme  égale,  respectivement  pour  a;  <  a'  et 
X  >  b',  à  chacun  des  deux  polynômes  : 

fia)  -f  "^  fia)  +  -  +  S^f^fiPia), 

fib)  +  ^^  m  +  -  +  -^"^^  rm- 

Cette  fonction  f^  et  ses  p  premières  dérivées  seront  continues  dans 
un  intervalle  {a,  b)  arbitrairement  choisi  et  débordant  (a',  b']. 

Construisons  le  polynôme  P»  qui  représente  fi  dans  (a,  b)  et  appli- 
quons les  deux  théorèmes  du  n°  118.  Si  n  tend  vers  l'infini,  Pn  et  ses  p 
premières  dérivées  respectivement  convergent  uniformément  vers  / 
et  ses  p  premières  dérivées,  dans  l'intervalle  (a,  b')  de  continuité  de/ 
et  de  ses  dérivées. 

Supposons  enfin  que  /"[x)  et  toutes  ses  dérivées  soient  continues 
dans  un  intervalle  [a,  b).  Donnons-nous  une  suite  positive  Sj,  Sg,... 
e„ ,...  tendant  vers  zéro.  Nous  venons  de  prouver  que,  quel  que  soit  n, 
on  peut  définir  un  polynôme  Qn  tel  que  la  différence  Q„  —  /"et  ses  n 
premières  dérivées  soient  en  valeur  absolue  <  e„  dans  l'intervalle 
[a,  b).  D'où  la  conclusion  suivante  : 

Théorème.  —  Si  la  fonction  fesl  continue  dans  l'intervalle  fini  (a,  b), 
on  peut  définir  un  polynôme  Q„  qui,  pour  n  infiniment  grand,  converge 
uniformément  vers  f  dans  cet  intervalle  entier,  et  dont  les  dérivées  suc- 
cessives convergent  aussi  uniformément  vers  celles  de  f  tant  que  ces  der- 
nières sont  continues  dans  rintervalle  (a,  b). 

122.  Séries  de  polynômes.  —  En  utilisant  la  remarque  faite  au 
11°  116,  le  théorème  précédent  revient  à  celui-ci  : 
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Théorème.  —  Si  la  fonction  fix)  est  continue  dans  l'iiilei'valle  fini 
{a,  b),  on  peut  construire  une  série  de  polynômes  qui  converge  uniformé- 
ment vers  f  dans  cet  intervalle,  et  qui' est  telle  que  les  séries  dérivées 
d'ordre  quelconque  convergent  uniformément  vers  les  dérivées  du  même 
ordre  de  /",  tant  que  ces  dernières  sont  continues  dans  Pintervalle  (a,  b). 

§  2.  Approximation  par  des  polynômes 
des  fonctions  continues  de  plusieurs  variables. 

Nous  étudierons  seulement  les  fonctions  f(x,  y)  de  deux  variables, 
mais  les  conclusions  s'étendent  d'elles-mêmes  au  cas  général. 

123.  Définition  du  polynôme  approximatif.  —  Soit  f{x,  y)  une  fonc- 
tion continue  de  x  et  de  y  dans  un  domaine  D  limité  par  une  courbe 
C  (no  1).  Nous  supposerons  ce  domaine  intérieur  au  rectangle  borné 
par  les  coordonnées  de  valeurs  0  et  1.  Si  cette  condition  n'avait  pas 
lieu,  on  la  réaliserait  en  effectuant  une  substitution  linéaire  sur  x  et 
une  autre  sur  y  et  nos  conclusions  n'en  seraient  pas  altérées. 

Nous  définissons  un  polynôme  approximatif  de  f{x,  y)  de  degré  4n 
par  l'intégrale  double,  où  kn  a  le  même  sens  que  précédemment 
(n»  116), 

<'')        P«  =  4-f  f /■(«,  V)  [[—{u  —  xn'\\  -{v—yYY'dudv. 

knJ^O    . 

On  peut  le  mettre  sous  une  autre  forme.  Substituons  les  variables 
u-\-x,  V  -{-  y  aux  variables  d'intégration  u,  v,  ce  qui  remplace  le 
domaine  d'intégration  D  par  un  autre  Dj  (qui  se  déduit  du  premier 
par  une  translation).  Il  vient. 

//)  ^ —^ —  du  dv. 


(8)  Pn  =  J^[r(M  +  ^-, 


124.  Propriétés  du  polynôme  P„  .  —  Théorème  I.  —  Si  x,  y  varient 
dans  un  domaine  D'  intérieur  à  D  au  seiis  étroit  ('),  le  polynôme  Pn 
converge  uniformément  vers  f[x,  y)  quand  n  tend  vers  l'infini. 

Soit  £  un  nombre  positif,  inférieur  à  la  plus  courte  distance  des 
domaines  D  et  D'.  Si  w  ou  v  varie  en  dehors  de  l'intervalle  (—  e,  -{-  e), 
on  a 

(l_^2)n(j  —  ^2)u  (1  —  gg)» 

kl  ^  lif^' 

(1)  C'est  à  dire  que  les  frontières  des  deux  domaines  ne  se  touchent  pas. 
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Comme  dans  le  cas  d'une  vaiiable,  les  portions  correspondantes  de 
l'intégrale  (8)  tendent  uniformément  vers  0  La  limite  de  P„  sera  la 
même  que  celle  de  l'intégrale  restante 

\  du  ^-    ^^-"1  /("  +  ^\v  +  y)  -^ — ^— ^  dv, 

dont  tous  les  éléments  appartiennent  effectivement  à  P„  sous  la  con- 
dition imposée  à  e. 

Mais,  par  le  théorème  l  du  n°  118,  qui  s'applique  à  l'intégrale  (3) 
de  ce  no  comme  à  P»  ,et  par  la  remarque  du  n°  119,  l'intégrale  inté- 
rieure, qui  est  du  type  (3),  est  une  expression  de  la  forme 

/■(M  +  œ,  y)  +  w„ 
où  w„  tend  uniformément  vers  zéro  quand  n  tend  vers  l'infini.  Substi- 
tuant cette  expression  dans  l'intégrale  double,  elle  se  décompose  en 
deux  termes,  dont  le  second  tend  uniformément  vers  0  avec  w,i  en 
vertu  du  théorème  de  la  moyenne.  Il  vient  donc 

lim  Pn  =  lim  ('  [{u  +  x,  y)  ii^-^i^  du. 

Enfin  on  voit  que  celte  limite  est  f{x,  y)  en  appliquant  derechef  à 
cette  intégrale  du  type  (3)  le  théorème  I  du  n°  118  ;  et  la  convergence 
est  uniforme  par  la  remarque  du  n°  119. 

TnÈOKÈMK  H.  —  Les  dérivées  partielles  successives  de  P»  convergent 
uniformément  vers  les  dérivées  correspondantes  de  f  dans  tout  domaine 
D',  intérieur  au  domaine  \)  et  à  un  domaine  dans  lequel  ces  dernièi^es 
dérivées  sont  continues. 

Supposons  que  D^D^/'soit  continue  dans  un  domaine  D"  (compris 
dans  D  et  comprenant  D')  et  désignons  par  s  la  plus  courte  distance 
des  contours  de  D'  et  de  D".  En  dérivant  la  formule  (7)  on  a,  sans 
difficulté, 

dxP  dy'i       Jh"  '    '  kl 

xMais  on  peut  remplacer  1)^:  par  —  D„  et  D^,  par  —  Dv ,  puis  substi- 
tuer les  variables  u-{-  x,v  -\-y  aux  variables  d'intégration  u,  v,  ce  qui 
translate  le  domaine  d'intégration  en  D,.  L'intégrale  précédente 
devient  ainsi 
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Encore  une  fois,  si  u  ou  v  varie  en  deliors  de  l'intervalle  ( —  e,  +  e), 
le  facteur 

n-n 

tend  uniformément  vers  zéro.  Les  portions  correspondantes  de  l'inté- 
grale double  peuvent  être  négligées  :  la  limite  de  la  dérivée  partielle 
considérée  de  P»  sera  la  même  que  celle  de  l'intégrale  restante 

Il  n'y  a  plus  qu'à  appliquer  deux  fois  de  suite  le  théorème  II  du 
n°  118,  pour  obtenir 

limD^D;^P„=DX/'; 
et  la  convergence  sera  uniforme  en  vertu  de  la  remarque  du  n^  119. 

125.  Approximation  et  représentation  analytique  des  fonctions.  — 
Théorème  I.  —  Etant  donnée  une  fonction  f(x,  y)  continue  dans  un 
dojnaine  D,  on  peut  définir,  en  fojiction  de  n,  un  polynôme,  Pn ,  en  x,  y, 
qui,  pour  n  infiniment  grand,  converge  uniformément  vers  f[x,  y)  dans 
tout  domaine  intérieur  à  D,  et  dont  les  dérivées  partielles  convergent 
aussi  uniformément  vers  celles  de  f  dans  tout  domaine!)'  intérieur  à  D 
et  à  un  autre  domaine  dans  lequel  ces  dérivées  de  f  sont  continues. 

Théorème  II.  —  Sous  les  mêmes  conditions,  on  peut  définir  une  série 
de  polynôme  qui  converge  uniformément  vers  f{x,  y)  et  dont  les  dérivées 
partielles  convergent  uniforméinent  vers  celles  de  f{x,  y). 

126.  Extension  aux  fonctions  sommables.  —  Théorème  de  M.  L.  To- 
NELLi  (^).  iSoii  f{x,  y)  une  fonction  sommahle  dans  le  carré  borné 
aux  intervalles  (0,  1)  ;  le  polynoyne  en  x,  y 

A„   Jo  Jo 

converge  vers  f[x^  y)  pour  presque  tous  les  points  du  carré  quand  n 
tend  vers  l'infini. 

Soit  X,  y  un  point  intérieur  au  carré.  On  ramène  comme  précédem- 
ment cette  limite  à  celle  de  l'intégrale 

(^)  Rendiconti  dei  circolo  matemalico  di  Palenno,  t.  XXIX.  L'intégrale  considérée 
par  M.  Tonelli  n'est  pas  celle  du  théorème  énoncé,  mais  lui  est  équivalente.  Elle 
détinit  un  polynôme  de  degré  moitié  moindre,  mais  elle  aurait,  pour  nous,  l'iii- 
convénient  d'exiger  de  nouveaux  calculs. 
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^  I      )     A^''  +  ^'.  '^  +  ?/)  (1  —  «')"  (1  —  v-f'  du  dv. 

Comme  d'ailleurs  l'intégrale  ci-dessous  : 

"T  I      )     /'(^%  .V>  (1  -  ^*')"  (*  —  î'-')"  f^«  ^^^', 

tend  vers  /"(a;,  t/),  il  suffit  de  montrer  que  la  différence  des  deux  tend 
vers  zéro.  Posons,  pour  simplifier, 

T  (w,  v)  -  f{x  +  t^,  î/  -h  u)  —  r(x,  y)  ; 
la   difiérence   des  deux  intégrales  se  décompose  comme  il  suit  dans  la 
somme  de  quatre  intégrales  (dues  aux  quatre  combinaisons  des  signes  ±)  : 

^  ^^  I    (  T  (  t  "i  ±  y)  (1  —  ^('-}''  (1  —  v^y^  du  dv. 
kn  Jo  Je 

Nous  allons  montrer  que  celée  somme  tend  versO,  donc  que  P,j  tend  vers 
/,  en  tout  point  œ,  y  tel  que  la  dérivée  de  V  intégrale  indéfinie  en  u,  v  : 


II 


I  cp  {ti,  v)  I  du  dv, 


soit  nidle  an  point  u  =.  v  --^  0.  Comme  cette  condition  se  réalisera  en 
tout  jjoint  où  I  J'[x,  y)  —  c  \  est  la  dérivée  de  son  intégrale  indéfinie 
quelque  soit  c,  donc  presque  partout  (no  102),  le  théorème  de  M.  Tonelli 
sera  établi,  l'our  que  la  dérivée  en  question  soit  nulle  au  point  u  =  v  — 
0,  il  faut  que  chacun  des  quatre  rapports  (dus  aux  combinaisons  des 
signes  ±)  : 


1    ru  ru 
-2-  \<^{±u,±v)\  dudv, 

"'    ,'0  Jo 


tende  vers  0  avec  u.  Nous  supposerons  qu'il  en  est  ainsi. 

H  suffira  d'ailleurs  d*^  prouver  que  le  premier  des  termes  de  la  somme  S 
tend  vers  0,  car  la  démonstration  se  fait  de  la  même  façon  pour  les  trois 
suivants.  Considérons  donc  ce  terme.  Sa  valeur  absolue  est  moindre  que 
l'expression 

^-  I  "(I  —  ic^Y'du  r  I  cp  {u,  v)  I  (1  —  v^yi  dv. 
kn  .0  Jo 

Effectuons  sur  l'intégrale  intérieure  une  intégration  par  parties  ;  en 
posant,  pour  simplifier, 


il  vient 


(1  -  ^')» 


<!>,  (îi,  v)  ^-  \    I  (f  {u,  v)  I  dv, 

1  <Ï>i(m,  £)  (1  —  u'yuhi 

^n  JO  Jo 
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On  voit  que  le  premier  terme  tend  vers  0  avec  le  facteur  placé  devant 
l'intégrale.  Il  suffit  de  prouver  que  le  second  tend  vers  0.  Celui-ci  devient, 
au  signe  près,  en  renversant  les  intégrations, 


du. 


Effectuons  une  nouvelle  intégration  par  parties  ;  en  posant,  pour  sim- 
plifier, 

*2  (w,  ")  ^      'ï*!  (*^  ^)  ^"  ^      t/w  j    I  (p  (t«,  v)  I  dv, 

il  vient 

Ai ^  1  4),  (£,  y)  D  (1  —  v'f'dv 

an        .0     " 

Comme  ci-dessus,  le  premier  terme  a  pour  limite  zéro.  Dans  le 
second,  on  a,  tu  étant  aussi  petit  que  l'on  veut  avec  u  et  v  (donc  avec  e), 
puisque  la  dérivée  de  l'intégrale  est  nulle, 

*2  0^  '•)  <  I  'f  I  <^^*  <^^"  <  w  ("'  +  "•)  ; 

Jo  Jn 

donc  ce  second  terme  est  aussi  petit  qu'on  veut  avec  w  quel  que  soit  w, 
car  il  est  moindre  que 


ïn  .  o  Jo 


.,,„..  ,     _  ,_  ,     ,  du  dv. 


c'est-à-dire  (ces  dérivées  étant  négatives  et  l'une  des  intégrations  s'effec- 
tuant  après  décomposition)  que 

\  w-D  (1  —  u-f^  du  =  - 


< 


knJo  nkn  ^  '^ 

La  proposition  est  établie. 

§  3.  Séries  de  Fourier. 
Conditions  nécessaires  et  suffisantes  de  convergence. 

127.  Séries  trigonométriques.  Formules  d'Euler.  —  On  appelle  série 
trigonométrique  une  série  de  la  forme 

1  ** 

(1)  -fl-  «0  +  ^  («m  cos  mx  +  bm  sin  mx) 

OÙ  X  désigne  une  variable  et  a,  b  des  coefficients  constants.  Si  cette 
série  converge,  elle  représente  une  fonction  de  période  2tt. 


138  CHAPITRE  IV.  —  REPRÉSENTATION  ANALYTIQUE  DES  FONCTIONS 

C'est  EuLER  en  1733  qui  a  posé  la  question  de  savoir  si  une  fonction 
f{x),  arbitrairement  donnée,  mais  de  période  27r,  peut  être  représen- 
tée par  un  développement  de  cette  forme  et  c'est  lui  encore  qui  a 
trouvé  les  formules  classiques  pour  la  détermination  des  coefficients. 
Voici  d'ailleurs  à  peu  près  comment  il  procède  pour  effectuer  le  déve- 
loppement de  la  fonction  donnée  fix). 

Posons  a  priori 

(2)  f{x)  =  ~  +  2  (rt>HCOS  mx  4-  b>n  sin  mx) 

et  proposons-nous  de  déterminer  les  coefficients.  A  cet  effet,  multi- 
plions les  deux  membres  par  cos  nx  dx  et  intégrons  terme  à  terme  de 
0  à  Stt  ;  opérons  de  même  en  multipliant  par  sin  nx  dx  ;  nous  trou- 
vons les  formules  d'Euler  ou  de  Fourier  : 


(3) 


/  [x)  cos  nx  dx,         bn  =■  —       f{x)  sin  nx  dx 

Jo  71   Jq 


{n=-  0,1,2,...) 

En  effet,  les  intégrales  de  cos  mx  cos  nx,  sin  tnx  sin  7ix,  cos  fnx 
sin  nx  entre  0  et  Sit  sont  nulles  si  m  est  différent  de  n,  tandis  que,  si 
m  =  n,  la  dernière  seule  est  nulle  et  les  deux  premières  égales  à  tt 
(t.  I,  n''246). 

Mais  il  importe  d'observer  tout  de  suite  que  ce  raisonnement  pos- 
tule 1")  la  possibilité  du  développement,  2°)  )a  légimité  de  l'intégration 
terme  à  terme.  Il  ne  prouve  donc  rien,  tant  que  ces  deux  démonstra- 
tions n'ont  pas  été  faites.  Aussi  importe-t-il  d'abord  de  bien  préciser 
les  questions  que  nous  allons  traiter. 

128.  Séries  et  constantes  de  Fourier.  Problèmes  qu'elles  soulèvent.  — 

Soit  f{x)  une  fonction  susceptible  d'intégration.  Les  constantes  «m  et 
bni  déterminées  par  les  formules  (3)  s'appellent  les  constantes  de  Fou- 
rier de  f{x)  ;  la  série  trigonométrique  (1)  formée  avec  ces  constantes 
comme  coefficients  et  considérée  au  point  de  vue  purement  formel 
(qu'elle  soit  convergente  ou  non),  s'appelle  la  série  de  Fourier  de  f{x). 
Alors  on  se  pose  les  questions  suivantes  : 

La  série  de  Fourier  de  f{x)  est-elle  convergente  ? 

Si  elle  converge,  a-t-elle  pour  somme  fix)  ? 

Converge-t-elle  unijormément  ? 

La  fonction  f{x)  peut-elle  admettre  un  développement  trigonomé- 
trique autre  que  celui  de  Fourier  ? 


SÉRIES  TRIGONOMÉTRIQUÈS  139 

Ces  questions  ont  donné  lieu  à  une  foule  de  travaux  intéressants 
dont  nous  allons  exposer  les  principaux  résultats.  Aucune  d'elles 
cependant  ne  peut  encore  être  considérée  comme  complètement 
résolue. 

129.  Hypothèses  sur  f{x).  —  La  fonction  f{x)  dont  nous  allons 
étudier  le  développement  sera,  jusqu'à  la  fin  du  chapitre,  soumise  aux 
deux  conditions  suivantes  :  1°  c'est  une  fonction  périodique  de 
période  Six  ;  2"  elle  est  absolument  intégrable.  On  pourra  lire  tout  le 
grand  texte  en  entendant  par  là  que  /et  |  /"  |  admettent  une  intégrale 
(ou  une  intégrale  généralisée)  au  sens  élémentaire.  Mais  toute  la 
théorie  suppose  seulement  que  /  soit  sommable  au  sens  de  M.  Lebesgue 
et  les  quelques  compléments  nécessaires  pour  le  justifier  se  trouve- 
ront dans  le  petit  texte. 

130.  Sommation  de  la  série  de  Fourierde  f(x)  à  l'aide  de  l'intégrale 
de  Dirichlet.  —  Soit  donc  f{x)  une  fonction  absolument  intégrable  (') 
de  période  271.  Ses  constantes  de  Fourier  sont  bien  déterminées  par 
les  intégrales  existantes  : 

1     f27r  ^      .271 

(4)      a„i  -■=    —       /(a)  cos  ma  da,       bm  =  —       /(«!  sin  ma  d'y.. 

^  Jo  ^  .'o 

D'ailleurs,  par  suite  de  la  périodicité  de  la  fonction  sous  le  signe, 
on  peut  remplacer  l'intervalle  d'intégration  par  tout  autre  de  même 
amplitude  27t.  On  a  ainsi,  en  particulier, 

■  I     ç-r+Ti  I     .a:-+7r 

Uni  =  f[^-)  cos  m  a  (/a,        bni  =--  —         /'(a)  sin  m  et.  dcc. 

Soit  ism  la  somme, 

^m  =-  -oT  «0  +  ^  («A  COS  kx  +  bfi  sin  kx), 

des  m  -j- 1  premiers  termes  de  la  série  de  Fourier  de  f.  Elle  devient, 
par  la  substitution  des  valeurs  précédentes  des  coeftîcients, 

'a-+Tz  -  J^ 

4-  S  cos  k  {o(.  —  x)\  /(a)  d a  ; 


1    r^"  M 


ou  encore,  en  remplaçant  la  variable  d'intégration  a  par  a  -\-  x, 

1  r^  r  1      '"        1 

Sm  =  —        ^  +  s  cos  Aa    fia.  +  x)  de/.. 

■^  J-TZ    L    -i  1  J 

(ï)  Donc,  généralement,  sommable. 
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Mais,  en  sommant  les  m  équations  : 

sin  (k  +-2")  "■—  ^i"  (^'  ~'^J  *'  ^  ^^^^  ^'^-  ''^'"  ^~  °'' 
pour  ^--1,2,...  m,  puis  divisant  par  sin  -^  a,  on  trouve 


A       m                 sinfm-h^ja 
^  +  S  cos  k  a  -  — ^^ — ^ 


2  sin  -j- 

Enfin,  en  substituant  ce  résultat  dans  la  valeur  de  S^^,  on  exprime 
Sm  par  l'intégrale  suivante,  connue  sous  le  nom  d'intégrale  de 
Dirichlet  : 

I    rTz  sin^m  +  'l-V 

(6)  S„,  =-~\__n^'+o^) ^ ^^—  d  a. 

'"'"'•  2sin^ 

La  convergence  de  la  série  de  Fourier  revient  donc  à  celle  de 
cette  intégrale  quand  l'entier  m  tend  vers  l'infini. 

Dans  l'étude  de  cette  limite,  le  théorème  suivant,  dont  la  démon- 
stration générale  est  due  à  M.  Lebesgue,  est  tout  à  fait  fondamental. 

131.  Limite  pour/.-  =  oo  de  F(a)  sin  ko.  da.  —  Théorème.  Si  la 
fonction  F(a)  est  absolument  intégrable  (^),  les  deux  intégrales  : 

F(a)  sin  A;arfa,  ¥  [ol)  cos  ko.  d  y., 

Ja  Ja 

tendent  vers  0  quand  k  tend  vers  l'infini  d'une  manière  quelconque. 

En  'particulier,  les  constantes  de  Fourier  am  et  bm  d'une  fonction  f{x) 
tendent  vers  0  quand  m  tend  vers  r infini. 

II  suffît  de  prouver  le  théorème  pour  la  première  des  deux  inté- 
grales, le  raisonnement  étant  le  même  pour  l'autre. 

Premier  cas.  —  Si  F  (a)  est  continue  dans  l'intervalle  [a,  b),  cette 
première  intégrale  ne  diffère  de  chacune  des  deux  suivantes  : 

^    et  F  (a)  sin  kadoL 

Ja  +  j  Ja 

que  par  des  intégrales  infiniment  petites  avec  l'intervalle  d'intégra- 
(')  En  général  sommable  (n"  129). 
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tion.  Il  suffît  donc  de  montrer  que  la  somme  de  ces  deux-ci  tend  vers  0. 
Or  cette  somme,  Mprès  la  substitution  de  a  -f  -y;  à  a  dans  son  pre- 
mier terme,  s'écrit 

1*     "^   [F(a)  -  vl^y.-^~y\  sin  ky.  da. 

Quand  k  tend  vers  l'infini,  la  différence  entre  crochets  tend  unifor- 
mément vers  0,  donc  l'intégrale  tend  vers  0. 

Deuxième  cas.  —  Si¥  (a)  est  discontinue  en  un  nombre  limité  de  points, 
on  peut  admettre  que  ce  soit  aux  extrémités  a  et  b  seulement,  car 
l'intégrale  considérée  peut  se  décomposer  en  plusieurs  autres  satis- 
faisant à  celle  condition. 

Ceci  entendu,  il  suffît,  ce  qui  ramène  au  premier  cas,  de  démontrer 
le  théorème  pour  la  seconde  des  deux  intégrales  : 

¥[a)  sin  ky.  dcc,  F  (a)  sin  ky.  do.. 

Jn  Ja+e 

En  effet,  leur  différence  est  moindre  que  celles  des  deux  intégrales 
de  I  F  I  rfa  prises  respectivement  entre  les  mêmes  limites  :  elle  est 
donc  aussi  petite  qu'on  veut  avec  e. 

Troisième  cas.  —  Soit  F  (a)  sommahle  (au  sens  de  M.  Lebesgue).  Il 
suffit  de  faire  la  démonstration  ^outF  bornée  et  positive,  car  toute  fonction 
sommable  est  la  différence  de  deux  fonctions  sommables  positives. 
Ensuite,  si  F  est  positive  et  non  bornée,  l'intégrale  de  F  est,  par  définition, 
la  limite  do  celle  d'une  fonction  bornée  F^  <  F.  Or  la  ditféreuce  des 
deux  intégrales 

F  sin  Âa  c/a,  F„  sin  A  a  rfa, 

est  inférieure  à      (F  —  F„  )  do.,  donc  aussi  petite  que  l'on  veut  :  il  suffit 

de  démontrer  le  théorème  pour  la  seconde  intégrale. 

Ceci  posé,  soit  F  positive  et  ayant  pour  borne  M.  Ce  cas  se  ramène  à 
celui  de  F  continue  par  le  théorème  du  n°  93.  En  effet,  F  étant  égale  à  une 
fonction  continue  (f  à  moins  de  e  près  sauf  dans  un  ensemble  de  mesure 
<  w,  et  '^  étant  d'ailleurs  positive  et  <  M  d'après  la  démonstration  du 
n"  93,  la  dirfèrence  entre  les  deux  intégrales  : 

I    Fsin/^arfa,  1   cpsinAac/a, 

est  inférieure  à  e  (i  —  «)  +  Mto,  donc  aussi  petite  qu'on  veut  avec  set  w. 
On  est  ramené  à  démontrer  le  théorème  par  la  seconde  intégrale,  et 
celle-ci  rentre  dans  le  premier  cas. 
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132.  Convergence  uniforme  de  l'intégrale  précédente.  —  1°  Dans 
l'intégrale  du  théorème  précédent,  considérons  les  limites  a  el  b 
comme  variables,  mais  dans  un  intervalle  fixe  (A,  B)  dans  lequel  |  F  i 
est  intégrable.  Alors  l'intégrale  du  théorème  varie  moins  rapidement 
que  l'intégrale,  fonction  continue  de  a,  b  et  indépendante  de  A-, 


Donc  l'intégrale  du  théorème  est  fonction  uniformément  continue  de 
[a,  b)  :  elle  tend  donc  uniformément  vers  0  quand  k  tend  vers  l'infini, 
puisqu'elle  tend  vers  0  pour  tout  système  particulier  a,  b. 

2°  Considérons  maintenant  l'intégrale 

F  (a  +  œ]  sin  ky.  dy., 

qui  dépend  de  x  variable,  mais  de  telle  façon  que  la  variable  /  =  a  +  a; 
ne  sorte  pas  d'un  intervalle  (A,  B)  o\i  1  F  (0  |  est  intégrable.  Par  la 
substitution  de  a  —  ic  à  a,  cette  intégrale  se  décompose  en  deux 
autres,  multipUées  par  des  facteurs  <  1, 

rb-:r  çb-x 

cos  kx         F  (a)  sin  A  a  rfa  —  sin  kx  F  (a)  cos  ky.  rfa, 

auxquelles  s'applique  le  raisonnement  précédent.  Donc  elle  converge 
encore  uniformément  vers  0  pour  k  infini. 
3°  Considérons  entîn  l'intégrale  plus  générale  : 

C- 

F(a  -f  x)  ûT(a)  sin  /.arfa, 

où  nous  supposerons  que  cj(a)  admet  une  dérivée  continue  c^'ia). 
Dans  les  mêmes  conditions  que  la  précédente,  elle  tend  uniformément 
vers  0  quand  k  tend  vers  l'infini. 
Posons,  en  effet, 

<P{ol)  ---  I  F  (a  -r  x)  sin  ky.  dy.  ; 

cette  intégrale  devient,  par  intégration  par  parties, 

<l^(b)ôy[b)  —  \'^iy:'-Gj'[x]dy., 

et  elle  tend  uniformément  vers  zéro  avec  <P,  auquel  s'applique  la 
démonstration  précédente. 

Il  peut  se  faire  que  T^(a)  dépende  de  k.  La  démonstration  précédente 
subsiste  alors  sous  la  condition  que  w  et  r?'  restent  bornés  quand  k 
tend  vers  l'infini. 
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133.  Théorème  de  Riemann,  -  La  manière  dont  se  comporte  la 
série  de  Fourier  de  f{x)  au  point  x  ne  dépend  que  de  la  nature  de  f{x) 
dans  le  voisinage  du  point  x. 

En  eflet,  si  nous  désignons  parî^(a)  la  fonction  \  :  2  sin  -^,  qui  est 
continue  ainsi  que  sa  dérivée  dans  les  intervalles  (—  ir,  —  e)  et  (e,  tz) 
quelque  petit  que  soit  e  positif,  l'intégrale  (6),  qui  exprime  S,»  (n°  130), 
devient 

1     " 


\  [{x  +  Cf.]  Ts  [Cf.]  sin  [  m  +  ^  j  a  rfa. 


Donc,  en  négligeant  deux  portions  de  cette  intégrale  qui  tendent 
uniformément  vers  zéro  quand  m  tend  vers  l'infini  (n^  13i2),on  voit  que 
cette  intégrale  converge  vers  la  même  limite  et  de  la  même  manière 
(uniforme  ou  non)  que 

—        f{X  +  a)  ^ ^-^  rfa. 

■^  2  Sin  "2- 

134.  Forme  préliminaire  de  la  condition  nécessaire  et  suffisante  de 
convergence.  —  Nous  allons  chercher  la  condition  pour  que  la  série  de 
Fourier  converge  vers  une  limite  déterminée  S.  Ainsi  S  est  une  quan- 
tité indépendante  de  m  mais  fonction  de  x.  Multiplions  par  S  la  rela- 
tion 

^■"^        Sin  A 

qui  s'obtient  en  intégrant  les  deux  membres  de  la  formule  (o)  du 

n*^  130  ;  puis  soustrayons-la  de  l'équation  (6)  du  même  numéro.  Il 

vient 

1 


y 


l7j         S,n-S=^—        [/■(a;  +  a)-S] ^ rfa. 

Donc,  pour  que  la  série  de  Fourier  converge  vers  S,  il  faut  et  il 
suffit  que,  m  croissant,  l'intégrale  (7)  devienne  définitivement  inférieure 
en  valeur  absolue  à  tout  nombre  positif  o)  donné  d'avance,  à  partir  d'une 
valeur  correspondante  M  suffisamment  grande  de  m.  Celle-ci  d'aillears 
devra  être  indépendante  de  x  pour  que  la  convergence  soit  uniforme. 
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Mais,  dans  cet  énoncé,  nous  allons  successivement  remplacer  l'in- 
tégrale (7)  par  d'autres  plus  simples.  D'abord  par 

(8)  ^f^  mx  -f  a)  -  S]  sin  (m  -f  -^-)  a  '^^  , 

ce  qui  est  permis,  parce  que  la  dilïéreiice  des  deux  intégrales  tend 
uniformément  versO  en  vertu  des  conclusions  du  n°  432.  Cette  diffé- 
rence est,  en  effet,  de  la  forme 


C 


F  (a;  4-  a)  sin  f  ?»  +  —  I 


1 4 

a  a 


où  le  crochet  est  une  fonction  cî(a)  continue  ainsi  que  sa  dérivée.  En 
second  lieu,  on  peut  remplacer  l'intégrale  (8)  parla  suivante,  où  e  est 
un  nombre  positif  aussi  petit  qu'on  veut,  mais  indépendant  de  m, 

4  \     rfa 


(9)  ±  r  [/  {X  4-  a)  -  S]  sin  (  m  +  ^)  a 


car  on  néglige  seulement  deux  portions  de  l'intégrale  (8)  qui  tendent 
uniformément  vers  zéro  quand  m  tend  vers  l'infini. 

Partageons  l'intégrale  (9)  en  deux  autres  aux  limites  —  £  et  0,  0  et  e  ; 
ramenons  la  première  aux  mêmes  limites  que  la  seconde  par  le  chan- 
gement de  signe  de  a;  l'intégrale  (9)  sera  remplacée  par  l'intégrale  (44) 
de  la  règle  suivante,  que  nous  sommes  maintenant  en  droit  d'énoncer. 

135.  Règle  de  convergence.  —  La  condition  nécessaire  et  suffisante 
poil?'  que  la  série  de  Fourier  de  f{x)  converge  (uniformément)  vers  S  est 
que,  quelque  petit  que  soit  le  nombre  positif  donné  o),  on  puisse  lui  faire 
correspondre  deux  nombres  t  et  M  (indépendants  de  x)  tels  qu'en  posant 

(10)  cp  (a)  =  fXx  +  a!  +  /  (^  _  a)  -  2  S, 

l'intégrale 

(11,  ±r,„,sin(™  +  |)4 

soit  de  module  <  m  pour  tout  entier  m  >  M. 

Remarque.  Daos  cette  règle,  on  peut  laisser  tomber  la  condition  que 
m  soit  eyitier.  En  effet,  si-  l'on  remplace  m  par  m  +  ()  (0  <  0  <  4)  dans 
l'intéyrale  précédente  et  qu'on  fasse  la  différence,  on  trouve,  après  avoir 

transformé  sin  {m-\-^-\ — — -  ,  a  —  sin  (  m  -\ — ^  )  a  en  produit, 
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9  r^ 

TZ  Jn 


cos  [  m  -f  — ~ —  I  a 


Donc  cette  différence  tend  uniformément  vers  0  pour  m  infini  d'après 
les  conclusions  du  n°  132. 

Posons,  en  vue  de  simplifier  l'écriture,  m  -[-  -~  =  -^,  o  tendant  vers  0 

quand  m  tend  vers  l'infini,  nous  pouvons  encore  énoncer  la  règle  précé- 
dente comme  il  suit  : 

Second  énoncé  de  la  règle.  —  La  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  que  la  série  de  Fourier  de  f[x)  converge  [uniformément)  vers  S 
est  que,  quel  que  soit  oj  j^osiiif,  on  puisse  lui  faire  correspondre  deux 
nombres  positifs  s  e^S,  [indépendants  de  x)  tels  que  l'intégrale 

,,_.  1   f^   ,  ,     .    Tiix  da. 

(12)  —     cp(a)sm 


.'O 


a 


soit  de  module  <  w  pour  toute  valeur  positive  de  o  inférieure  à  ^^. 
136.  Modification  de  cette  règle  au  cas  où  <I>'(0)  =  0.  —  Posons 


<D/: 


Ç\  'f  («)  I  d- 

In 


et  supposons  que  <I>'(a)  :  a  tende  (uniformément)  vers  zéro,  donc  que 
<t'(0)  —  0.  Cette  condition  sera  d'ailleurs  toujours  réalisée  en  un  point 
(dans  un  intervalle  intérieur  à  un  autre)  où  f{x)  est  continue,  car  on 
pose,  dans  ce  cas,  S  =  f[x)  comme  on  le  dira  plus  loin  (n»  138). 

Théorème.  —  Sous  cette  condition,  et  8  étant  supposé  <  e,  on  peut 
remplacer,  dans  le  second  énoncé  de  la  règle  précédente,  Vintégrale  (12) 
par  Vune  des  deux  suivantes  : 

/iQ\        1    p    ,   .     .     Tia  o?a  1    f'cp  (a  +  ô)  —  !p(a)    .     Tra 

13 I    co(a)  sni  -^ ,        (14)     -'-'^ '-^^  SUl  -,-  c/a. 

-   />  û       a     '        ^      '       t:    K  a  o 

En  effet,  on  passe  de  (12)  à  (13)  en  négligeant  une  intégrale  inférieure 
à  la  suivante,  qui,  pur  hypothèse,  tend  (uniformément)  vers  0  avec  ô, 

Il  suffit  donc  de  justifier  le  passage  de  (13)  à  (14).  Changeons  dans  (13) 
a  en  a  +  8  et  décomposons  (13)  en  trois  autres  intégrales  ;  il  vient  suc- 
cessivement 

1    p-%(a  +  8)      .     i:a   ^  1    f  ,      1    f'  l    (^ 

10 
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La  dernière  intégrale,  étendue  à  (0,  S),  a  son  élément  de  module 
<^  I  tp(a  +  o)  I  :  0,  Elle  est  elle-même  de  module  <  <ï>(2o)  :  8  et  tend 
(uniformément)  vers  0  avec  8,  La  précédente  tend  aussi  vers  0  par  les 
théorèmes  des  n°^  131-132.  En  les  négligeant,  l'intégrale  (13)  revient  à 
la  première  seule.  On  peut  donc  ajouter  celle-ci  à  (13),  c'est-à-dire  rem- 
placer (13)  par  l'intégrale 

11  reste  à  montrer  que  l'on  peut  remplacer  celle-ci  à  son  tour  par  (14)  ; 
et,  à  cet  effpt,  nous  allons  prouver  que  la  somme  des  deux  vérifie  les 
conditions  imposées  à  (12)  dans  l'énoncé  de  la  règle  en  question. 

Cette  somme  est  inférieure  en  valeur  absolue  à 

et  a  fortiori  à  la  limite  suivante,  obtenue  par  intégration  par  parties, 
puis  suppression  d'un  terme  intégré  négatif  : 

0   $(£  +  S)    ,    28  C^,     ,    .,  doL 

Le  terme  intégré  tend  uniformément  vers  0  avec  8.  D'autre  part,  dans 
cette  dernière  intégrale,  a  étant  >  8,  on  peut  poser,  u)  tendant  (unifor- 
mément) vers  0  avec  z, 

fp(a  -j-  8)  <  (ij  (a  4-  8)  <  2wa. 
Cette  intégrale  est  donc  moindre  que 
4  oj8 


8  Ç'da.         ,  w 


quantité  aussi  petite  qu'on  veut  avec  w  (donc  avec  t)  quel  que  soit  8. 

Généralisation  du  théorème  précédent.  —  Toujours  sous  la  même 
condition,  on  peut  aussi,  dans  le  second  énoncé  du  n°  précédent,  rem' 
placer  V intégrale  '12)  par  n  importe  laquelle  des  suivantes  : 


1   f".„    ,  ,    .     r.oL   da 

—     A«  '*(a  sin  ^   — 


(n--l,2,3,...) 


Ici  A"«p  désigne  la  différence  n^^'"-^  de  'f(a)  quand  on  donne  à  a  une 
suite  d'accroissements  8.  Ainsi  : 

A'^(a)  =  cp(a  +  8)  —  '^(a),...  A« 'i(a)  ^  A"-*  a>(a  +  8)  —  A"-Xa),... 

En  effet,  on  passe  de  (13)  à  (14)  en  démontrant  qu'il  est  permis  de 
remplacer,  dans  (13),  'f(a)  par  sa  différence.  Or  on  peut  reproduire  une 
démonstration  toute  semblable  pour  passer  d'une  différence  d'ordre  quel- 
conque à  la  suivante.  On  observe,  à  cette  fin,  que  A"  'f  (a)  est  une  somme 
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de  termes  de  la  forme  cp(a  -f-  ^Ô)  et  possède  (a  étant  >  5)  les  propriétés 
de  cp  qui  ont  été  utilisées  pour  faire  ce  passage. 

§  4.  Critériums  classiques  de  convergence 
des  séries  de  Fourier. 

Donnons  d'abord  quelques  définitions  générales  : 

137.  Points  de  discontinuité  de  !'«  espèce.  Points  réguliers.  Fonctions 
à  variation  bornée. — Nous  disons, avec  M.  Lkbesgle,  que  le  point  x^  est 
un  point  de  diaconlinuité  de  première  espèce  de  f[x)  si  cette  fonction  a 
une  limite  finie  fix^  —  0)  quand  x  tend  vers  x^  en  croissant,  et  une 
autre  f{Xo  +  0)  quand  x  tend  vers  a'o  en  décroissant.  Si  ces  deux 
limites  étaient  égales,  la  fonction  serait  continue  au  point  x^. 

Nous  dirons  encore,  avec  M.  Lebesgue,  que  le  point  x^  est  un 
point  régulier  si  f{xQ  —  0)  et  f{Xo  +  0)  existent  et  que  f{Xo)  soit  leur 
moyenne  arithmétique.  En  particulier,  tout  point  où  /"est  continue  est 
régulier. 

Les  points  de  discontinuité  d'une  fonction  bornée  non  décroissante 
(ou  non  croissante)  sont  toujours  de  première  espèce,  en  vertu  d'un 
principe  général  de  la  théorie  des  limites  (t.  I,  n°  16). 

Ihie  fonction  à  variation  bornée(^)est,  par  définition,  la  difiérence  de 
deux  fonctions  cp  et  4'  bornées  et  non  décroissantes.  Elle  ne  peut  d-onc 
avoir  que  des  points  de  discontinuité  de  première  espèce. 

Une  fonction  continue  à  variation  bornée  dans  un  intervalle  (a,  b) 
est  aussi,  dans  cet  intervalle,  la  difiérence  de  deux  fonctions  -f  et  ']/ 
continues  et  non  décroissantes  (^).  En  effet,  si  'f  et  |  n'étaient  pas  con- 
tinues, leurs  oscillations  seraient  les  mêmes  en  chaque  point  de  dis- 
continuité. Appelons  alors  w  la  somme  de  ces  oscillations  en  tous 
les  points  de  discontinuité  entre  a  et  x,  à  droite  de  a  et  à  gauche  de  x; 
les  fonctions  cp  —  w  et  ']>  —  w  seraient  continues  et  non  décroissantes. 
On  les  substituerait  aux  deux  premières  et  la  diff'érence  ne  serait  pas 
changée. 

Dirichlet,  qui  a  traité  le  premier  rigoureusement  la  théorie  des 
séries  de  Fourier,  a  considéré  des  fonctions  bornées  n'ayant  qu'un 
nombre  limité  de  maxima  et  de  minima.  Ce  sont  les  fonctions  qui 
satisfont  aux  conditions  de  Dirichlel.  Elles  sont  évidemment  à  variation 
bornée. 

(')  L'étude  des  fonctions  à  variation  bornée  a  été  failo  il'une  manière  appro- 
fondie dans  le  tome  I,  Chap.  IX.  §  3. 
(2)  Cf.  M,  no  351,  60. 
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138.  Choix  de  S.  —  Pour  les  fondions  dont  nous  venons  de 
parler,  on  peut  choisir  la  détînition  de  la  quantité  S  qui  entre  dans  la 
détlnition  de  o{ol),  à  savoir 

'f  (a)  -=  /-lA-  +  =<)  +  l[X  —  a)  -  -2  S, 

de  manière  que  'f{oi)  tende  vers  0  avec  a.  Il  doit  être  entendu  que  S 

reçoit  alors  celle  valeur. 

Ainsi,  si  la  fonction  est  conlinue,  ou  régulière  au  point  .t;,  on  fait 

S  =  fx);  si  X  est  un  point  de  discontinuité  de  première  espèce,  on 

fait 

fjx  4-  0)  +  fU'  -  0) 
b  --=  2 

139.  Premier  critérium  de  convergence  (Dini).  —  La  série  de  Fou- 
rier  de  /(x)  converge  vers  f{x]  en  tout  point  régulier  tel  que  IHntégrale 

fl  r(')  I  T 

Jo  3C 

existe. 

C'est  la  conséquence  de  la  règle  du  no  i3o.  Quel  que  soit  w  positif, 
on  peut  alors  prendre  cassez  petit  pour  que  cette  intégrale  soit  <  w, 
auquel  cas  l'intégrale  (11)  l'est  a  fortiori  quel  que  soit  m.  Si  cette  con- 
dition se  réalise  avec  e  indépendant  de  x,  la  convergence  sera 
uniforme. 

Ce  critérium  donne  lieu  à  autant  de  cas  particulier  qu'il  y  aura  de 
règles  d'existence  pour  l'intégrale.  En  particulier,  l'intégrale  existe  si 
'f  (a)  est  infiniment  petit  d'ordre  r  >  0  quand  a  tend  vers  0. 

Donc  la  série  de  Fourier  converge  en  tout  point  x  tel  que  l\x  +  a) 
—  f{x)  soit  infiniment  petit  d'ordre  r  >  0  pour  a  ^-^  0.  En  particulier, 
toute  {onction  dérivable  est  représentable  en  série  de  Fourier. 

140.  Second  critérium  (C.  Jordan).  —  La  série  de  Fourier  de  [{x) 
converge  dans  tout  intervalle,  si  petit  soit-il,  oit  f{x)  est  à  variation 
bornée.  De  plus,  la  convergence  sera  uniforme  dans  un  intervalle  inté- 
rieur à  un  intervalle  de  continuité.  La  somme  S  de  la  série  sera  f(x) 
en  tout  point  régulier  ;  en  un  point  de  discontinuité,  ce  sera 

f{x-i-0)  +  f{x-0) 
'2 

Remarquons  que  si  /"est  à  variation  bornée,  o  l'est  aussi.  Or,  si  la 
condition  de  la  règle  du  ii"  135  se  vérifie  pour  deux  lonctions,  elle  se 
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vérifiera  pour  leur  différence.  Il  suffit  donc  de  la  vérifier  en  suppo- 
sant tp  positif  et  non  décroissant.  On  a,  dans  ce  cas,  en  remplaçant 
m  +  j  par  k,  et  transformant  par  le  second  théorème  de  la  moyenne, 
If',..    ,    rfa      œ(e)  f^sin^-a  , 

-      9(a)  sm  /ta =  -!-^-^       doL. 

7t  jo  "  a  T^    Ji'      a 

Cette  quantité  est  de  valeur  absolue  moindre  que 
1  ,     ,  > ,  f^  sin  a  ,    ^  ,      .  , 

-I   f{^)\\^    —^dcL<    I   tp(6)    I. 

La  condition  de  la  règle  se  vérifiera,  w  étant  donné,  en  prenant  e 
assez  petit  pour  qu'on  ait 

|cf(e)  I  =  I  /■(^  +  e)-/(a;+0)  +  /(x-e)-/(a;-0)  |  <a,. 

Enfin,  à  l'intérieur  d'un  intervalle  de  continuité  de  f,  celte  condi- 
tion peut  se  réaliser  avec  un  s  indépendant  de  x,  ce  qui  achève  la 
démonstration. 

141.  Troisième  critérium  (').  —  La  série  de  Fourier  converge  vers 
la  limite  pour  <y.  ^  0  de  la  fonction 

en  tout  point  x  tel  que  cette  fonction  de  a  soit  à  variation  bornée  dans 
l'intervalle  (0,  e). 

Soit  S  cette  limite,  toujours  existante  dans  notre  hypothèse.  Sub- 
stituons-la dans  'f{y.)  ;  la  fonction  à  variation  bornée  : 

n\a)  =  \  r"cp(a)da  ^  \  \''{f{x  +  a)  +  f[x  -  a)  -  2S]  c/a 

tend  vers  0  avec  a  et  je  dis  que  la  règle  du  n°  133  est  applicable. 

En  effet,  écrivons  k  au  lieu  de  m  +  y  ^t  intégrons  par  parties  l'in- 
tégrale de  l'énoncé  de  cette  règle.  Il  vient 

{\[oi)  sin  ^-a  ^  ^  it-(e)  sin  kt-{\'{a)^d  ^-^. 

Soit  (i)  positif  donné.  On  peut  prendre  e  assez  petit  pour  que  le 
terme  intégré  soit  <  w  quel  que  soit  k  (donc  m),  car  ^'{z)  tend  vers  0 
avec  e.  Reste  à  montrer  qu'on  peut  aussi  réaliser  cette  condition  pour 
l'intégrale. 

Comme  M^'  est  à  variation  bornée,  on  peut,  ainsi  que  dans  le  numéro 

(1)  Nous  l'avons  fait  connaître  dans  les  Rendicoitli  del  cirrolo  vuilcmalico  di 
Palermo,  1911. 
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précédent,  raisonner  sur  W  comme  sur  une  fonction  positive  non 
décroissante.  Alors,  par  le  second  théorème  de  la  moyenne,  l'inté- 
grale revient  à 


^I»  ['  -  cl  '^  ^  ^\t)  [sin  k.]l,  -  ^{t)j'^ 


sin  Aa    - 
de/.. 


a 

Donc,  en  prenant  e  et,  avec  lui,UJ*(e)  assez  petits,  on  rendra  la  valeur 
absolue  de  cette  expression  <  to  quel  que  soit  k. 

Si  l'/e)  tend  uniformément  vers  0  quand  x  varie,  la  convergence 
sera  uniforme. 

Il  est  assez  facile  de  montrer  que  ce  critérium  contient  les  deux 
précédents.  Par  contre,  ainsi  que  M.  Lebesgue  nous  l'a  fait  remarquer, 
on  pourrait  le  faire  rentrer  dans  le  suivant  : 

142.  Quatrième  critérium  (Lebesgue),  —  La  série  de  Fourier  con- 
verge (uniformément)  vers  f{x)  en  tout  point  (dans  tout  intervalle  inté- 
rieur à  un  autre)  où  f{x)  est  continue.,  si,  quel  que  soit  oj  positf,  on 
peut  lui  faire  correspondre  deux  nombres  positifs  z  et  8,  (indé2iendants 
de  x)  tels  que  Von  ait.,  pour  8  <  S,, 


cp(a  -I-  S)  —  cp(a) 


0?a<( 


Reportons-nous  aux  conditions  du  n°  130,  Si  /'est  continue,  <Ij'(0)=0 
et  <ï»'(a)  :  X  converge  (uniformément)  vers  0, 

L'intégrale  (14)  est  de  module  moindre  que  celle  que  nous  venons 
d'écrire,  ce  qui  justifie  notre  énoncé. 

GÉNÉRALISATION,  —  Si  l'oH  utllise  le  second  théorème  du  n"  136  au 
lieu  du  premier,  on  généralise  le  critérium  de  M,  Lebesgue,  On  peut, 
en  effet,  remplacer  l'intégrale  qui  figure  dans  son  énoncé  par  l'intégrale 
plus  générale  : 

da 


1   l'^\ 

-         A»  «.(a) 


qui  se  réduit  à  celle  de  M,  Lebesgue  pour  n  =^  \. 

143.  Cinquième  critérium  (Dini).  —  La  série  de  Fourier  converge 
uniformément  vers  f{x)  dans  tout  intervalle  intérieur  à  un  autre  où 
f{x)  est  continue  et  où  le  produit 

Log  0  I  cp(a  +  ô)  —  tf(a)  I 

tend  uniformément  vers  0  avec  S. 

C'est  la  conséquence  du  critérium  de  M.  Lebesgue  no  (142).  A  tout 
w  positif  coriespond  un  8i  tel  qu'on  ait,  pour  o  <  o,  et  a  quelconque, 
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1  L0g-8|  .  I  <f(a-f  S)  -cp(a)  I    <a,, 
auquel  cas 

1  p  I  y(«  +  S)  -  y(a)     ^^^  (0 C'da^o^ 

et  la  condition  du  critérium  est  réalisée. 

GÉNÉRALISATION.  —  Lci  Série  de  Fourier  converge  uniformément  vers 
f{x)  dans  tout  intervalle  intérieur  à  un  autre  où  f[x)  est  continue  et  où 
le  produit 

Log  S,  A"(f(a) 

tend  uniformément  vers  0  avec  ô. 

La  démonstration  est  la  même  que  la  précédente  sauf  qu'on  se  sert 
de  la  généralisation  du  critérium  de  M.  Lebesgue  (no  142). 

§  5.  Exemples  de  développements  en  séries  de  Fourier. 

144.  Cas  des  fonctions  non  périodiques.  Séries  de  sinus  et  séries  de 
cosinus.  —  On  peut  avoir  à  développer  une  fonction  non  périodique 
dans  un  intervalle  d'amplitude  Stt,  par  exemple,  dans  l'intervalle 
( —  TT,  -f  tt).  On  revient  alors  au  cas  de  la  fonction  périodique  par 
l'artifice  suivant  : 

Soit  Y{x)  la  fonction  proposée.  On  lui  substitue  une  fonction  f{x) 
de  période  2Tt,  définie  par  la  condition  d'être  égale  à  Y[x)  dans  l'in- 
tervalle de  ( —  71  +  0,  t:).  Le  développement  de  f{x)  en  série  de  Fou- 
rier sera  celui  de  ¥{x)  dans  l'intervalle  (—  tt,  +  n). 

Les  propriétés  de  f[x)  feront  connaître  la  manière  dont  la  série  se 
comporte  aux  extrémités  de  l'intervalle.  Supposons  Y{x)  et,  par  suite, 
f{x)  à  variation  bornée.  Pour  x  -=  u,  la  somme  de  la  série  sera 

A^-0)  +  /(7r  +  0)       F(Tr-O)  -j-F(-7r  +  0) 


Donc,  si  F  est  continue,  mais  non  périodique,  les  extrémités  de 
l'intervalle  se  comportent  exactement  comme  des  points  de  disconti- 
nuité. Au  contraire,  si  F  est  continue  et  reprend  la  même  valeur  aux 
points  a;  =  ±  TT,  la  convergence  sera  uniforme  dans  tout  intervalle 
d'après  le  critérium  de  M.  C.  Jordan  (no  140). 

On  peut  aussi  se  proposer  de  développer  Y{x)  en  série  de  cosinus 
(ou  de  sinus)  seuls  dans  un  intervalle  d'amplitude  tt,  par  exemple 
dans  (0,  tî).  On  substitue  alors  à  Y{x)  une  fonction  f[x),  paire  (ou 
impaire),  de  période  Stt,  définie  par  la  condition  d'être  égale  à  V[x) 
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dans  l'intervalle  (0,  tî).  Le  développement  de  f{x)  sera  le  développe- 
ment cherché,  car  il  ne  contient  que  des  cosinus  si  /'est  paire,  que 
des  sinus  si  /"est  impaire. 

145.  Exemples  de  séries  de  sinus.  —  Les  coefficients  b^  du  déve- 
loppement en  série  de  sinus  sont  (f  étant  impaire)  fournis  par  les 
formules 

"'••  ^  ^11=  ^f  "  i  [  r+ ji  «-'  ''"  «='•  '"]' 

2 

d'où,  en  changeant  Tt  en  tt  —  a  dans  la  dernière  intégrale, 

IL 
bm  -  -  fV(a)  -  (-  1)'"  fin  -  a)]  sin  ma  rfa. 

Premier  exemple.  —  Soit  à  développer  ti  :  4  dans  l'intervalle  (0,7:)  ; 
on  a  A(a)  ^  /■(-  —  a\  donc  b^k  =^  0  et 

Par  conséquent,  entre  0  et  tî  (limites  exclues), 
Tt        .         ,    sin  3ir  ,  sin  bx  , 

Entre  —  r  et  0,  la  série  a  pour  somme  —  n  :  4.  Pour  x  =  0,  sa 
valeur  est  0,  moyenne  des  valeurs  de  part  et  d'autre,  conformément 
aux  théories  générales. 

Deuxième  exemple.  —  Soit  à  développer  j—  ^dansTintervallefO,?:). 
On  a  /(a)  -^  —  f{Tt  —  a),  donc  èj/t+i  =  0  et,  en  intégrant  par  parties, 

"'*  -f  ('-  v)  -''»  2t.  rfa  =  4  -  ^ j;^cos  ,H  é.  =  4. 
Par  conséquent,  entre  0  et  7:  (limites  exclues), 

71      X  _  sin  2a.'      sin  4a?      sin  6a; 
4~2~      2      +"4""^       Ô~~^"' 

et  la  série  est  encore  discontinue  pour  x  =  0. 
Si  l'on  soustrait  ce  développement  du  précédent,  il  vient 

x        .  sin  2a;  ,   sin  3a;      sin  4a;  , 

2  -  sma 2-  +  -3 ^  +  - 
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et,  les  deux  membres  étant  impairs,  cette  nouvelle  formule  est  valable 
entre  —  n  ei  +  t.  (limites  exclues). 
De  même,  en  ajoutant, 

TT  —  X        .        ,    sin  2a:  ,   sin  3a;  , 

et  cette  formule  est  valable  de  0  à  2tt  (limites  exclues),  parce  que  les 
deux  membres  changent  seulement  de  signe  quand  on  change  x  en 

'^TZ   —X. 

146.  Exemples  de  séries  de  cosinus, — Les  coefficients  Om  du  déve- 
loppement en  série  de  cosinus  sont  (/'  étant  paire)  fournis  par  les 
formules 

am  =  -      =  -      ==         +      /'(a)  cos  my.  dx  , 

~J-iz       ^.'o  \_Jo         J  ■ji  J 

2 

d'où,  en  changeant  a  en  t:  —  a  dans  la  dernière  intégrale, 

r 

2  n 

a  m  =  -      f/(«)  +  (—  i)'"  /■(-  —  a)l  cos  ma  rfa. 

71  X 

Premier  exemple.  —  Soit  à  développer  j  —  â  dans  l'intervalle  (0,  u). 
Comme  /(a)  =  —  /(t:  —  a),  on  a  a^n  -^  0  et,  en  intégrant  par  parties, 

d'oùrtîAt+i  =  2  :  (2A;  -|-  1)-  tt.  Par  conséquent, 

Tw      X      2  r  ,   cos  3  a;   ,  cosba;    ,      1 

4-2-^r"  +  "3— +  -5-+-J- 

Cette  égalité  est  valable  entre  0  et  7t,  limites  comprises. 

Deuxième  exemple.  —  Soit  à  développer  sin  i)x  {p  entier)  dans  l'in- 
tervalle (0,  TZ). 

Si  p  est  pair,  f{<x)  =  —  /(t:  —  a)  ;  donc  a^h  =  0  et 
Si  p  est  impair,  /"(te)  =  /(n  —  «)  ;  donc  (!,»+,  =  0,  et 
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Il  vient,  en  définitive,  entre  0  et  :r, 

/  Ap  r  cos  a:     ,    cos  Sx   ,   cos^x    ,      n 

SHl  px  =  {    ,      ^     . 

4pr   l      ,    cos  2a;   ,    cos  4x    ,       \  ,    . 

Troisième  exemple.  —  Soit  à  développer  Log  (^  sin  |  J  en  série  de 
cosinus  dans  l'intervalle  (0,  tt).  On  a  d'abord  (t.  I,  n»  251) 

flo  -  I  j[  Log  (^2  sin  ^)  rfa  =-  2  Log  2  - 1  f  Log  Tsin  0  <?«  =^  0. 

Ensuite,  en  intégrant  par  parties,  puis  par  la  formule  (5)  du  n"  130, 


2f 

cos  ma  Logf2 

sin 

;)^  = 

WttJo 

sin  ma  cos  ^ 

.     a 

Sin  ^ 

rf« 

4    psin(m+i)a 
^"^-'^         2sin^ 

doL 

sin  im  — 
2  sin 

a 

2 

m 

On  a  donc, 

entre  0  et  -rr, 

J      (^    .    x\                 ,    COS  2a;   ,    cos  3a;    , 
—  Log  (^2  sin  2  j  -  cos  x  +  — ^ 1 3 ^  - 

Si  l'on  écrit  au  premier  membre  —  5-  Log('4sin=' |\  les  deux 

membres  seront  pairs  de  période  27r  et  la  formule  subsistera  quel  que 
soit  X.  La  fonction  considérée  ici  n'est  plus  bornée,  elle  est,  en  effet, 
infinie  pour  x  =  h^. 

§  6.  Séries  de  Fourier  quelconques. 
Sommation.  Singularités. 

147.  Intégration  des  séries  de  Fourier.  —  Théorème.  —  Une  série  de 
Fourier  (même  divergente)  de  fonction  absolument  intégrable  (n»  429) 
peut  toujours  être  intégrée  terme  à  ternie  dans  un  intervalle.  Si  les 
limites  de  l'intervalle  varient,  la  convergence  est  uniforme.  (Lebesgue). 

En  effet,  considérons  le  développement  formel 

4  ^ 

(1)  f{x)  —  ^  «0  ^  ^  («»«  cos  mx  \-  hn;  sin  mx), 

le  signe  ca5  signifiant  seulement  que  le  second  membre  est  la  série  de 
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Fourier  du  premier,  donc  que  a,»  et  bm  sont  les  constantes  de  Fourier 
de  r{x). 

Soit  ¥{x]  l'intégrale  du  premier  membre  entre  0  el  x;  on  aura  la 
relation 


(2) 


F(2:r)  -  F(0)  =  ['""[n^')  -^]dx^  0. 


Mais  F,  étant  continue  et  à  variation  bornée,  peut  se  développer 
en  série  de  Fourier  uniformément  convergente  entre  0  et  Stt,  sous  la 
forme 

(3)  ¥{x)  =  ~  ■-}-  S  (A„,  cos  mx  +  B;„  sin  mx). 

Les  coefficients  de  Fourier  de  F  se  ramènent  à  ceux  de  /'par  une 
intégration  par  parties.  Il  vient,  en  effet,  les  termes  aux  limites  s'an- 
nulant  par  (2), 

i  p~                                     1   f'^^                                 b 
A»i  =  -        F(A')  cos  7UX  (ix  = —       F'{x)  sin  7nx  dx  = ~. 

i    C^"^  1      f^''^  Um 

B„,  =  V{x)  sin  mx  dx  --  —       F'(ic)cosma;  dx  =  — • 

Substituons  ces  valeurs  dans  (3).  Eliminons  ensuite  Ao  en  sous- 
trayant membre  à  membre  de  Téquation  (3)  celle  qu'elle  fournit  pour 
x  ^  Q.  Nous  trouvons,  pour  x  compris  entre  0  et  2^,  le  développe- 
ment uniformément  convergent 

p(  .)  _  V  (1  —  ^m)  cos  mx  4-  «m  sin  mx 


m 

C'est  précisément  ce  qu'on  obtient  en  intégrant  le  second  membre 
de  (1).  L'intégration  est  donc  permise  entre  0  et  2?:  et,  par  suite,  dans 
tout  intervalle  à  cause  de  la  périodicité. 

148.  Sommation  des  séries  de  Fourier  divergentes.  —  Sommer  une 
série  de  Fourier  divergente,  c'est,  connaissant  cette  série,  déterminer  la 
fonction  génératrice.  En  d'autres  termes,  c'est  déterminer  f{x)  quand 
on  connaît  ses  constantes  de  Fourier. 

Le  tbéorème  précédent  fournit  un  premier  procédé  pour  résoudre 
cette  question,  car  il  permet  de  déterminer  l'intégrale  indéfinie  de 
f[x)  et,  par  conséquent,  f{x)  lui-même  partout  où  f{x)  est  la  dérivée 
de  son  intégrale  ('),  en  particulier  partout  où  f{x)  est  continue. 

(')  Donc  presque  partout  si  l'on  se  place  au  point  de  vue  de  M.  Lebesgue. 
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Ce  procédé  de  sommation  est  indirect.  On  peut  aussi  se  servir  des 
procédés  généraux  de  sommation  des  séries  divergentes  étudiés  par 
iM.  BoREL  (Leçons  sur  les  séries  divergentes).  Nous  allons  indiquer  en 
quoi  ils  consistent. 

149.  Procédé  général  de  sommation  des  séries  divergentes.  —  Le 
procédé  de  M.  Borel  consiste  à  multiplier  les  termes  successifs  de  la 
série  divergente  proposée,  à  savoir 

Wo  +  Wi   +   -  4-  Un  +  - 

par  des  facteurs,  fonctions  d'un  paramètre  r  : 
aoir),  a,{r),...  an{r),... 
qui  sont  positifs,  non  croissants  d'un  facteur  au  suivant,  et  tendent 
tous  vers  l'unité  quand  r  tend  vers  une  certaine  limite  r^.  On  forme 
ainsi  une  série  auxiliaire 

I.an{r)  Un. 

On  s'arrange  de  manière  qu'elle  converge  tant  que  r  n'atteint  pas 
sa  limite.  Alors  si  la  somme  de  la  série  auxiliaire,  qui  dépend  de  r, 
tend  vers  une  limite  quand  r  tend  vers  ^o,  cette  limite  sera,  par  défi- 
nition, la  somme  (au  sens  généralisé)  de  la  série  proposée. 

Cette  généralisation  serait  évidemment  inutile  si  l'on  n'avait  le 
théorème  suivant  : 

Théorème.  —  La  somme  d'une  série  au  sens  généralisé  coïncide  avec 
la  sonmie  au  sens  ordinaire  chaque  fois  que  la  série  converge. 

Les  termes  de  la  série  auxiliaire  tendent  vers  ceux  de  la  proposée. 
Reste  à  montrer  que  l'on  peut  passer  à  la  limite  dans  chaque  terme 
et,  à  cet  effet,  que  la  convergence  de  la  série  proposée  entraîne, 
pour  r  variable,  la  convergence  uniforme  de  la  série  auxiliaire. 

Soit  e  un  nombre  positif.  Posons 

Rn    =  Un  +  Un+i  +  - 

La  série  étant  convergente,  on  peut  assigner  un  nombre  N  tel  que 
I  Rn  I  soit  <  e  pour  n  >  N.  Le  reste  pn  de  la  série  auxiliaire  est 

Pn  =  fln(Rn+l  — Rn)  +  ûl/i-fi  (Rn+2  — R?i-l-i)  +  <l«+a  (Rn+3 — Rn+î)  +  ••• 
■=»  Un  Rn  -f  [O'n+i  —  ttti  )  Rn-|  i  -"h  {dn+i.  —  dn-^i)  Rn+2  +  ••• 

Tous  les  R  sont  de  module  <  e,  toutes  les  parenthèses  négatives, 
de  sorte  que,  pour  n  >  N,  on  a  aussi 
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I  pu  I  <  e  [fl„+  {an—  anu)  +  •••]  <  2e  «„  <  2e. 
Donc,  N  étant  indépendant  de  r,  la  convergence  est  uniforme. 

150.  Procédé  de  la  moyenne  arithmétique.  —  Le  procédé  de 
sommation  qui  précède  avait  déjà  été  appliqué  par  Poisson  aux 
séries  de  Fourier.  Poisson  faisait  a„=-r",  r  tendant  vers  l'unité. 
Nous  avons  fait  connaître  nous  mêmes  un  nouveau  procédé  du 
même  genre  (').  Nous  laisserons  ces  méthodes  de  côté  et  nous  allons 
étudier  le  procédé  de  la  moyenne  arithmétique,  que  M.  Fejèr  a  appli- 
qué avec  beaucoup  de  succès  à  la  théorie  des  séries  de  Fourier.  Ce 
procédé,  qui  rentre  aussi  dans  les  procédés  généraux  de  M.  Borel, 
consiste  à  attribuer  comme  somme  à  la  série  considérée,  dont  les 
71  +  1  premiers  termes  ont  pour  somme  Sn ,  la  limite  pour  n  infini, 
quand  elle  existe,  des  quantités 

(4)  ^n  - ^  «    ^  ("  —  ^)  "^  • 

"  n  h=o 

Les  facteurs  a  de  la  méthode  de  iM.  Borel  sont  ici  de  la  forme 

et  tendent  vers  1  quand  le  paramètre  n  (au  lieu  de  r)  tend 

vers  l'infini.  Mais  les  coefficients  a  deviennent  tous  nuls  à  partir  d'un 
certain  rang,  ce  qui  peut  être  considéré  comme  un  avantage,  les 
sommes  <yn  définissant  alors  des  suites  Irigonométriques  finies. 

Quand  la  série  est  convergente,  le  procédé  de  la  moyenne  arithmé- 
tique coïncide  avec  le  procédé  de  sommation  ordinaire,  en  vertu  du 
théorème  du  no  précédent.  Mais  la  réciproque  n'est  pas  toujours 
vraie.  Elle  l'est  cependant  dans  un  cas  important,  comme  le  montre 
le  théorème  suivant  : 

151.  Théorème  de  Hardy-Landau.  —  Lorsqu'une  série  u^  -(-m, 
+  u.^  -f  •••  est  positive  ou,  plus  généralement,  telle  que  le  produit  m,Um 
reste  supérieur  à  un  nombre  négatif  fixe  —  A,  alors,  si  la  série  est 
sommable  par  le  procédé  de  la  moyenne  arithmétique,  elle  est  convergente 
et  on  lui  trouve,  par  conséquent ^  la  même  somme  par  le  procédé  de  som- 
mation ordinaire. 

Soit,  comme  ci-dessus, 

m  m— 1 

S„i  =  2]  Mft ,  E  Sft  =  m(Jm- 

o  o 

(»)  Bulletins  de  l'Académie  Royale  de  Belgique,  n"  3,  1908. 
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On  en  tire,  pour  tout  entier  p  <  m, 

m—i 
£    Sa  -=  ma„,  —  (m  —  jj)a,„_p  =:.  p<:,n-p—  m(a,„— a  ,„_p). 

»/-t-J3-l 

Mais  on  a,  pour  k  compris  entre  m  —  p  et  m,  et  pour  /  compris 
entre  m  et  m  -f  p,  la  parenliièse  dans  les  expressions  ci-dessous  ren- 
fermant au  plus  p  termes, 

\ 

Sa  =  S„,  —  {Uk+i  -] 1-  ii,„)  <  S„,  +  p  ^^  -  ; 

S;   =---   S„,  +  {U,n  +  l  +   -   +   Ua)   >   S,„  —  p.    ^^. 

Substituant  ces  limites  dans  les  précédentes  équations,  et  divisant 
par  j;,  on  en  tire 

^«i  —  -^  A  <  a„,+^  —  —  (cr,„+^,— »,„). 

Soit  S  la  limite  de  ^m-  Faisons  tendre  m  vers  l'infini,  et  m—p  avec 
lui,  mais  de  manière  que  p  :  m  tende  vers  un  nombre  positif  donné  e 
d'une  petitesse  arbitraire.  Nous  tirons  des  relations  précédentes 

e  A 

lim  S«  +  -, >  S,  lim  S„,  —  ^A  ^  S. 

i  —  e 

Donc,  e  étant  arbitraire,  lim  S,„  =-  S. 

152.  Intégrale  de  M.  Fejèr.  —  Dans  le  cas  des  séries  de  Fourier, 
<^m  s'exprime  par  une  intégrale  remarquable,  qu'il  faut  rapprocher  de 
celle  de  Dirichlet,  et  que  nous  appellerons  intégrale  de  M.  Fejèr. 

La  somme  S,„  étant  fournie  par  l'intégrale  de  Dirichlet  (n°  130),  il 
vient,  en  effet, 

rii-i 

71  £  sin  {k  +  t)  a 

rmzJ^T,'^   ^  2  sin  ~  a 

2 

et,  en  utilisant  la  formule  de  sommation  suivante  : 

.    a*"-!  .    ,,    ,    i .          '«-*  cos  ka  —  cos  (A:  +  l)a       1  —  cos  ma 
sm^  1  sin  [k  +  i)  a  =  S  ^  ^ 2 ' 

on  trouve  Yinlégrale  de  M.  Fejèr  : 
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/ex  1    r^  ./      ,     \    i  —  COS  ma    , 

m7rj_/^         '    (2sin|a)'^ 

Si  l'on  remplace  (1  —  cos  ma)  par  2  sin-  m  ^  et  la  variable  d'inté- 
gration a  par  2a,  elle  se  ramène  à  la  forme 


<«>     ""-,-Lf'«-  +  ^'-)  +  *-*«"(4nr^-J 


rfa. 


L'intégrale  de  M.  Fejèr  présente  sur  celle  de  Diriclilet  un  avantage 
précieux  :  le  facteur  qui  multiplie  /"est  essentiellement  positif,  ce  qui 
autorise  l'usage  du  théorème  de  la  moyenne.  Nous  allons  immédiate- 
ment nous  en  servir. 

153.  Théorème  obtenu  par  l'application  du  théorème  de  la  moyenne 
à  l'intégrale  de  M.  Fejèr.  —  Si  l'on  désigne  par  L  et  l  les  bornes  supé- 
rieure et  inférieure  de  [supposée  bornée,  toutes  les  sommes  <t^  de  M.  Fe- 
jèr sont  intermédiaires  entre  l  et  L. 

En  effet,  le  théorème  de  la  moyenne  s'appliquant  à  l'intégrale  de 
M.  Fejèr,  »„,  est  compris  entre 

71  TI 

2/  C^       .       2L  p/sinma^•-  , 

—         et         -        —. I   (/a, 

m-njç,  mizjQ  V  sm  a  y        ' 

c'est-à-dire  entre  /  et  L,  car,  pour  m  >  1,  on  a 


mTTJo  V  sm  a  y 


l'intégrale  de  M.  Fejèr  se  réduisant  à  cela  quand  /"se  réduit  à  1. 

M.  Fejèr  a  déduit  de  là  un  résultat  très  élégant  : 

Si  f[x)  est  bornée  comme  ci-dessus  par  les  deux  nombres  l  et  L  et  si 
les  modules  des  produits  ma,,,  et  mb,,,  de  ses  constantes  de  Fourier  par 
leur  indice  ne  surpassent  pas  deux  nombres  fixes  ket  B  quel  que  soit  m, 
alors  une  somme  S,„  quelconque  de  la  série  de  Fourier  est  comprise 

entre 

/  — (Â  +  B)        et        L  +  (A  +  B). 

En  eflTet,  l'équation  (4)  du  no  150  peut  s'écrire 

\  n—i 

<Jn  =   Sn-i 2    kUu. 

n  o 
Dans  notre  hypothèse,  on  a 

I  kuh  I  =  I  k{aK  cos  kx  -f-  bu  sin  kx)  \  <  k  -\-  B. 
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Par  conséquent,  <Jn  —  S,i_i  est  compris  entre  ±  (A  +  B).  D'ailleurs 
an  étant  compris  entre  /  et  L,  on  obtient  ainsi  le  théorème  énoncé. 

Remarque.  —  Le  théorème  précédent  est  toujours  applicable  aux 
fondions  à  variation  bornée  dans  tout  l'intervalle  d'amplitude  2  -.  En 
effet,  les  produits  ma,,,  et  mb,,,  sont  essentiellement  bornés  quand  la 
fonction  est  à  variation  bornée.  Il  suffit  de  le  prouver  pour  une  fonc- 
tion non  décroissante.  On  a,  dans  ce  cas,  par  le  deuxième  théorème 
de  la  moyenne, 

-      I{x)  cos  mx  dx  -=   ^  _  '''   j     -f  ^—      cos  mx  dx, 

donc 

^    _^  /(— -i  — /(t:)  sinmj 
"*  7t  m 

et  une  formule  analogue  pour  b,,,,  ce  qui  prouve  la  proposition. 
Application.  —  On  a,  entre  0  et  2u  (n°  145), 
■K  —  X       sin  X       sin  'ix      sin  3^' 


1       '       2       '       3 


Dans  ce  cas-ci,  /  =  —  -,  L  =  -|-^,  A  =  0,  B  =  l,  donc,  quel  que 
soit  n,  la  somme 

sin  X       sin  1x  sin  nx 


est  comprise  entre  ±  ^^  +  1  j. 


154.  Condition  de  convergence  du  procédé  de  M.  Fejèr.  —  Cherchons 
la  condition  pour  que  ï,^  tende  vers  une  limite  déterminée  S.  A  cet 
effet,  soustrayons  de  l'équation  (6)  l'équation  (7)  du  n°  précédent  mul- 
tipliée par  S.  En  posant, 

,8)  -f  (a)  =  l\x  +  2a)  +  i{x  -  2a)  —  2S, 

il  vient 


'MTcJo  '  ^  'V  Sin  a  y 


La  condition  pour  que  a^  tende  (uniformément)  vers  S  est  que  cette 
intégrale  tende  (uniformément)  vers  0.  D'ailleurs,  quelque  petit  que 
soit  e  positif,  on  peut,  de  proche  en  proche,  remplacer  dans  cette 
condition  l'intégrale  précédente  par  les  deux  suivantes  ; 
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/sin  ?na\-  , 
I  (h.. 


1    C^  .  Vsin  mcny  ,  \  f-  ,  , /sini 

grales 


car  les  différences  de  chacune  à  la  suivante  s'expriment  par  les  inté- 


r 


—     o  a  suV^  un  1  — r ^^    dn,       —     cp\a) a«, 

mit jo  ^  ^a'       sin^  ay  //mj. ''\     a     y 

qui  sont  respectivement  de  modules  moindres  que 

--  Pl  -i  'a)  I  ('K  -  -V^  </^-,  -^^  fl   ?('^)   I  '^'^•• 

mTTJo    '  •       va-        sin-  ay  /ht:  s  Vu  '  '  '  '  ' 

et  tendent,  par  conséquent,  uniformément  vers  0  quand  m  tend  vers 
l'infini.  De  là,  la  règle  suivante  : 

Règle.  —  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  ^,n  tende 
(uniformément)  vers  S  est  que,  à  tout  nombre  positif  i^^  on  puisse  faire 
correspondre  deux  nombres  e  et  M  (indépendants  de  x)  tels  que  linlé- 
grale 

■wTtJo^    V    a    y 

soit  de  module  <  w  pour  tout  entier  m  >  M. 

Cette  condition  est  évidemment  réalisée  si  cp(a)  tend  vers  0  avec  y, 
car  alors  on  peut  prendre  e  assez  petit  pour  que  |  cp(a)  |  soit<w  pour 
a<e,  auquel  cas  l'intégrale  précédente  est  de  module  moindre  que 

^ç{'^'^Yd.<''^r('^)\h='i 

mrjo  \       a       /  "  Tzjo    V    a    y  2 

cette  dernière  intégrale  ayant  été  calculée  au  n"  63. 

C'est  ce  qui  arrive  :  1"  en  tout  point  de  continuité,  en  faisant 
S  =/■;  2°  en  tout  point  de  discontinuité  de  première  espèce,  en  faisant 
2S  =  f'{x-\-  0)  f  f'{x  —  0).  De  plus,  la  convergence  sera  uniforme 
dans  tout  intervalle  intérieur  à  un  intervalle  de  continuité.  De  là,  le 
théorème  suivant,  généralisé  ensuite  par  iVI.  Lebesgue  : 

155.  Théorème  de  M.  Fejèr.  —  Le  procédé  de  la  moyenne  aritfimé- 
tique  permet  de  sommer  la  série  de  Fourier  en  tout  point  de  continuité 
de  f{x)  ou  en  tout  point  de  discontinuité  de  première  espèce,  La  somme 
ainsi  attribuée  à  la  série  sera 

^,,        ou        ^'-  +  "'+^''^-"', 
suivant  le  cas.  11 


1G2  CHAPITRE  IV.  —  REPRÉSENTATION  ANALYTIQUE  DES  FONCTIONS 

Corollaire  1.  —  Si  la  série  de  Fourier  converge  en  un  point  de 
continuité  ou  de  discontinuité  de  première  espèce,  elle  doit  donc  néces- 
sairement converger  vers  les  valeurs  indiquées  dans  le  théorème  pré- 
cédent. C'est  un  cas  particulier  du  théorème  établi  au  n"  149. 

Corollaire  II.  —  Si  les  produits  7na„,  et  mb,,,  sont  bornés,  le  pro- 
duit ?««,„  OLi  u„,  est  le  terme  général  de  la  série  de  Fourier  est  borné 
aussi.  On  peut  appliquer  le  théorème  de  Hardy-Landau.  Donc 

Si  les  produits  ma,,,  et  mb,„  sont  bornés,  la  série  de  Fourier  converge 
vers  fiùr)  et  tout  point  de  cojitinuité  et  vers^  [[{x  —  0)  +  f{x  -\-  0)]  en 
tout  point  de  discontinuité  de  première  espèce. 

C'est  ce  qui  a  lieu  pour  les  fonctions  à  variation  bornée  dans  tout 
intervalle,  d'après  la  remarque  du  n*»  153.  Nous  retrouvons  ainsi,  dans 
un  cas  particulier,  le  critérium  de  M.  C.  Jordan  (n°  140). 

156.  Théorème.  —  La  série  de  Fourier,  sommée  par  le  procédé  de 
M.  Fejèr,  a  pour  somme  f{x)  presque  partout  (Lebesgue). 

Prenons  S  =  /"(a?)  ;  nous  allons  montrer  que  ^^j  converge  vers  f{x) 
en  tout  point  x  tel  que  \  cp(a)  |  soit,  pour  ol  =  0,  la  dérivée  de  son  inté- 
grale indéfinie. 

L'intégrale  de  la  règle  du  n»  154  est  de  module  inférieur  à  l'intégrale 
essentiellement  positive 


Pour  prouver  que  la  l'ègle  s'applique,  il  suffira  évidemment  de  décom- 
poser cette  intégrale  en  termes  :  ou  négatifs,  ou  infiniment  petits  avec 
1  :  m  (ô  fixe),  ou  aussi  petits  qu'on  veut  avec  z  (quel  que  soit  m). 

Posons,  ces  deux  fonctions  ^'  et  '!>  de  a  étant  absolument  continues  en 
dehors  du  seul  point  a  =  0,  ce  qui  autoi  isera  nos  intégrations  par  parties 
(noH2), 

fa  (J)  (J)'        .9(1) 

a>(a)  =  Jj  '.  I  «?a,         q'-(a)  =  ^'  ^•'  =    .T  "  V  ' 

et  observons  que,  en  tout  point  x  de  la  nature  indiquée,  c'est-à-dire  où 
'^^'(0)  ^  0,  le  quotient  <l>(a)  :  a  tend  vers  0  avec  a. 

Une  première  intégration  pai'  parties  ramène  l'intégrale  à  décomposer 
à  la  forme 

<P(c)sin-m£       1  ^^,.  ,  ,    .«       ;     ,     2    pa)(a)/sin  w?aY 

—^ U     a   sin2mac/a  -^ — ^ d<x. 

m-Kt-  t.Jq        ^   '  771-kJo      a    V       a      / 
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Le  terme  intégré  est  infiniment  petit  avec  1  :  m;  la  dernière  intégrale 
aussi,  car,  <I>(a)  :  a  tendant  vers  0  avec  a,  c'est  l'intégrale  qu'on  vient  do 
discuter  dans  la  démonstration  du  théorème  de  M.  Fejèr.  Quant  au 
terme  du  milieu,  en  laissant  de  côté  une  partie  négative,  il  se  réduit  à 

U'    a)  Sin2ma  rfa  =  -^^^ n  '  a  COS  2maf/a. 

Le  terme  intégré  est  infiniment  petit  avec  1  :  m.  L'intégrale  qui  suit 
est  moindre  que 

2mit. 


Effectuons  une   intégration   par   parties  sur  <t^'  et  laissons  de  côté  un 
terme  intégré  négatif  :  cette  expression  est  moindre  que 

1      *(£)    ,     2 
2mit 


Le  terme  intégré  est  infiniment  petit  avec  1  :  m.  Dans  l'intégrale,  on 
a  <ï>  <œa  où  (o  peut  être  supposé  aussi  petit  qu'on  veut  avec  t.  L'inté- 
grale est  donc  moindre  que 

2coj'e(/a        8co 
-        -^  <  -^  <  w, 

4m 

et,  par  conséquent,  aussi  petite  qu'on  veut  avec  i. 

Pour  prouver  l'énoncé  de  M.  Lebesgue,  il  reste  encore  à  monti'cr  ipie 
l'on  a  (P'(0)  ^  ()  presque  partout.  On  a 

I  t(°<)  I  ^  I  /"(^  +  2a)  -  f{x]  I  +    I  l\x  -  2a)  -  t{x)  |. 
Cette  condition  sera  donc  réalisée  en  tout  point  x  où 

pi  /-(^  +  «)  _  /(a;)    I  c/a 
Jo 

aura   sa  dérivée  nulle  pour  a  =  0;  en  particulier,  en  tout  point  x  où 
I  [(x)  —  c  I  sera  la  dérivée  de  son  intégrale  indéfinie  quel  que  soit  c, 
donc  presque  partout  (n^  102). 

157.  Théorème.  —  Si  cp(ic)  cl  f[x)  sont  sommahles  ct^  de  plus,  f 
bornée,  rintégrale 


F{u)  =^      ^[x)  f[x  +  u)  dx 
Ja 


est  fonction  continue  de  u.  Si  f  ri  est  pas  bornée,  la  conclusion  subsiste, 
pourvu  que  œ'~  et  f'  soient  sormnables. 

On  suppose  que  u  varie   de  manière  ({ue  x  -\-  a  ne   sorte   pas  d'un 
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intervalle  (A,  B)  où  ces  conditions  ont  lieu.  On  peut  d'ailleurs  toujours 
admettre  que  /"et  (p  sont  non  négatifs.  Nous  ferons  donc  cette  hypothèse. 
1»)  Si  f[œ)  est  continue,  on  peut  donner  à  u  un  accroissement  assez 
petit  pour  que  celui  de  /"(a;  -f  u)  soit  <  z  quel  que  soit  x^  auquel  cas 
celui  de  F[h)  sera  moindre  que 


Jn 


cp(a;)  I  dx, 

donc  aussi  petit  qu'on  veut,  et  F(^^)  est  continue. 

2"  Si  f  est  sommable  et,  de  plus,  bornée,  par  exemple  <  M,  on  peut 
définir  une  fonction  '\i,  positive,  continue,  non  supérieure  à  M,  égale  à  f 
à  moins  de  t  près  sauf  dans  un  ensembe  de  mesure  <  to  (n°  93).  On  peut 
donc  décomposer  /'dans  la  somme  de  ti'ois  fonctions 

f{œ)  =  ^x)  +  E{x)  +  Q{x), 

où  la  fonction  E  est  de  module  <  s  partout,  la  fonction  il,  nulle  sauf 

dans  un  ensemble  e  de  mesure  <  w,  dans  lequel  d'ailleurs  Q.  ne  surpasse 

pas  M  -f  £.  Il  vient  ainsi 

rb  fb  çh 

F(î<)  =      (^[x)  '^[x  -\-u)dx  4-      '^[x]  E(a;  +  u)dx  +      '^{x)il  [x  +  u)dx. 

Donc  ¥[u)  est  continue,  car  la  première  intégrale  est  fonction  con- 
tinue de  u,  la  seconde  aussi  petite  qu'on  veut  avec  s  et  la  troisième  avec 
w  quel  que  soit  u.  En  effet,  la  seconde  et  la  troisième  sont  respective- 
ment de  modules  moindres  que  les  intégrales 

s  j    '^[x]  dx,        (M  +  s)  I  f  (^  —  «)  0?^, 

cette  dernière  aussi  petite  qu'on  veut  avec  me  (donc  avec  m)  quel  que 
soit  u,  parce  que  \^{x)  dx  est  une  fonction  absolument  continue. 

3°)  Enfin,  si  p  et  9'  sont  sormnables,  nous  définissons  une  fonction 

/,(  égale  k  f  SI  f  <n  et  k  71  dans  le  cas  contraire.  Quelque  petit  que  soit 

0),  nous  pouvons  prendre  n  assez  grand  pour  que  f —  fn  soit  nulle  sauf 

dans  un  ensemble  e  de  mesure  <  m.  Il  vient  alors 

rb  rb 

¥{u)  =  I    '■a{x)  fn{x  +it)dx  +      'f{cc)  [f{x  +  u)  —  fn  (a^-  +  u)]  dx. 

Donc  f{u)  est  fonction  continue  de  u,  car  la  première  intégrale  est 
fonction  continue  de  u  et  la  seconde  aussi  petite  qu'on  veut  avec  w  quel 
que  soit  u.  Elle  est,  en  effet,  moindre  que 

'^[x  —  u)  l{x)  dx  <      'f{x  —  tiYdx  +    f{x)"  dx  ; 

Je  '  Je  Je 

et  ces  deux  intégrales  sont  aussi  petites  qu'on  veut  avec  me,  parce  que 
^f'hlx  et  \(f-dx  sont  absolument  continues. 
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158.  Formules  de  Parseval.  —  Soient  f{x)  et  -flx)  deux  fonctions 
de  période  2-n  dont  les  carrés  soient  soramables.  Désignons  respective- 
ment avec  les  lettres  a,  ô  et  a,  [3  leurs  coefficients  de  Fourier.  En  som- 
mant la  série  de  Fourier  de  f'{x)  par  la  méthode  de  M.  Fejèr,  on  obtient 
les  deux  expressions  suivantes  de  t„2  (n"  152)  : 

Multiplions  par  ts^[x)  dx  :  r.  ^i  intégrons  de  —  t:  à  tt,  ce  qui  se  fera 
sous  le  signe  f  au  premier  membre.  En  posant 

F(u)  --=  \  f^cp(jc)  f[x^u)dx, 
il  vient 

Cette  nouvelle  intégrale  est  celle  de  M.  Fejèr  mais  pour  la  fonction  F. 
Or,  d'après  le  théorème  précédent,  F(îc)  est  continue  pour  i<  =0. 
Donc,  quand  m  tend  vers  l'infini,  cette  intégrale  tend,  par  le  théorème 
de  M.  Fejèr  (n^  155),  vers 

F{0)  =  l^j_jix)f{x)dx. 

Quant  au  second  membre  de  l'équation,  sa  limite  sera 

pourvu  que  cette  série  converge  (n"  149).   Pour   prouver  qu'elle  con- 
verge, prenons  ^{xj  =  f[x)  ;  nons  aurons 

Donc  Sf4  et  'Lbj^  convergent,  sinon  ces  séries  seraient  infinies,  auquel 
cas  la  limite  du  second  membre  ne  saurait  être  finie,  puis  qu'elle  sur- 
passe toute  portion  finie  des  séi'ies. 

Maintenant,  comme  on  a 

j«,.,l<«L+^,       |,,p.|<*A+_lî, 

les  séries  Sa/ta^j  et  Sè^j^^j  sont  absolument  convergentes,  ce  que   nous 
voulions  démontrer. 

En  définitive,  nous  avons  ainsi  établi  les  formules  de  Parseval  : 

\^J{^)  'M  dx  =  '^+l  [aj,  a^  +  b^  P;,  ) , 
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sous  la  seule  nondition  que  /-  et  's-  soient  sommables. 

159.  Singularités  des  séries  Fourier  de  fonctions  continues.  —  Une 
série  de  Fourier  peut  présenter  deux  genres  de  singularité  qui  méritent 
de  fixer  l'attention.  D'abord  elle  peut  diverger  sans  que  la  fonction  cesse 
d'être  continue.  C'est  la  singularité  de  P.  du  Bois-Reymond,  qui  l'a 
signalée  en  1870.  Ensuite  elle  peut  représenter  une  fonction  continue 
sans  converger  uniformément  dans  un  intervalle  de  continuité.  C'est  la 
singularité  de  M.  Lebesgue,  qui  l'a  signalée  en  1905. 

M.  Fe.ièr  a  indiqué,  pour  former  ces  singularités  des  procédés  systé- 
matiques, ('elui  que  nous  allons  exposer,  d'ailleurs  imité  des  siens,  jette 
une  grande  lumière  sur  cette  question. 

Posons 

,        .        „  /siti  X  ,   sin  2x   ,  ,   sin  nx^ 

cp(n,  ^)=-~2{jj-+^^-h  -  +  -^J. 

Nous  savons  (no  153)  que  cette  fonction  ne  peut  surpasser  en  valeur 
absolue  une  constante  fixe  A  quels  que  soient  n  eix. 
Soit  maintenant  m  un  entier  >  n  ;  les  deux  fonctions  : 

'x(w,  x)  sin  mx,  —  'i(?i,  x)  cos  rnoj, 

admettent  la  même  borne  absolue  A.  Leurs  développements  de  Fourier, 
écrits  dans  l'ordre  naturel  des  termes,  sont  respectivement  les  sommes 
limitées  de  cosinus  et  de  sinus  ci-dessous  : 

.^   cos(m  — r)a;        ^^    cos(m-|--^)^ 

r=n  r  X=i  r 

^   s\v\{m  —  r)x         "  sin(m-f  r)a7 
(2)  ^  ^ ^^ ~ . 

r—n  ^  r—i  ' 

Ce  sont  les  pi'opriétés  des  sommes  partielles  de  ces  deux  développe- 
ments qui  vont  nous  servir.  Nous  appelions  HWWqxxvs  somme  partielle 
d'un  développement  de  Fourier  (dont  les  termes  sont  rangés  dans  l'ordre 
naturel)  la  àomme  d'un  groupe  quelconque  de  termes  consécutifs  de  ce 
développement. 

Première  propriété.  —  Quand  x  varie  de  2k--\-&  à  2k-  +  (27:  —  s), 
on  peut  assigner  aux  sommes  partielles  des  développements  {\)  et  (2) 
une  home  absolue  h[t),  qui  ne  dépend  que  de  t. 

Il  suffît  évidemment  de  prouver  cela  pour  les  sommes  des  deux  types 
suivants  (dont  les  sommes  partielles  en  (question  ne  sont  que  des  combi- 
naisons linéaires  très  simple)  : 

«  cos{m±i^)x  .*   m\{m±r)x 

1j >  lé  ■ ,    s  ^=  1,  4,,  o...) 
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Le  module  do  chacune  de  ces  sommes  est  moindre  que  celui  de  l'ex- 
pression obtenue  en  ajoutant  à  la  première  somme  la  seconde  multipliée 
par  i  (ou  \/  —  1),  à  savoir 


Mais,  comme  le  facteur  1  :  r  est  positif  et  décroissant,  cette  ex[tression 
admet,  en  vertu  du  théorème  d'Abel  [i.  l,  n"  384),  la  même  borne 
absolue  que  l'ensemble  des  expressions  (s  =  1,  2,...)  : 

et  ont,  par  conséquent 


Ces  expressions  sont  de  modules  <  1 


.       00 


2 


Deuxième  propriété.  —  Si  a;  peut  tendre  vers  2/nz,  la  propriété  pré- 
cédente disparait  et  l'on  voit  apparaître,  dans  les  développements  (l)  et 
(2)  respectivement,  le  germe  des  singularités  do  du  Bois-Rejmond  et  de 
Lebesgue. 

En  effet,  pour  x  =  2ÂTr,  le  développement  (1)  contient  une  somme 
partielle,  infiniment  grande  avec  n,  savoir 


1  r 


J^       —  >  Logn. 


Pour  X  ^  -  :  2m  --j-  2ATr,  le  développement  (2)  contient  aussi   une 
somme  partielle,  infiniment  grande  avec  n,  savoir  (m  étant  >  n) 

.   fm — r  7c^  fm- 


1> —  >  1, =  2. >  Log  M  —  1 . 

r=i  r  ).~i       r  i^    r        m  ° 

Construction  des  singularités.  —  Soit  maintenant  «^  -|-  «.,  -f-  •••  une 
série  illimitée  convergente  à  termes  positifs.  Donnons  nous  deux  suites 
de  nombres  entiers  croissants  b^,  Cn  ibn  <c>j)  définis  par  leurs  indices. 
Formons  les  deux  séries  : 

(I)  S  anf{bn,x)  sin  (0^^-)  =-  (ï>(a?), 

n=i 

oc 
(H)  —  ^  Un  f  {b, i, x)  co  s  (Cn-v)  =^^'{x). 

Ces  deux  séries  sont  absolument  et  unifoi'mémont  convergentes,  c-w 
leurs  termes  sont  de  modules  moindres  que  les  termes  correspondants  de 
la  série  à  termes  positifs  kl^o.u .  Donc  les  deux  séries  ont  pour  somme 
des  fonctions  toujours  continues. 
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Faisons  croître  6„  assez  rapidement  pour  que  le  produit  On  Log  b^ 
croisse  à  l'infini  avec  n.  Alors,  par  la  deuxième  propriété  ci-dessus,  le 
développement  de  Fourier  du  terme  généi-al  de  (I)  renferme  une  somme 
partielle  infiniment  grande  avec  n  pour  x  =  2kTi  ;  celui  du  terme  géné- 
ral do  la  série  (II)  une  somme  partielle  infiniment  grande  avec  n  dans  le 
voisinage  de  a?  =  2  Ati, 

Faisons  croître  c»  avec  n  assez  vite  poiu'  que  les  développements  de 
Fourier  de  deux  termes  consécutifs  de  la  série  (I)  ou  de  la  série  (II)  ne 
puissent  pas  se  réduire  entre  eux.  Il  suffit  pour  cela  de  faire  (M 

C„  >Cn-i^bn-i.  -\-bn. 

Alors  les  séries  de  Fourier  des  fonctions  <ï>  et  M'  s'obtiennent  en 
écrivant  tout  simplement  à  la  suite  les  uns  des  autres  les  développe- 
ments de  Fourier  des  termes  consécutifs  des  séries  (I)  et  (II).  Les 
sommrs  partielles  relatives  aux  termes  généraux  de  ces  deux  séries  sont 
aussi,  dans  ce  cas,  des  sommes  partielles  des  développements  de  Fou- 
rier des  fonctions  fl>  et  4". 

Donc  la  série  de  Fourier  de  fl^  diverge  pour  x  =  2kv:  ;  celle  de  U'  ne 
peut  converger  uniformément  dans  le  voisinage  de  x  ^=  2hiz, 

Par  contre,  quelque  petit  que  soit  £,  ces  deux  séries  de  Fourier  con- 
vergent uniformément  vers  les  fonctions  dans  l'intervalle  de  2k-!z  -\-  t  à. 
IliT:  -\-  (27r  —  e).  Démontrons-le  seulement  pour  la  première,  le  raison- 
nement ctiuit  le  même  pour  les  deux.  La  somme  S;„  des  premiers 
termes  de  la  série  de  Fourier  de  fl>  se  compose  d'une  certaine  somme 
Sa—i  des  premiers  termes  de  la  série  (I),  plus  une  somme  partielle  du 
développement  de  Fourier  du  terme  suivant  de  (1),  ce  terme  est 

an'f(bn,x)  sin  (c„  x). 

Donc  cette  dernière  somme  partielle,  de  module  moindre  que  anL{z) 
par  la  piomière  propiiété  qui  précède),  tend  uniformément  vers  0  quand 
n  (ou  m)  tend  vers  l'infini.  Elle  est  sans  influence  sur  la  convergence, 
de  sorte  que  la  série  de  Fourier  de  *l*  converge  de  la  même  façon  que  la 
série  (I). 

Les  séries  de  B'ourier  de  ^I'  et  U"  ne  peuvent  donc  cesser  de  converger 
que  pour  les  valeurs  2-^71.  Nous  avons  vu  tantôt  que  celle  de  fï>  diverge  : 
elle  présente  donc,  aux  points  x  ==  2^it,  la  singularité  de  P.  du  Bois- 
Reymond.  Celle  de  W,  au  contraire,  converge  pour  x  =■  ^hr^  puisque 
tous  ses  termes  sont  nuls  ;  mais  nous  avons  vu  tout  à  l'heure  qu'elle  ne 
peut  converger  uniformément  autour  de  ces  points  :  elle  présente  donc 
aux  points  x  =  2kT:  la  singidarité  de  M,  Lebesgue, 

Les  deux  séries  de  Fourier  de  ^  et  de  W  sont  respectivement  des 

(1)  Ou  réalisera,  par  exemple,  toutes  ces  coniiitions  par  le  choix  : 
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séries  de  sinus  seuls  et  de  cosinus  seuls,  mais  elles  ont  les  mêmes  coef- 
ficients. On  dit  que  les  deux  séries  sont  conjuguées.  Les  fonctions  <ï>  et^ 
fournissent  donc  un  exemple  de  deux  séries  de  Fourier  conjuguées  pré- 
sentant l'une  la  singularité  de  P.  du  Bois-Reyraond,  l'autre  celle  de 
M.  Lebesgue.  C'est  M.  Fejèr  qui  a  fourni  le  premier  exemple  réalisant 
ces  conditions. 

Remarque.  —  Si  Ton  modifie  les  définitions  des  fonctions  <ï>  et  M^"  en 
remplaçant  ce  par  nx  dans  le  terme  général  des  séries  (I)  et  (II),  les 
fonctions  <ï>  et  U^  ne  cessent  pas  d'être  continues.  La  série  de  Fourier  de 
<I>  devient  divergente  pour  toute  valeur  de  x  commensurable  à  tt,  mais 
nous  ne  savons  plus  comment  elle  se  corapoi'te  pour  les  autres  ;  la  série 
de  Fourier  de  ^V  ne  peut  plus  converger  uniformément  dans  aucun  inter- 
valle, mais  nous  ne  sommes  plus  assurés  qu'elle  converge. 

§  7.  Séries  trigonométriques  quelconques. 
Unicité  du  développement. 

160.  Théorème  de  G.  Cantor.  —  Nous  commencerons  par  signaler 
un  théorème  important  dû  à  G.  Cantor,  mais  dont  la  démonstration 
est  un  peu  abstraite  : 

Lorsqu'une  série  trigonomélrique  est  convergente  pour  tous  les  points 
d'un  intervalle,  ses  coefficients  tendent  vers  0. 

Ce  théorème  permettrait  d'abréger  la  démonstration  du  n°  165, 
mais  on  peut  s'en  passer,  comme  nous  le  verrons,  et  nous  indiquerons 
seulement  sa  démonstration  en  petit  texte. 

Ce  théorème  est  un  cas  particulier  du  suivant  : 

Théorème.  —  Une  série  trigonométrique  dont  le  terme  général  est 
p„i  cos  m  (œ  —  a„j)  diverge  presque  partout  si  prn  (supposé  positif)  ne 
tend  pas  vers  zéro  (Lebesgue). 

Si  pni  ne  tend  pas  vers  0,  on  peut  assigner  un  nombre  positif  S  tel 
qu'il  y  ait  une  infinité  de  p^^  >  S.  Désignons  leurs  indices  par  m,,  Wg,... 
mn,...  Soit  e  un  nombre  positif  infiniment  petit.  Soit  ensuite  m  un  indice 
quelconque  pris  dans  la  suite  précédente  ;  l'ensemble  E„,  des  valeurs  de 
X  entre  0  et  27:  pour  lesquelles  on  a 

pm  I  cos  m{œ  —  dfn)  I  <  î8, 

est  évidemment  de  même  mesure  que  celui  des  valeurs  de  x  pour  les- 
quelles on  a  :  pm  \  cos  mx  |  <  eo,  et  de  mesure  moindre  que  celui  des 
valeurs  de  x  pour  lesquelles  on  a  :  |  cos  mx  \  <  e.  Or  cet  ensemble-ci  se 
compose  de  2/n  intervalles,  dont  la  somme  des  amplitudes  est  la  même 
quel  que  soit  m  (car  les  intervalles  sont  m  fois  plus  petits  pour  m  =  m 
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que  pour  m  =  1).  Désignons  cette  somme  d'amplitudes  par  «-)  ;   oj  sera 
infiniment  petit  avec  s,  comme  on  le  voit  immédiatement  pour  m  =  1. 
Considérons  maintenant  la  suite  des  ensembles  : 

Tous  ces  ensembles  étant  de  mesures  <  w,  l'ensemble  limite  restreint 
de  la  suite  sera  aussi  de  mesure  <  w  (^.  1  n^  270).  En  dehors  de  cet 
ensemble-limite,  la  série  a  u)ie  infinité  de  termes  >  eo  et  elle  diverge. 
Elle  diverge  donc  entre  0  et  27r,  sauf  dans  un  ensemble  de  mesure  <  w 
qui  est  infiniment  petit  avec  £,  donc  elle  diverge  presque  partout. 

161.  Dérivée  seconde  généralisée.  Théorèmes  de  M.  Lebesgue  et  de 
M.  Scharz.  —  Nous  appellerons,  avec  M.  Lebesgue,  dérivée  seconde 
généralisée  de  f{x]  la  limite  pour  h  =  0,  quand  elle  existe,  du  quo- 
tient (') 

à'fja:,      r{x  +  h)  +  f[x-h)-'^nx) 

Cette  limite  est  égale  à  la  dérivée  seconde  ordinaire  quand  celle-ci 
existe  au  point  x  (auquel  cas  la  dérivée  première  existe  aux  environs 
ûex).  En  effet,  par  la  formule  de  Cauchy  {t.  1,  no  100),  le  rapport 
précédent  peut  se  mettre  sous  la  forme  (0  <  6  <  1) 

f  [x  +  ^h)  —f'jx  —  9A) 

et  ceci  tend  vers  f"{x),  supposée  existante,  quand  h  tend  vers  0.  Nous 
conviendrons  de  représenter  par  f"(x)  non  seulement  la  dérivée 
seconde  ordinaire,  mais  aussi  la  dérivée  seconde  généralisée  au  cas 
où  la  précédente  n'existerait  pas. 

Théorème  de  M.  Lebesgue.  —  Si  une  fonction  cojîtinue  f[x)  'possède 
une  dérivée  seconde  généralisée  f"{x)  en  tout  point  d'un  intervalle  (a,  b), 
le  quotient  ^^t\Xo)  :  h^  est  intermédiaire  entre  les  bornes  supérieure  et 
inférieure  de  f"{x)  dans  rintervalle  [Xq  —  h,  Xq  4-  h)  supposé  compris 
dans  (fl,  b). 

En  effet,  d'après  l'expression  du  rapport  AY(a;)  :  h-,  la  dérivée 
seconde  généralisée  est  positive  en  tout  point  où  f[x)  est  minimum, 
négative  en  tout  point  où  f{x)  est  maximum.  Posons 

{})  Il  faut  observer  que  AY  ne  désigne  pas  ici  In  diftërence  seconde  de  /  au 
sens  ordinaire. 
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Ce  polynôme  du  second  degré  en  x  reprend  la  même  valeur  f\Xa) 
aux  trois  points  a^o  —  h,  x-q,  Xq  -\-  h.  Donc  la  différence  f{x)  —  ^{x) 
s'annule  en  ces  trois  points.  Comme  elle  est  continue,  elle  a  au  moins 
un  maximum  et  au  moins  un  minimum  entre  x^—  h  el  x^  -\-  h,  soit 
en  X,  et  en  x^  respectivement  (l'un  des  deux  points  pouvant  être  x^). 

Donc  les  dérivées  secondes  généralisées  en  ces  deux  points  satis- 
font aux  inégalités 

f"{x,)  -  rM  <  0,     ("(^2)  -  rix,)  >  0. 

Mais  4>"  est,  pour  le  polynôme  4^,  la  dérivée  seconde  ordinaire, 
savoir  ^'~t[Xo)  :  h^  et  les  inégalités  précédentes  s'écrivent 

ce  qui  prouve  la  proposition. 

Théorème  de  M.  Schwarz.  —  Une  fonction  continue  dont  la  dérivée 
seconde  généralisée  est  constamment  nulle  dans  un  intervalle,  est  une 
fonction  linéaire  dans  cet  intervalle. 

Dans  ce  cas,  ^'^f{x)  est  nul,  quels  que  soient  h  et  x,  par  le  théorème 
précédent.  En  d'autres  termes,  la  somme  des  valeurs  de  /'  en  deux 
points  est  double  de  la  valeur  au  point  milieu.  On  a  ainsi 

/{x  +  h)  +  f{x,)  =  f{x,  +  A)  +  f{x)  =  2r(^^^^^±^), 

donc 

f(x  +  h)-f(x)  -=f{x,  +  h)-f{x,). 

A  des  accroissements  égaux  de  x  correspondent  des  accroissements 
égaux  de  /",  d'où  il  suit  que  les  variations  de  f  et  de  x  sont  propor- 
tionnelles et  que /'a  une  dérivée  constante.  Donc /"est  une  fonction 
linéaire. 

Corollaire.  —  Ce  théorème  fixe  le  degré  d'indétermination  d'une 
fonction  dont  on  connaît  la  dérivée  seconde  généralisée  :  Deux  fonc- 
tions qui  ont  la  même  dérivée  seconde  généralisée  ne  peuvent  différer 
que  par  une  fonction  linéaire. 

162.  Méthode  de  Riemann  pour  sommer  les  séries  trigonométriques. 

—  Considérons  la  série  trigonométrique  quelconque,  c'est-à-dire  que 
ses  coefficients  peuvent  n'être  pas  ceux  de  Fourier, 

[l)  ^  flo  + 1^  {a m  CCS  mx  +  i>m  sin  mx), 

^  1 
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OU,  si, 

pour  abréger, 

nous 

posons 

Ao  ^  ^  flo 

, 

A„,  =  a,„ 

cos  mx 

^b,„ 

sin  mx, 

la  série 

(Ibis) 

Ao 

+  A 

+  A2  + 

-  +  A,,  +  • 

Supposons  que  a,n  et  b„,  soient  bornés,  ce  qui  a  toujours  lieu  si 
ces  coefficients  tendent  vers  0  avec  1  :  m.  Formons  la  série 

(2)  F(^-)=-Ao^-A,-^ ^-•••' 

que  l'on  déduit  de  la  première  en  intégrant  deux  fois  chaque  terme. 
Cette  série  sera  uniformément  convergente  dans  tout  intervalle,  car, 
Am  ne  pouvant  surpasser  en  valeur  absolue  un  nombre  positif  A,  les 
termes  de  la  série  précédente  sont  inférieurs  en  valeur  absolue  aux 
termes  correspondants  de  la  série  positive  convergente  ASm-^  Donc 
la  série  (2)  a  pour  somme  une  fonction  ¥{x)  continue  pour  toutes  les 
valeurs  de  x. 

La  méthode  de  sommation  de  Riemann  consiste  à  attribuer  comme 
somme  à  la  série  (4)  la  dérivée  seconde  généralisée  de  F{x)  quand 
elle  existe,  c'est-à-dire  la  limite  pour  a  =  0  du  rapport 

¥{x  -t-  2a)  +  F(a:  —  2a)  —  2F(a.-) 
4a2 

163.  Théorème  fondamental  de  Riemann.  —  Chaque  fois  que  la  série 
trigonométriqiie  converge,  le  procédé  de  sommation  de  Riemann  donne 
le  même  résultat  que  le  procédé  de  sommation  ordinaire.  Autrement  dit, 
si  la  série  converge  vers  f{x),  le  rapport  précédent  a  pour  limite  f{x). 

Observons  les  relations  : 
cos  w  (a;  +  2a)  +  cos  m  (a;  — 2a)  —  2cos?i^  =  2cosmx(cos  2  wa  — 1), 
sin  n  (a;  +  2  a)  -{-  sinn  (a;  —  2a)  —  2.sin  nx  =  1  sin  nx  (cos  2m  a  — 1); 

et  remplaçons-y  (cos  2na  —  1)  par  —  2  sin  '^i  a,  nous  aurons 

[  V  {X  -I-  2a)  +  F  (a;  —  2a)  —  2  F  (a:) 

i      ,     ,    .    /sina\»  ,    .    /^sinnaV 

Soient  s„  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  série  (1),  et  f{x)  la 
somme  de  la  série  entière  supposée  convergente  au  point  x.  Posons 

/(a;)  «  Sn  +  R« ,        d'où        An  =-  R«+i  —  Rn- 
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Donnons-nous  un  e  positif  d'une  petitesse  arbitraire,  et  prenons  n 
assez  grand  pour  que  Rn,  Rn+i,.-.  soient  tous  de  modules  <  e.  Alors, 
quand  a  tend  vers  0,  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  série  (3) 
tend  vers  Sn,  donc  vers  f{x)  à  moins  de  s  près.  Montrons  que  l'on 
peut  rendre  aussi  petite  qu'on  veut  avec  e  la  somme  de  tous  les 
autres  termes,  à  savoir 


VsinMaV,  ,R  p      VsinCu  +  i)aV 


+ 


„    :"s\nnoL\\   ^        <  r&\nna.\^      /sinln  +  ljaNn 

"  -  f*"  vi^  J  +  •*"-  A-rr)  -  y^-i^+ïr)  J  +  - 

A  cet  etfet,  nous  observons  que  cette  somme  est  de  module  moin- 
dre que 

|i'n+i,i  a  in+'-i)  a  » 

,     \r        /sinaV    ,       f        /sina>    ,       ^      ,     f  ,rsmoC\i 

Elle  est  donc  aussi  petite  qu'on  veut  avec  e,  car  la  fonction  à  inté- 
grer est  continue  et  infiniment  petite  d'ordre  2  pour  a  =  oo,  par  con- 
séquent, cette  dernière  intégrale  existe. 

164.  Deuxième  théorème  de  Riemann.  —  Quand  les  coefficieiits  an, 
bn  sont  infiniment  petits  avec  1  :  n,  le  quotient 

F(xH-2a)+F(a;— 2ai  — 2F(a;) 

2a 

tend  vers  0  avec  a,  même  pour  les  valeurs  de  x  qui  rendraient  la  série  (1) 
divergente. 

En  effet,  ce  quotient  est  le  produit  de  la  série  (3)  par  2a.  Quelque 
petit  que  soit  e  positif,  l'ensemble  des  termes,  en  nombre  limité,  où 
I  \n  I  >e  tend  vers  0  avec  a.  Remplaçons  donc,  dans  la  série  (3),  tous 
les  A  par  e  ;  il  suffit  de  montrer  que  la  limite  pour  a  -^  0  de 

peut  être  supposée  aussi  petite  qu'on  veut  avec  s. 
Mais  il  suffit  pour  cela  d'observer  que  l'on  a  (n"  63) 


Kii  ellet,  quelque  grand  que  soit  />,  la  somme  des  termes  où  /ta  <  p  tend , 
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par  définition,  vers  l'intégrale  entre  0  etp,  tandis  que  la  somme  des  ter- 
mes où  noL>p  est  infiniment  petite  avec  i  :  p  ;  elle  est  moindre  effec- 

r     1         1 

tivement  que  la  partie  correspondante  de  la  série  S  1 7 r^ 

^  _(n  — l)a     noL 

et,  par  conséquent,  <  1  :  (p—y.). 

165.  Théorème  de  Heine-Cantor  :  Unicité  du  développement.  —  Une 
fonction  f[x),  périodique  de  période  2-,  ne  peut  pas  admettre  deux  déve- 
loppements trigonomélriques  différents  qui  convergent  partout  et  cela 
vers  f'{x),  sauf  peut  être  en  des  points  singuliers  isolés. 

Si  une  même  fonction  admettait  deux  développements  de  cette 
nature,  en  les  soustrayant  l'un  de  l'autre,  on  obtiendrait  le  dévelop- 
pement trigonométrique  de  0  en  série  convergente,  sauf  en  des  points 
isolés.  Le  théorème  énoncé  revient  à  dire  qu'un  développement  sem- 
blable de  0  na  lieu  que  si  tous  ses  coefficients  sont  nuls. 

Considérons  donc  ce  développement  de  0  en  série  : 

(4)  0  =  -^  ^  H  {(1,1  cos  nx  +  bn  sin  nx). 

Soit  X  une  valeur  non  singulière,  c'est-à-dire  rendant  la  série  con- 
vergente vers  0.  Remplaçons  x  par  a; +  8,  puis  par  a*  — oet  ajoutons, 
il  vient 

0---  -^°  +  S  {an  cos  nx  -j-  b„  sin  nx)  cos  no 

et  ceci  a  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  ô,  sauf  pour  des  valeurs  sin- 
gulières isolées.  C'est  une  série  trigonométrique  en  8,  mais  qui  pré- 
sente ceci  d'essentiel,  c'est  que  le  coefficient  de  cos  no  tend  vers  zéro 
avec  1  :  n  {x  différant  d'une  valeur  singulière).  Nous  pouvons  donc 
nous  borner  dans  la  démonstration  au  cas  où  les  coefficients  tendent 
vers  0.  En  effet,  la  proposition,  démontrée  dans  ce  cas,  s'appliqueia 
à  la  série  trigonométrique  en  5  et  l'on  aura  (sauf  pour  les  valeurs 
singulières  de  x), 

«n  cos  nx  -\-  bji  sin  nx  ---  0  ;        d'où        a„  =  0,        bn  =  0. 

Ainsi,  il  sutîit  de  démontrer  la  proposition  dans  l'hypothèse  où 
Un  et  bn  tendent  vers  0.  Faisons  cela. 

Sommons  la  série  par  le  procédé  de  Riemann  ;  la  fonction  ¥{x) 
aura  sa  dérivée  généralisée  nulle  sauf  aux  points  singuliers  (no  163). 
C'est  donc  une  fonction  linéaire  de  x  dans  l'intervalle  de  deux  |)oints 
binguliers,  d'après  le  théorème  de  M.  Sclnvarz  (if  161). 
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La  courbe  continue  y  --  ¥{x)  forme  donc  une  droite,  ou  bien  une 
ligne  polygonale  dont  les  sommets  ne  peuvent  correspondre  qu'à  des 
valeurs  singulières.  Mais  ce  second  cas  est  impossible,  car  le  poly- 
gone ne  peut  avoir  de  sommet  isolé.  En  effet,  soit,  par  impossible, 
^'o  l'abscisse  d'un  sommet  isolé.  On  a 

j.^  F(iv  +  a)  +  F(a:o-a)-2F(a.o)  _  ^^ 
a=o  a 

Oj-,  dès  que  a  est  assez  petit,  les  deux  quotients 

¥{Xo  +  g)  —  HXo)  ^^  ¥{Xo  —  a)  —  F{Xo) 

a  —  a 

sont  les  coetîicients  angulaires  des  deux  côtés  qui  aboutissent  à  ce 
sommet.  D'où  il  suit  que  ces  coefficients  sont  égaux  et  les  deux  côtés 
n'en  font  qu'un.  Ainsi  F(x)  est  une  fonction  linéaire  unique  c  -f  c'x. 
On  a  donc,  pour  toute  valeur  de  x, 

^  ttni  cos  mx  +  bni  sitt  mx 


C^  ex  --=  flo  -^ 


—  S 


d'où 


X-        .  ,   ç  am  cos  mx  -j-  \),n  sin  mx 


flo  -^ ex  =  c  Ar 


Le  second  membre  admet  la  période  2u,  donc  le  premier  aussi,  ce 
qui  entraîne  Oo  -=  0  et  c'  =  0.  La  relation  précédente  fournit  donc  le 
développement  de  0  en  série  trigonométrique  uniformément  conver- 
gente. On  peut  donc,  en  toute  rigueur,  déterminer  les  coefficients  par 
les  formules  d'Euler  ou  de  Fourier,  qui  donnent  c  =  a„,  =  bm  =  0. 

Remarque.  —  Plus  généralement^  l'unicité  du  développement  de  f{x) 
subsiste  si  les  points  vu  la  série  trigonométrique  cesse  de  converger 
vers  f{x)  forment  un  ensemble  réductible,  c'est-à-dire  un  ensemble  dont 
le  dérivé  est  dénombrable  (')  (Cantor). 

Appelons  singulières  les  seules  valeurs  de  x  qui  ne  tombent  pas  à 
l'intérieur  d'un  intervalle  où  la  fonction  ¥{x)  est  linéaire.  Ces  valeurs, 
si  elles  existent,  forment  nécessairement  un  ensemble  fermé.  On  vient  de 
prouver  qu'elles  ne  peuvent  être  isolées  :  ainsi  elles  forment  un  ensemble 
parfait,  donc  non  dénombrable.  Cet  ensemble  est  contenu  dans  le  dérivé 
de  l'ensemble  des  points  où  la  série  (4)  cesse  de  converger  vers  0.  Il  ne 
peut  donc  exister  si  ce  dernier  est  dénombrable. 

(i)  On  peut  aussi  le  défmir  comme  ayant  un  de  ses  dérivés  (d'ordre  fini  ou 
transtini)  nul. 
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166.  Théorème  de  P.  du  Bois-Eeymond  et  Lebesgue.  —  Si  une  fonc- 
tion BORNÉE  f{x)  de  2)ériode  2-  admet  un  développement  trigonométrique , 
ce  ne  peut  être  que  celui  de  Fourier. 

Observons  d'abord  que  f{pc)  sera  sommable  comme  limite  de  fonctions 
continues.  Reprenons  maintenant  1  équation  (3)  du  n°  163.  En  définissant 
^'F{œ)  comme  au  n"  101  sauf  que  h  =  2a,  cette  équation  peut  s'écrire 
comme  il  suit  : 

A*F(a;)        cio    ^    .-,  ,  ,    ;       •  ,^sinw2a\* 

\r^  =  ~-  -\-  L  (a„,  cos  mx  -f  o„,  sni  77ix) i  . 

4  a'  2  V     tny.     ,. 

C'est,  à  cause  du  théorème  du  n°  160,  une  série  trigonométrique  en  x 
uniformément  convergente,  dont  on  peut  donc  déterminer  les  coefficients 
par  les  formules  d'Euler.  En  particulier,  celui  de  cos  rnx  est 

/sinma  V      1  r~  A2F 

am'  — ■ j  =  - 1     -r-v  cos  mx  dx. 

\    rnoi    J       ^J-Tt  4a- 

Faisons  tendre  a  vers  0.  La  fonction  A^F  :  4a-  tend  vers  la  dérivée 
seconde  généralisée  f\x)  de  F  en  restant  bornée,  parce  que  /"est  bornée 
(Théorème  de  Lebesgue,  no  161).  On  peut  donc  passer  à  la  limite  sous 
le  signe  f  (n°  94),  d'où 

«;„  —  -      f[x)  cos  nt,x  dx 
et  une  formule  analogue  pour  b^. 


CHAPITRE   V. 


Equations  différentielles  ordinaires. 
Généralités.  Equations  du  premier  ordre. 


§  1.  Formation  des  équations  différentielles. 

167.  Définitions.  Ordre  d'une  équation.  —  On  appelle  équation  difjé- 
rentielle  une  relation  qui  renferme  à  la  fois  les  variables  et  leurs  diffé- 
rentielles (ou  leurs  dérivées).  Celles  qui  ne  renferment  qu'une  seule 
variable  indépendante  et  les  dérivées  des  variables  dépendantes  s'ap- 
pellent des  équations  difféi^entielles  ordinaires.  Nous  ne  nous  occupe- 
rons pour  le  moment  que  de  celles-là. 

Le  cas  le  plus  simple  est  celui  où  l'équation  ne  contient  que  la 
variable  indépendante  x,  une  fonction  inconnue  ij  et  sa  dérivée  pre- 
mière y'.  Cette  équation  est  de  la  forme 

f\x,  y,  y')  =  U 

et  l'on  dit  qu'elle  est  du  premier  ordre. 

En  général  une  équation  différentielle  de  l'ordre  n  contient  la  varia- 
ble indépendante  x,  une  fonction  y  et  des  dérivées  de  ^jusqu'à  l'or- 
dre n  inclus. 

Les  relations  entre  les  seules  variables  qui  résultent  des  équations 
différentielles  sont  les  intéyrales  ou  les  solutions  de  ces  équations. 

La  génération  des  équations  différentielles  peut  se  concevoir  d'une 
manière  qui  permet  de  prévoir  la  nature  de  leurs  intégrales. 

168.  Formation  d'équations  du  premier  ordre.  —  Soit  une  équation 

(1)  F  {X.  y,G)=0 

entre  deux  variables  x,  y  et  une  constante  arbitraire  C.  En  la  déri- 
vant,  on  aura 

42 
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Généralement  celle  équalion  renferme  encore  G  ;  mais,  si  l'on  peut 
éliminer  G  entre  (1)  et  (2),  on  obtient  une  relation 

(3)  f{x,y,y')^0, 

qu\  a  au  moins  la  même  généralité,  mais  a  lieu  entre  x.  y  et  y'  seuls 
quel  que  soit  G.  G'est  une  équalion  différentielle.  Elle  exprime,  par 
exemjjle,  une  propriété  géométrique  commune  à  toutes  les  courbes 
représentées  par  l'équation  (1),  G  restant  quelconque. 

L'équation  (1)  qui  renferme  une  constante  arbitraire,  s'appelle 
Vintégrnle  générale  de  l'équation  (3).  On  voit  ainsi  que  l'intégration 
d'une  équation  du  premier  ordre  a  pour  effet  d'introduire  une  con- 
stante arbitraire.  La  généralité  de  ce  résultat  sera  établie  dans  le 
paragraphe  suivant. 

169.  Exemple.  —  Soit  YéqiuUion  des  coniques  homo focales 

a  +  C  ^  è  +  G. 
On  en  tire 

et,  en  résolvant  ce  système  par  rapport  à  1  :  («  -(-  0)  et  1  :  (6  -]-  C), 

1 ^'___  _  Jl„  _        1 

a  +  C       x'^y'  —  xy  '  b  -\-  C       y^  —  xyy^  ' 

d'où,  l'équation  différentielle  de  ces  coniques 

,,    ,     x'^  —  y-  —  a  -\-  b     , 

170.  Formation  d'équations  du  deuxième  ordre.  —  Gonsidérons 
maintenant  une  équation  avec  deux  constantes  arbitraires 

(4)  F(^-,«/,  G,,  G,)-=0. 
Si  l'on  dérive  une  première  fois,  on  obtient 

Généralement  il  est  impossible  d'éliminer  Gj  et  C2  entre  (4)  et  (5), 
auquel  cas  il  n'existe  aucune  relation  sans  constante  arbitraire  entre 
X,  y  et  y' .  On  dit  alors  que  les  deux  constantes  sont  distinctes,  et  pour 
les  éliminer,  il  faut  dériver  une  fois  de  plus,  ce  qui  introduit  y". 
L'élimination  des  constantes  conduira  donc  à  une  équation  différen- 
tielle du  second  ordre. 
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Pour  former  cette  équation,  on  peut  aussi  faire  l'élimination  de 
proche  en  proche.  On  élimine  d'abord  une  des  constantes,  Cg  par 
exemple,  entre  (4)  et  (5),  ce  qui  suppose  que  (5)  renferme  encore  les 
deux  constantes,  sinon  l'élimination  serait  toute  faite.  On  a  de  la 
sorte  une  relation 

(6)  A(.^',?/,//',c,)^o, 

qui  renferme  encore  une  constante  arbitraire. 

Maintenant  on  peut  éliminer  C,  entre  (6)  et  sa  dérivée,  ce  qui 
fournit  l'équation  cherchée. 

(7)  f,{x,ij,ii',ij")==(). 

Celle-ci,  qui  ne  renferme  plus  de  constante  arbitraire,  a  au  moins 
la  même  généralité  que  les  précédentes. 

La  relation  (7)  est  la  seule  relation  indépendante  des  constantes 
arbitraires  (supposées  distinctes)  qui  puisse  exister  entre  x,y,  y'  et  y", 
car,  s'il  en  existait  une  autre,  en  éliminant  y"  entre  elles  deux,  on 
trouverait  une  relation  sans  constante  entre  x,  y  et  y',  ce  qui  est  con- 
traire à  l'hypothèse. 

L'équation  (7)  est  une  équation  différentielle  du  second  ordre  ; 
l'équation  (6)  est  du  premier  ordre,  mais  contient  une  constante  arbi- 
traire :  c'est  une  intégrale  première  de  l'équation (7). Enfin  l'équation  (4) 
qui  contient  deux  constantes  arbitraires  est  son  intégrale  générale. 

On  prévoit  d'après  cela  que  l'intégration  d'une  équation  du  second 
ordre  doit  introduire  deux  constantes  arbitraires,  ce  qui  sera  démon- 
tré rigoureusement  dans  le  paragraphe  suivant. 

171.  Formation  d'équations  d'ordre  quelconque.  —  Ces  résultats  se 
généralisent  aisément.  Soit  une  équation  avec  n  constantes 

(8)  F(x-,i/,  C„C,,...C;,)  =  0. 

Si  on  la  dérive  n  —  1  fois  de  suite,  on  forme  (m  —  1)  équations 
nouvelles  et  l'on  a  en  tout  n  équations  entre  les  n  constantes  elx,y,y',... 
</"-!.  On  dit  que  les  constantes  sont  distinctes  si  l'élimination  des  n 
constantes  entre  ces  n  équations  est  impossible,  ou  s'il  n'existe  pas  de 
relation  sans  constante  arbitraire  entre  x,  y,  y',...  «/"-'.  Mais,  si  l'on 
dérive  une  fois  de  plus,  on  a  (W  +  1)  équations  entre  lesquelles  on 
peut  éliminer  les  n  constantes,  ce  qui  conduit  à  une  relation  entre 
x,y,y',...y^\ 
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Pour  former  celte  relation,  on  peut  d'ailleurs  faire  l'élimination  de 
proche  en  proche.  En  éliminant  C,,  entre  F  =  0  et  sa  dérivée,  on 
trouve 

/i  {iJC,y,y',  Cl,  Cj,...  Cn-i)  -=  0, 

De  même,  en  éliminant  C„_i  entre  f^  —  0  et  sa  dérivée, 

A  (^',  y>  y',  y",  Ci,  c^,...  Cn-z)  =-  o. 

Après  n  opérations  analogues,  on  obtiendra 

(9)  /«u-,.'/,//'„..r)  =  o, 

Cette  relation  est  la  seule  qui  puisse  exister  entre  x,  y,  y',...  //"  sans 
constante  arbitraire,  car  s'il  y  avait  deux  relations  distinctes,  on  en 
déduirait  une  autre  entre  x,  y,...  y/"-*  seulement  et  les  constantes  ne 
seraient  pas  distinctes. 

L'équation  (9)  est  une  équation  différentielle  de  l'ordre  n.  Les  équa- 
tions successives  fn-i  —  0,  fn-2  =  0,...  A  =  0,  qui  renferment  chaque 
fois  une  dérivée  de  moins  et  une  constante  arbitraire  de  plus,  sont 
des  intégrales  premières,  secondes,..,  {n  —  1)™^  de  l'équation  (9).  Enfin 
l'équation  F  =  0,  qui  a  lieu  entre  x  et  y  seuls  et  renferme  n  constantes 
arbitraires,  est  son  intégrale  générale. 

On  conçoit  donc  que  l'intégration  d'une  équation  de  l'ordre  n  aura 
généralement  pour  effet  d'introduire  n  constantes  arbitraires,  ce  qui 
sera  démontré  rigoureusement  dans  le  paragraphe  suivant. 

172.  Exemples.  —  1°  V équation  générale  des  cercles 
^'  +  y*  +  2«a-  4-  2*y  -[-  c  =  0 
contient  trois  constantes  arbitraires.  Leur  équation  différentielle  sera  donc 
du  3*  ordre.  Pour  l'obtenir,  dérivons  d'abord  deux  fois  de  suite,  il  vient 

i-ry-'  +  ^^"  +  %"-o. 

Divisons  par  y"  et  dérivons  une  dernière  fois,  on  a 

[      ,,f      -f-  y'  =-  0,       d'où      sgY'  =--{1+  y")i/"' 
\      y      y 

2°  L'équation  générale  des  coniques  étant 


j/  ^^  ax  -\-  b  -{-  \Jpx^  -\-  2  qx  -\-  r, 

leur  équation  différentielle  a   été  obtenue  par  Halphen  comme  il  suit 
En  dérivant  deux  fois^  il  vient 

px  -\-  q  ,,  pr  —  q^ 


a-\. 


y'px'^  -\-2qx^r   '  [p^'  +  ^q^-\-  rfU 
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[Pr  —  q-yis  V  J 

Dans  le  cas  de  la  parabole,  p  =  0;  l'équation  se  réduit  au  4^  ordre 

(  y"~ij=-  0. 

Si  l'on  effectue  les  dérivations  indiquées  et  qu'on  chasse  les  dénomi- 
nateurs, on  trouve,  pour  l'équation  différentielle  des  coniques, 

40y"5  —  45  y"  y'"  y'"  +  9i/''  f  =  0. 

et,  pour  celle  des  paraboles, 

5.v"'— :iy/'>'^  =  0, 

§  2.  Généralités  sur  les  intégrales 
des  équations  différentielles,  Théorèmes  d'existence. 

173.  Considérations  préliminaires. —  Soit  une  équation  du  l^''  ordre 

y'  -  f{^,  y)' 

Intégrer  cette  équation,  c'est  trouver  toutes  les  fonctions  y  de  x 
qui  la  vérifient.  Au  point  de  vue  géométrique,  c'est  trouver  toutes  les 
courbes  dont  la  tangente  possède,  en  chaque  point  {x,  y),  la  direction 
déterminée  par  cette  équation. 

La  première  question  qui  se  pose  est  de  savoir  si  le  problème 
admet  des  solutions  et  combien  il  en  admet.  L'interprétation  géomé- 
trique fait  prévoir  la  réponse. 

En  effet,  imaginons  qu'une  courbe  intégrale,  c'est-à-dire  satisfai- 
sant à  l'équation  y'  =  f{x,  y),  soit  décrite  par  un  point  mobile.  Dans 
chacune  de  ses  positions  successives,  ce  point  marche  dans  une 
direction  imposée  par  cette  équation.  On  conçoit  aisément  que  son 
mouvement  sera  déterminé  de  proche  en  proche,  mais  le  point  de 
départ  reste  arbitraire.  Il  existera  donc  une  infinité  de  courbes 
répondant  à  la  question,  chacune  d'elles  étant  déterminée  par  un  de 
ses  points  considéré  comme  initial.  Par  conséquent,  il  existera  aussi 
une  infinité  d'intégrales  ou  de  fonctions  y  satisfaisant  à  l'équation.  Une 
intégrale  sera  déterminée  par  sa  valeur  initiale  yo  pour  x  =  Xo,  mais 
cette  valeur  reste  arbitraire. 

Considérons  maintenant  deux  équations  simultanées  entre  deux 
fonctions  y  et  z  de  x  : 

y' =  fi{^>y,^),         ^' =  f2{^,y,^)- 
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Au  point  de  vue  géométrique,  intégrer  le  système  c'est  trouver 
toutes  les  courbes  de  l'espace  dont  la  tangente  possède,  en  chaque 
point  [X,  y,  z)  de  la  courbe,  la  direction  définie  par  ces  équations.  Un 
point  qui  décrit  une  courbe  intégrale  marche  donc  dans  une  direction 
qui  est  définie  à  chaque  instant  par  la  position  actuelle  de  ce  point, 
ce  qui  déterminera  généralement  le  mouvement,  sauf  que  la  position 
initiale  du  point  mobile  reste  arbitraire.  On  conçoit  donc  qu'il  existe 
une  infinité  de  courbes  répondant  à  la  question,  chacune  d'elles  étant 
déterminée  par  un  de  ses  points.  Au  point  de  vue  analytique,  il  existe 
donc  une  infinité  d'intégrales  ou  de  couples  de  fonctions  y,  z  satis- 
faisant aux  équations  proposées  ;  chaque  intégrale  est  déterminée  par 
ses  valeurs  initiales  yo  et  ^o  pour  x  =--  -To,  valeurs  ([ui  restent  arbi- 
traires. 

Si  l'on  considère  plus  de  deux  équations  simultanées,  la  représen- 
tation géométrique  fait  défaut,  mais  les  conclusions  se  généralisent 
d'elles-mêmes. 

Les  raisonnements  précédents  sont  dépourvus  de  valeur  démons- 
trative, mais  ils  font  nettement  saisir  la  nature  du  problème.  Us  faci- 
litent l'intelligence  des  démonstrations  rigoureuses  qui  suivent  et 
qui  vont  mettre  en  lumière  les  conditions  sous  lesquelles  les  conclu- 
sions précédentes  sont  exactes. 

174.  Existence  de  l'intégrale  d'une  équation  différentielle  du  premier 
ordre.  —  Considérons  l'équation  différentielle  du  premier  ordre,  de  la 
forme  normale,  c'est-à-dire  résolue  par  rapport  à  la  dérivée  de  la 
fonction  inconnue, 

(1)  y'  =  f{x,y). 

Pour  pouvoir  établir  qu'elle  admet  une  intégrale  déterminée  d'une 
manière  univoque  par  sa  valeur  initiale  ^o,  il  faut  admettre  certaines 
conditions.  Nous  allons  introduire,  à  cet  eflet,  les  conditions  d'une 
grande  généralité  connues  sous  le  nom  de  conditions  de  Lipschitz. 

Conditions  de  Lipschitz,  —  Soit  /{x,  y,...)  une  fonction  de  x,  y  (et 
éventuellement  d'autres  variables  encore)  qui  varient  dans  un  domaine 
D,  on  dit  que  [satisfait  à  la  condition  de  Lipschitz  relativement  à  y  si 
l'on  peut  assigner  une  constante  positive  M  telle  que  l'on  ait,  a:, //,... 
et  X,  Y,...  étant  deux  points  du  domaine  D  dont  les  y  seuls  diffèrent, 

\]\x,\,...)-f{x,y,...)\  <M  |Y-«/|. 
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Cette  condition  (^)  sera  évidemment  réalisée  en  particulier,  si  / 
admet  une  dérivée  partielle  f'^  bornée  dans  le  domaine  D,  pourvu  que 
la  frontière  de  ce  domaine  ne  soit  coupée  qu'en  deux  points  par  une 
parallèle  de  l'axe  des  y. C'est  alors  la  conséquence  immédiate  de  la  for- 
mule des  accroissements  finis  et  l'on  peut  choisir  pour  M  la  borne 
supérieure  de  i  /^  | . 

Théorèmk  fondamental.  —  Si  la  foncUon  /(i",  y)  est  continue  et  uni- 
forme, si  elle  satisfait  à  la  condition  de  Lipschitz  relativement  à  y 
dans  un  domaine  D  et  qu'on  désigne  par  Xo,  </o  un  point  intérieur  de  ce 
domaine,  l'équation  (2)  admet  une  intégrale  y  =^  ¥  (x,  yo)  et  une  seule 
prenant  la  valeur  initiale  yo  pour  x  ---  Xo,  et  cette  intégrale  est  fonction 
continue  de  yo  {xo  restant  fixe). 

Soit  L  le  maximum  de  |  /"  |  dans  D  ;  soient  ensuite  a  et  ^  deux  nom- 
bres positifs  tels  que  le  rectangle  R,  limité  par  les  valeurs  Xq  ±  a  de 
X  et  i/o  ±  6  de  y,  soit  intérieur  à  D.  Donnons-nous  un  nombre  positif  2 
inférieur  aux  trois  quantités  a,  b-.L  eii  :  M  où  M  est  la  constante  de  la 
condition  de  Lipschitz.  Faisons  alors  varier  x  dans  l'intervalle 
(Xo  —  B,  Xo  -f  8)  nous  aurons  la  suite  de  propositions  suivantes,  qui 
établissent  le  théorème  : 

I.  iioit  y  une  fonction  continue  de  x  ayant  la  valeur  initiale  yo.  Si 
cette  fonction  a  une  dérivée  continue  y'  et  vérifie  l'équation  difjérentielle 
sauf  une  erreur  w  de  module  <  s  fixe,  c'est  à  dire  si  l'on  a 

(2)  y'  =-  f{x,  y)  +  o>,  !«!<£, 

cette  condition  pouvant  cependant  tomber  en  défaut  pour  un  nombre 
limité  de  valeurs  exceptionnelles  de  x,  alors  le  point  x,  y  restera  dans  le 
rectangle  R  pourvu  que  s  soit  assez  petit. 

En  effet,  même  s'il  y  a  des  points  exceptionnels,  on  peut  intégrer 
l'équation  (2)  de  Xo  à  x,  et  il  vient 

(3)  y  —  i/o  =  1  lf[x;y)  +  w  I  dx. 

Tant  que  v,  y  est  dans  R,  |  /  |  est  <  L  ;  on  lire  donc  de  l'équation  (3) 

I  y  -  Vo  1  <  r°^°(i^  4  £)  (1x  =  L  0  +  s  0. 

(i)  Celte  condition  revient  à  stipuler  que  les  nombres  dérivés  de  /par  rapport 
à  y  sont  bornés. 
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Comme  Lo  est  <  b,  Lo  -f  e?  l'est  aussi,  pourvu  que  e  soit  assez 
petit.    Alors  \  y  —  yo  \  e&t  <  b  et,  comme   d'ailleurs  |  x  —  Xr  \  est 

<  8  <  fl,  le  point  x,  y  ne  peut  atteindre  le  bord  du  rectangle  R,  ni 
a  fortiori  en  sortir. 

II.  Si  deux  (onctions  continues  y  et  Y,  dérivables  sauf  peut  être  en  un 
nombre  limité  de  points,  ont  la  même  valeur  initiale  yo  et  vérifient 
l'équation  difjérentielle  aux  points  oii  la  dérivée  existe  sauf  une  erreur 

<  e  fixe,  leur  différence  Y  —  y  est  aussi  petite  qu'on  veut  avec  t  et  le 
rapport  \  \  —  y  \  :  z  reste  inférieur  à  un  nombre  fixe  quand  e  tend 
vers  0. 

Soient  w  et  o/  les  erreurs  relatives  à  </  et  Y.  En  soustrayant  l'une  de 
l'autre  les  deux  équations  analogues  à  (3),  il  vient 


V 


y  =  \y{x,  Y;  —  f{x,  y)  +  w'  —  w]  dx. 


Mais,  la  condition  de  Lipschitz  ayant  lieu,  on  a 

\f{x,Y)-f{x,y)\  <M1  Y-^1. 
Donc,  si  l'on  désigne  par  ;j.  le  maximum  de  |  Y— y  1  dans  l'inter- 
valle (.lo  —  0,  Xo  -f  ù),  on  tire  de  l'équation  précédente  (MB  étant  <  4) 

f^o-5  'J  ^Ù 

.u  <  (M  [j.  +  2e)  dx  =--  31  ao  +  2 eo,    d'où    -^  <   .    "  .„  , 

Jj^  £  1  —  Cl  Ml 

ce  qui  prouve  la  proposition  énoncée. 

m.  Quelque  petit  que  soit  e  positif,  on  peut  définir  une  fonction  con- 
tinue z,{x),  ayant  une  dérivée  continue  sauf  en  des  points  isolés,  et  qui 
vérifie  l'équation  différentielle  aux  points  oii  la  dérivée  existe,  sauf 
une  erreur  co  de  module  <  e. 

En  effet,  partageons  le  rectangle  R  en  éléments  rectangulaires  a 
suffisamment  petits  pour  que  l'oscillation  de  f{x,  y)  soit  <  s  dans  cha- 
cun d'eux.  Partant  alors  du  point  Xo,  yo  avec  le  coefficient  de  direc- 
tion f{xo,  yo),  décrivons  une  ligne  polygonale  dont  la  direction  ne 
change  qu'à  la  rencontre  des  frontières  des  éléments  rectangulaires  a, 
le  coefficient  de  direction  devenant  à  chaque  rencontre  la  valeur  de 
f{x,y)  au  point  de  rencontre.  Nous  traçons  ainsi,  sans  ambiguïtés, 
une  ligne  polygonale  ayant  tous  ses  sommets  sur  les  frontières  des  a 
et  dont  l'ordonnée  y  =  'f[x]  est  une  fonction  qui  satisfait  à  l'énoncé  de 
la  proposition  III. 
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IV.  Si  e  tend  vers  0,  (^{x)  tend  uniformément  vers  une  intégrale  Y{x) 
de  l'équation  différentielle,  ayant  la  valeur  initiale  ijo. 

En  effet,  quand  e  tend  vers  0,  les  fonctions  cp  correspondantes  se 
rapprochent  indéfiniment  les  unes  des  autres  et  tendent  uniformé- 
ment vers  une  limite  F,  en  vertu  de  la  proposition  II.  Or,  par  hypo- 
thèse, on  a,  pour  chaque  (f, 

'f  {^)  =  yo+  f  V(^%  r)  +  «]  <^^-        I  '•'  i  <  '■ 

Faisons  tendre  e  vers  0  et,  par  conséquent,  cp  uniformément  vers  F  ; 
il  vient,  à  la  limite, 


Y{a:)^yo+  [7(0:,  F)  dx. 


Cette  formule  montre  que  F  est  une  fonction  continue  qui  a  pour 
valeur  initiale  yo  et,  en  la  dérivant,  que  F  est  une  intégrale. 

V.  Si  une  fonction  y  vérifie  Véquation  différentielle  sauf  une  erreur 
<  e,  sa  différence  F — y  avec  l'intégrale  de  même  valeur  initiale  yo  est  aussi 
petite  que  l'on  veut  avec  e  et  le  rapport  |  F  —  «/  1  :  e  reste  fini  quand  e 
tend  vers  0. 

Cette  proposition  qui  comporte  évidemment  que  l'intégrale  est 
unique,  est  un  cas  particulier  de  II,  car  on  peut  considérer  l'intégrale 
comme  une  fonction  qui  vérifie  l'équation  différentielle  sauf  une 
erreur  nulle. 

VI.  L'intégrale  de  l'équation  (1)  est  une  fonction  continue¥{x,  y^)  de 
sa  valeur  initiale  y ^  pour  x  =  Xq.  Déplus,  le  rapport  des  accroissements 
correspondants,  AF  :  A^j/^,  conserve  une  valeur  finie  quand  Aî/q  tend 
vers  0. 

Soient!/  et  Y  les  intégrales  F(^,«/o)  utF(d;,  !/o  + Ai/o).  Alors  Y  — Aî/q 
est  une  fonction  continue  de  x,  ayant  la  valeur  initiale  y^,  qui  vérifie 
l'équation  différentielle,  sauf  l'erreur 

f{x,Y)-f{x,\■-^yo) 

de  module  moindre  que  iM  |  A</o|,  en  vertu  de  la  condition  de  Lip- 
schitz.  Cette  erreur  est  un  infiniment  petit  du  même  ordre  au  moins 
que  A</o  ;  donc,  par  la  proportion  V  du  n°  précédent,  Y  —  At/o  et,  par 
suite,  Y  sont  infiniment  voisins  de  y  ;  enfin,  par  la  même  proposition, 
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la  différence  Y  —  ?/  --  AF  est  un  infiniment  petit  dont  le  rapport  à  Aî/o 
reste  fini. 

Remarque.  —  Les  propositions  IV,  V,  VI  précédentes  ne  sont  encore 
établies  que  dans  l'intervalle  [Xo  —  6,  Xo  +  S)  de  jc,  mais  elles  sub- 
sistent tant  que  le  point  x,  y  qui  décrit  l'intégrale  ne  tend  pas  vers  la 
frontière  du  domaine  D.  En  efîet,  l'étude  de  l'intégrale  peut  se  pro- 
longer au  delà  de  l'intervalle  {xo  —  o,  xo  +  o)  en  prenant  comme  nou- 
velles valeurs  initiales  les  valeurs  obtenues  aux  extrémités  de  cet 
intervalle,  et  ainsi  de  proche  en  proche  tant  qu'on  n'atteint  pas  la 
frontière  du  domaine  D.  Les  propositions  se  généralisent  en  tenant 
compte  du  théorème  VL 

La  même  remarque  est  à  faire  pour  compléter  les  démonstrations 
du  numéro  suivant.  Nous  n'y  reviendrons  plus. 

175.  Propriétés  de  l'intégrale  considérée  comme  fonction  de  divers 
paramètres.  —  Soit,  en  général. 

-^- m, ,'/,-,  ?,...) 

une  équation  différentielle  qui  dépend  d'un  ou  plusieurs  paramètres 
a,  ^,...  Considérons  aussi  la  valeur  initiale  </o  comme  fonction  conti- 
nue de  paramètres  a,  p,...  qui  peuvent  être  ou  non  les  mêmes  que  les 
précédents.  L'intégrale  elle-même  sera  donc  une  fonction  F  {x,  a,  3,...) 
de  X  et  des  paramètres.  Nous  allons  étudier  ses  propriétés  comme 
fonction  de  ces  paramètres. 

Théorème  I.  —  Tant  que  le  point  x,  y,  a,  ,3,..,  ne  sort  pas  (Tun 
domaine  oii  ({x,  y,  a,  ^)  est  fonction  continue  de  x,  y,  a,...  et  satisfait 
à  la  condition  de  Lipschitz-  relativement  à  y,  l'intégrale  ¥[X,  a,  ^,...)  est 
fonction  continue  de  x,  a,  {5,... 

Donnons-nous  un  système  de  valeurs  des  paramètres,  ce  qui  déter- 
mine yo,  et  faisons  varier  x  dans  l'intervalle  {Xo  —  o,  a:'o  +  S)  considéré 
au  n"  précédent. 

Soient^  et  Y  les  intégrales  F  (a;,  a,  ^,...)  et  F(j;,  a  +  Aa,  ,3  +  A^,...) 
où  Aa,  Ap,...  sont  des  accroissements  infiniment  petits.  Soit  Aj/o  l'ac- 
croissement correspondant  de  yo-  Alors  Y  —  A«/o  est  une  fonction  con- 
tinue de  X,  ayant  la  valeur  initiale  yo  et  qui  vérifie  l'équation 
^'  =  /-(;i-,^,a,|5,...) 
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sauf  l'erreur 

f{x,  Y,  a  +  Aa,  ,S  +  ^^,...)  -lix,  Y  -  ^yo,  a,  §,...), 

qui  est  infiniment  petite  dans  notre  liypoth^se.  Donc,  par  la  proposi- 
tion V  du  no  précédent,  Y  —  Aî/o  et,  par  suite,  Y  sont  infiniment  voisins 
de  l'intégrale  y. 

Théorème  II,  —  Si,  déplus,  y^  et  f(x,  y,  a,  ,3,...)  admellent  des  déri- 
vées premières  bornées  par  rapport  à  run  des  paramétres,  a  par  exem- 
ple, alors,  si  a  seul  varie,  le  rapport  des  accroissements  correspondants 
AF  :  Aa  reste  fini  quand  Aa  tend  vers  0. 

En  efîet,  dans  cette  hypothèse,  le  rapport  à  Aa  de  l'erreur  que  nous 
venons  d'examiner  reste  fini  et  il  suffit  d'appliquer  la  proposition  V  du 
no  précédent. 

Théorème  III.  —  Si,  de  plus,  ces  dérivées  premières  de  y^  et  (par 
rapport  à  a.  sont  continues,  îintégrale  Y[x,  a,  {"!>,...)  admet,  par  rap- 
port à  a,  des  dérivées  premières  fonctions  continues  de  x,  a,  p,... 

Soient,  en  effet,  F  et  F  +  AF  les  intégrales  qui  correspondent  aux 
valeurs  a  et  a  -}-  Aa,  les  autres  paramètres  ne  changeant  pas.  Sous- 
trayant membre  à  membre  les  équations  vérifiées  par  F  et  F  +  AF  et 
appliquant  la  formule  de  Taylor,  il  vient  \0  <  ô  <  1) 

(AF)'  =  fx,  F  +  AF,  a  +  Aa,...)  — /a-,  F,  7.,...) 

=  AF/;(j-,  FH-9AF,a  +  8Aa,...)  +  Aa/;(a;,F+0AF,a+6Aa,...) 
d'où 
AF^'       AF 


Aa  y  "    ^g, /i(^'l^+^-^F'«  +  ^^^-.'--l+/7.(a;,F  +  eAF,  a  +  6Aa,...) 

Mais,  si  Aa  est  infiniment  petit,  AF  l'est  aussi  et  le  rapport  AF  :  Aa 
est  borné  en  vertu  du  théorème  précédent.  Donc  AF  :  Aa  vérifie 
l'équation  différentielle  entre  u  ei  x 

u'  =  M/;(^.F,a,  p,...)  +  /;(a;,F,a,[i,...), 
sauf  une  erreur  infiniment  petite,  et  tend,  par  conséquent,  vers  l'inté- 
grale de  cette  équation  qui  a  la  même  valeur  initiale-limite -^  en 

vertu  des  propositions  V  et  VI  du  n^  précédent.  Comme  enfin  cette 
intégrale  est  fonction  continue  de  x,  ol,  ^,...  par  le  théorème  I  qui 
précède,  la  proposition  est  établie. 

Théorème  IV.  —  Si,  en  plus  des  conditions  du  théorème  I,  les  déri- 
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vées  de  (et  de  y^  par  rapport  à  y  et  à  un  certain  nombre  des  paramètres 
a,  ^,...  existent  et  sojit  continues  jusqu'à  rordren,rintégrale¥{x,y.,^,...) 
admet  aussi,  par  rappoi't  aux  mêmes  paramètres,  des  dérivées  partielles 
continues  jusqu'à  l'ordre  n. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  la  première  dérivation  se  fasse 
par  rapport  à  a  ;  le  théorème  se  réduit  au  précédent  pour  «  =  1,  Pour 
l'établir  en  général,  supposons  le  vrai  pour  n  —  1  et  montrons  qu'il 
subsiste  pour  n. 

Dans  cette  hypothèse,  il  est  déjà  établi  que,  sous  les  conditions  du 
théorème  IV,  Y{x,  a,  (i,...)  est  dérivable  par  rapport  aux  a,  p,...  con- 
sidérés jusqu'à  l'ordre  ?i  —  1.  Mais  alors  les  conditions  analogues  à 
celles  du  théorème  IV  ont  lieu  jusqu'à  l'ordre  n  —  1  pour  l'équation 
différentielle  entre  u  et  x  (les  a,  [3,...  entrant  dans  F)  : 
«'  =  w/>',a.  [i,...)4-/;(^,a,(55,...), 

dont  l'intégrale  FJ^  a  sa  valeur  initiale  -^  dérivable  en  a,  [3,...  par 

hypothèse,  jusqu'à  l'ordre  n  —  1.  Donc,  le  théorème  étant  supposé 
vrai  pour  n  —  1,  cette  intégrale,  ^l,  admet,  par  rapport  aux  a,  p,... 
considérés  des  dérivées  partielles  continues  jusqu'à  l'ordre»  — 1. 
C'est  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

On  peut  supposer,  en  particulier,  que  les  paramètres  a,  p,... 
n'entrent  pas  dans  yo  et  prendre  «/«  lui-même  comme  paramètre. 
Celui-ci  n'entrant  pas  dans  les  f,  on  obtient  le  théorème  suivant  : 

Théorème  V.  —  Si,  en  plus  des  conditions  du  théorème  I,  les  dérivées 
partielles  de  f{x,  «/  ;  a,...)  par  rapport  à  y  existent  et  sont  continues  jus- 
qu'à l'ordre  n,  les  dérivées  partielles  par  rapport  à  y^  de  l'intégrale 
¥{x,  //o,  a,...)  existent  aussi  et  sont  continues  jusqu' au  même  ordre. 

176.  Existence  de  l'intégrale  d'un  système  d'équations  difierentielles 
de  la  forme  normale.  —  Soient  x^,  x^...  Xn,  n  fonctions  inconnues 
d'une  variable  indépendante  t  ;  soient  fi  (t,  Xi,X2,...Xn  )  ou,  en  abrégé, 
fi{t,  x)  n  fonctions  données  de  ces  variables  (i  -=-  i,  2...  n).  Le  sys- 
tème d'équations 

(4)  x'i=^li{t,x),  (i-=l,2,...  n) 

résolues  par  rapport  aux  dérivées  des  fonctions  inconnues  est  un  sys- 
tème d'équations  différentielles  simultanées  du  premier  ordre  de  la  forme 
normale. 
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Conditions  de  Lipschitz.  —  Supposons  que  les  variables  t,  x  varient 
dans  un  domaine  D,  nous  disons  qu'une  fonction  fi{t,  x)  satisfait  à  la 
condition  de  Lipschitz  relativement  à  l'ensemble  des  variables  x,  si 
l'on  peut  assigner  une  constante  positive  M/  telle  que,  étant  donnés 
deux  points  quelconques  t,  x^,  x^,  Xn  et  t,  Xi,  Xg,...  X»  dans  le 
domaine  D,  on  ait 

1  f,[t,  X)-Â(/,^')|   <M,S|  Xft-dvJ. 

Cette  condition  aura  lieu,  en  particulier,  dans  tout  domaine  oii  les 
fonctions  ft  auront  leurs  dérivées  partielles  par  rapport  aux  x  bor- 
nées, à  condition  de  supposer  ce  domaine  convexe,  c'est  à  dire  tel  que 
s'il  contient  deux  points  il  contient  aussi  le  segment  de  droite  de  l'iiy- 
perespace  qui  les  réunit. 

ÏHÉORKME  FONDAMENTAL.  —  SoU  t^,Xioun  poijit  pHs  dausl'mléneur  d'un 
domaine  D,  si  les  fonctions  f}  sont  continues  et  uniformes  dans  ce  domaine 
D,  si,  de  plus,  elles  satisfont  à  la  condition  de  Lipschitz  relativement 
aux  variables  x,  le  système  des  équations  (4)  admet,  dans  ce  domaine,  un 
système  d'intégrales  et  un  seul  xi  ■=  Vi{t,  x^)  ayant  les  valeurs  initiales 
Xio  pour  t  =-  ^0.  ^^  ^^^  intégrales  sont  des  fonctions  continues  des  valeurs 
initiales  Xto,  to  restant  fixe. 

Ce  théorème  se  démontre  par  une  suite  de  propositions,  qui  géné- 
ralisent celles  du  ri"  174  et  que  nous  nous  contenterons  d'énoncer 
quand  cette  généralisation  est  immédiate. 

Soient  L  le  maximum  des  quantités  |  fi  \  dans  le  domaine  D,  M  la 
plus  grande  des  constantes  M-i  qui  interviennent  dans  les  conditions 
de  Lipschitz.  Soient  ensuite  a  et  b  deux  nombres  positifs  tels  que  le 
domaine  R  borné  par  valeurs  to  ±  aûe  t  et  x^o  ±  b  de  x^  [i  =  4,2,...  n) 
soit  intérieur  au  domaine  D.  Choisissons  un  nombre  positif  5  inférieur 
aux  trois  quantités  a,  b  :  L  el  i  :  nM.  Faisons  alors  varier  t  entre 
^0  —  S  et  fo  +  S.  Nous  pouvons  énoncer  les  propositions  suivantes  : 

I.  Si  le  système  des  fonctions  Xi  de  t,  ayant  les  valeurs  initiales  Xio, 
vérifie  les  équations  différentielles  sauf  une  erreur  <  e  pour  chaque 
équation  [un  nombre  limité  de  points  d'exception  étant  possible),  le 
point  {t,  x)  ne  sortira  pas  de  R,  pourvu  que  e  soit  assez  petit. 

II.  Si  les  deux  systèmes  de  fonctions  xt  et  X<,  ayant  les  valeurs  ini- 
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Haies  Xio,  vérifient  les  équations  différentielles  sauf  une  erreur  <  e  (un 
nombre  limité  de  points  d'exception  étant  possible),  les  différences 
\i  —  Xi  sont  aussi  petites  qu'on  veut  avec  e,  et  les  rapports  \  X^  —  Xi\:e 
restent  inférieurs  au  nombre  fixe  28  :  (1  —  nSM)  si  e  tend  vers  0. 

Soient  lo,-  et  to[  les  erreurs  relatives  à  Xi  et  \i  ;  on  a 

X,-  —Xi=^{   I  /i^/,  X)  —  f{t,  x)  +  w!  —  <o,  I  dt 

Soit  \k  le  maximum  de  toutes  les  différences  |  X  —  a;  ]  dans  l'inter- 
valle (to  —  S.  fo  +  8),  on  aura,  puisque  les  f]  satisfont  à  la  condition 
de  Lipschitz, 

I  fi\t,  X)  —  f\[l,  X)  i  <  M^  I  X^  —  Xi  I  <  Wn\t.. 

Par  conséquent,  |  t  —  to\  restant  <  8  et  mMS  étant  <  1,  on  tire  de 
l'équation  précédente 

;^  <  {''^\unu.  +  2eU//  -  M«a8  4-  2e8,     d'où    -^  <  ,     ^'^^.^  . 
Jt^  e         1  —  wM8 

III.  Quelque  petit  que  soit  t  positif,  on  peut  définir  un  système  de 
fonctions  Xf  =  <fi{t),  dérivables  sauf  en  un  nombre  limité  de  points  excep- 
tionnels, ayant  les  valeurs  initiales  Xio,  et  qui  vérifient  les  équations 
différentielles  partout  où  les  dérivées  existent,  sauf  une  erreur  <  e  pour 
chaque  équation. 

En  effet,  partageons  le  domaine  R  en  éléments  a  suffisamment  petits 
pour  que  les  oscillations  des  fonctions  f?  soient  <  t  dans  tous  ces 
éléments.  Partant  alors  du  point  /q,  Xio  avec  les  coefficients  de  direc- 
tion fi  [to.  Xo)  traçons  dans  l'hyperespace  R  une  ligne  polygonale  dont 
la  direction  ne  change  qu'à  la  rencontre  des  frontières  des  éléments  a, 
les  coefficients  de  direction  devenant  après  chaque  rencontre  les 
valeurs  des  fonctions  f{t,  x)  au  point  de  rencontre.  Les  coordonnées 
Xi  seront,  le  long  de  cette  ligne  polygonale,  des  fonctions,  Xi  =  'fi{t), 
qui  satisfont  à  l'énoncé  de  la  proposition  III. 

IV.  Si  t  tend  vers  0,  les  fonctions  'fi{t)  tendent  uniformément  vers  un 
système  d'intégrales  ¥i{t)  ayant  les  valeurs  initiales  x^o. 

V.  Tout  système  de  fonctions  x\  de  i  ayant  les  valeurs  initiales  x^^  et 
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véri/iant  les  équations  différentielles,  sauf  une  erreur  <  t  pour  chaque 
équation,  diffère  missi  peu  quon  veut  du  système  des  i^itéyrales  Fi  en 
supposant  e  assez  petit.  Enfin  les  quotients  |  F^  —  Xi  \  :  e.  restent 
<  28  :  (1  —  nUà)  quand  e  tend  vers  0, 

VI.  Les  intégrales  Fi(t,Xio)  sont  des  fonctions  continues  des  valeurs 
initiales  Xi^  et,  si  l'une  d'elles  seulement  Xto  varie,  le  rapport  des  accrois- 
sements correspondants  AF  :  \Xio  conserve  une  valeur  finie  quand  A^Vo 
tend  vers  0. 

177.  Propriétés  des  intégrales  considérées  comme  fonctions  de  certains 
paramètres.— L'analyse  des  n"^  174-i7o  a  été  présentée  sous  une  forme 
qui  se  généralise  d'elle-même.  On  obtient  ainsi  au  lieu  des  proposi- 
tions IV  et  V  du  n"  175  les  deux  théorèmes  suivants  : 

I.  Si  les  valeurs  initiales  Xt^^  et  les  fonctions  f{t,  x)  dépendent  encore 
de  paramètres  a,  ^,...  mais  que  leurs  dérivées  partielles  par  rapport  à 
un  certain  nombre  de  ces  paramètres  et  aux  variables  x  existent  et 
soient  continues  jusqu'à  l'ordre  n,  les  intégrales  Fj  {t,  a,  p,..,)  admettent 
par  rapport  aux  mêmes  paramètres  des  dérivées  partielles  continues 
jusqu'au  même  ordre. 

En  particulier,  si  l'on  prend  les  valeurs  initiales  comme  paramètres, 
ce  théorème  donne  le  suivant  : 

II.  ôi  les  dérivées  partielles  des  Jonctions  f{t,  x)  par  rapport  à  un 
certain  nombre  des  variables  Xt  existent  et  sont  continues  jusqu'à  l'or- 
dre n,  les  dérivées  partielles  des  intégrales  ¥i(t,XiQ)  par  rapport  aux 
valeurs  initiales  Xif,  des  mêmes  x,  existent  aussi  et  sont  continues  jusqu'à 
l'ordre  n. 

178.  Subdivision  des  intégrales  en  générales,  particulières,  singu- 
lières. —  1°)  Soit  d'abord  une  seule  équation  du  premier  ordre 

y'  =  /U',  «/), 
où  /"est  une  lonction  uniforme. 

On  a  vu  qu'on  peut  se  donner  arbitrairement  la  valeur  ;Vo  de  g  pour 
X  --  xq.  La  solution  doit  donc  dépendre  d'une  constante  arbitraire 
(qui  peut  être,  en  particulier,  ^o).  Une  fonction  g  de  x  (ou  une  équation 
définissant  g)  qui  satisfait  à  l'équation  dift'érentielle  et  qui  dépend 
d'une  constante  arbitraire  G,  s'appelle  V intégrale  générale  de  l'équalioii 
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différentielle.  Mais  il  faut  pour  cela  que  la  constante  C  permette 
d'attribuer  à  y  une  valeur  arbitraire  i/o  pour  x  =  Xo.  Toute  intégrale 
qu'on  déduit  de  l'intégrale  générale  par  une  détermination  spéciale  de 
la  constante  est  une  intégrale  particulière. 

Dans  tout  domaine  où  se  vérifient  les  conditions  de  continuité  du 
théorème  d'existence  (ii"  174),  en  particulier  dans  un  domaine  où  /" 
et  f^  sont  continues,  l'intégrale  générale  donne  la  solution  complète  du 
p7vblème  de  l'intégration,  car  il  ne  peut  j)asser  qu'une  seule  intégrale 
par  chaque  point  [Xo,  yo)  :  celle-ci  se  confond  donc  nécessairement 
avec  l'intégrale  particulière  passant  par  ce  point. 

Mais,  dans  un  domaine  où  les  conditions  de  continuité  n'ont  plus 
heu,  l'équation  peut  admettre  exceptionnellement  des  intégrales,  ne 
rentrant  pas  dans  l'intégrale  générale,  auxquelles  on  donne  le  nom 
d'intégrales  singulières. 

2°)  Soit  un  système  de  n  équations  difjérentielles  simultanées  entre 
une  variable  indépendante  t  et  n  fonctions  x^,  x^,...  Xn 

x'.  =  fi(t,  Xi,  X,,...  Xn)  {i  =  1,  2,...  //) 

Comme  on  peut  se  donner  arbitrairement  les  valeurs  initiales  des 
fonctions  x  pour  t  =  /q,  la  solution  doit  dépendre  de  n  constantes 
arbitraires.  On  donne  le  nom  d'intégrale  générale  à  une  solution  (c'est- 
à-dire  un  système  de  n  fonctions  x  ou  de  relations  servant  à  les  défi- 
nir) qui  dépend  de  n  constantes  arbitraires  distinctes,  et  l'on  entend 
par  ce  mot  que  les  constantes  arbitraires  permettent  d'attribuer  aux  x 
des  valeurs  arbitraires  pour  t  --  to. 

Les  intégrales  qui  sont  comprises  dans  l'intégrale  générale  par  une 
détermination  spéciale  des  constantes  sont  des  intégrales  particulières. 

L'intégrale  générale  fournit  la  solution  complète  du  problème  de 
l'intégration  dans  tout  domaine  où  les  conditions  du  théorème  fonda- 
mental sont  vérifiées.  Mais,  dans  un  domaine  où  ces  conditions 
viennent  à  manquer,  il  peut  exister  exceptionnellement  des  intégrales 
singulières  non  comprises  dans  l'intégrale  générale. 

3°)  Soit  enfin  une  équation  de  l'ordre  n 

yW  =  f[x,y,y'„..yy^-'-), 
résolue  par  rapport  à  la  plus  haute  dérivée.  Elle  se  ramène  à  un  sys- 
tème du  premier  ordre  en  désignant  par  p^,  Pz,...  pn-i  les  («—  1) 
premières  dérivées  de  y,  considérées  comme  autant  d'inconnues. 


Ce  système  sera 
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y  =  Pi 


(i==l,2,...n-2)       p[=Pi+, 

[    p'n-i^  r{X.!l,p„Po,...pn-i) 

On  peut  donc  se  donner  arbitrairement  y  et  ses  n  —  1  premières 
dérivées  pour  x  =  Xq.  L'intégrale  générak  est'une  solution  qui  dépend 
de  n  constantes  arbitraires  distinctes,  c'est-à-dire  permettant  de  don- 
ner à^  et  à  ses  n  —  1  premières  dérivées  des  valeurs  initiales  arbi- 
traires pour  X  -^  Xo.  Le  nombre  des  constantes  est  donc  égal  à  l'ordre 
de  l'équation.  En  leur  donnant  des  valeurs  spéciales,  on  obtient  des 
i7i  tégrales  particulières . 

L'intégrale  générale  fournit  la  solution  complète  du  problème  de 
l'intégration  dans  tout  domaine  où  les  conditions  du  théorème  fonda- 
mental ont  lieu  (donc,  en  particulier,  dans  tout  domaine  où  /"et  ses 
dérivées  par  rapport  à  y,  y',...  «/"-^  sont  continues).  Si  ces  conditions 
viennent  à  manquer,  il  pourra  exister  des  intégrales  singulières  non 
comprises  dans  l'intégrale  générale. 

L'étude  des  intégrales  singulières  ne  peut  se  faire  d'une  manière 
satisfaisante  qu'en  se  plaçant  au  point  de  vue  des  fonctions  analytiques. 
Nous  ne  nous  en  occuperons  pas  pour  le  moment. 

§  3.  Equations  du  !•  ordre  et  du  1  '  degré. 
Facteur  intégrant 

179.  On  dit  communément  qu'on  sait  intégrer  une  équation  quand 
son  intégration  se  ramène  à  des  quadratures.  En  ce  sens,  il  n'y  a 
qu'un  petit  nombre  d'équations  que  l'on  sache  intégrer.  Nous  allons 
examiner  les  principales.  Nous  commencerons  par  celles  qui  sont  du 
premier  degré  par  raj)port  à  la  dérivée  de  la  fonction  inconnue.  Nous 
supposerons  que  cette  fonction  soit .//  ;  mais  il  est  clair  ([u'on  pourrait 
aussi  bien  considérer  x  comme  fonction  inconnue  de  y  et  c'est  ce  que 
l'on  doit  souvent  faire  en  pratique  pour  être  ramené  à  l'un  des  types 
que  nous  allons  examiner. 

180.  Equations  qui  sont  différentielles  exactes  (ou  immédiatement 
intégrablesj.  —  Si  l'équation  est  du  premier  degré  en  dy  :  dx,  on  jieut 
la  mettre  sous  la  forme 

(1)  P  dx  -f-  Q  dy  -  0. 

13 
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OÙ  P  et  Q  sont  des  fonctions  données  de  x,  y.  On  dit  que  l'équation 
est  immédiatement  intégrable  si  son  premier  membre  est  une  diffé- 
rentielle totale  exacte.  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
cela  est  que  l'on  ait  P^  =  Q^  (n«>67).  Si  elle  a  lieu,  le  premier 
membre  est  la  différentielle  totale  d'une  fonction  F  (x,  y)  ;  l'équation 
revient  à  f/F  =  0  ;  son  intégrale  sera  donc  F  =  const.,  ou,  en  dévelop- 
pant (n"  67), 

\yix,y)dx^  JQ{a,y)dy^-C. 

C'est  l'intégrale  générale  et  il  n'y  a  pas  de  solution  singulière. 
Eœem23les.  Voici  trois  équations  avec  leurs  intégrales  en  regard  : 

xdx  -{-  y  dy         y  dx  —  x  dy 

H  Zi    i    7.2         ^^  ^  > 


x^  +  3  x'-y-  4-  î/<  =  C  ; 

^=cot(C-VT+^^+F); 


C^  -  2C^. 


181.  Séparation  des  variables.  —  L'équation  (1)  est  immédiatement 
intégrable  si  les  variables  sont  séparées,  c'est-à-dire  si  P  est  une  fonc- 
tion X  de  a;  seul  et  Q  est  une  fonction  Y  de  y  seul,  car  on  a,  dans  ce 
cas,  X^  =.  Y!^  =  0.  L'équation  prend  alors  la  forme 

(2)  \dx+\dy  =  0, 

et  elle  a  pour  intégrale  générale 


(\dx+  (ldy=^C. 


Considérons  maintenant  les  équations  du  type 

(3)  Wdx  {-\J,dy==0 

où  X,  Xj  sont  fonctions  de  x,  Y  et  Yj  fonctions  de  y  seuls. 

On  dit  qu'elles  s'intègrent  par  séparation  de  variables.  Il  suffît,  en 
eff'et,  de  les  multiplier  par  le  facteur  4  :  XiY  pour  les  ramener  à  la 
forme 

X  Y 

-^dx  +  -^  dy^O, 

et  les  variables  sont  séparées. 

En  intégrant  celte  équation,  on  obtiendra  l'intégrale  générale  de  (3). 
Toutefois  il  restera  à  vérifier  si  l'on  n'a  pas  supprimé  de  solution 
annulant  le  facteur  X,  ou  le  facteur  Y. 
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Les  solutions  des  équations  Xj  =  0  et  Y  =  0  sont  des  valeurs  con- 
stantes X  =  01.  ou  y  =  ^.  Ce  sont  aussi  des  solulions  de  l'équation  (3) 
dont  elles  annulent  les  deux  termes  et  elles  peuvent  être  acceptables, 
car,  au  point  de  vue  géométrique,  elles  correspondent  à  des  droites 
parallèles  aux  axes. 

Exemples.  Voici  trois  équations  avec  leurs  intégrales  en  reg-ard  : 


{a-  -f- y^)  dx='ix\Jax  —  d~  dy, 
sec^xtgy  dx  -f-  sechj  ig  x  dy  =  0, 


x-^  +  y-^  =  ^Log{Cx:  y) 


y  — sjax  —  a'=  G  (rr  +  y  sjax  —  câ) 
igxigy^C. 


182.  Equations  homogènes.  —  Si  les  fonctions  P  et  Q  de  x,  y  sont 
homogènes  et  du  même  degré,  l'équation 

Pdxi-Qdy^^O 

est  une  équation  homogène.  Dans  ce  cas,  le  quotient  P  :  Q  ne  dépend 
que  du  rapport  //  :  x.  L'équation,  résolue  par  rapport  à  y',  se  ramène 
donc  au  type 

Les  variables  deviennent  séparables  en  changeant  d'inconnue  par 
la  substitution 

y  =  ux,         d'où         y'-=u-\-xu'. 
L'équation  entre  u  et  x  sera,  en  effet, 
(5)  xii'  =  (f{u)  —  u; 

d'où,  en  divisant  par  x  [©(m)  —  u]  et  en  multipliant  par  dx, 

dx  du  ^  r      du 

Logx=    — -, — --  +C 


Ç      du 


X  (p(M)  —  W    ' 

On  obtiendra  l'intégrale  générale  de  (4)  en  remplaçant  u  par  y  :  x 
dans  l'équation  précédente. 

On  trouve  aussi  des  solutions  en  annulant  le  facteur  supprimé 
cp  (m)  —  u,  ce  qui  donne  généralement  pour  u  un  certain  nombre  de 
valeurs  constantes  u  =  u^,  u  =  U2...  Ces  relations  satisfont  à  l'équa- 
tion (5)  dont  elles  annulent  les  deux  membres  ;  donc  les  relations 

y  =  Ui  X,        y  =  U2  X,... 

sont  des  solutions  de  l'équation  (4).  Elles  seront  singulières  à  moins 
de  rentrer  dans  l'intégrale  générale. 
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On  peut  aussi  intégrer  les  équations  homogènes  en  les  ramenant  à 
des  différentielles  exactes.  Nous  le  ferons  dans  le  numéro  suivant. 

Exemples.  Voici  trois  équations  homogènes   et  leurs  intégrales  en 
regard  : 

X  dy  —  y  dx ^  \J^^^^\        I  x^  =  C-  +  ^Cy; 

{x +  y)dx't{y—oo)dy  =  0,  arc  tg  ^  =  Log  C  \/x'-  +  y^)  ; 


2/ 


X 

y 


xy  dy  —  î/^  dx  ^{x  -{-  y)-  e     .r  *   '  {x  -\-  y)  Log  Cx  =  xe^ 

183.  Remarques  sur  les  équations  à  la  fois  homogènes  et  différen- 
tielles exactes.  —  1°)  Quand  l'équation  Vdx  -f  Q  rf?/  =  0  réunit  ces  deux 
caractères,  elle  s'intègre  immédiatement  sans  aucune  quadrature, 
pourvu  que  son  degré  d'homogénéité  n  ne  soit  pas  —  1.  Posons,  en 
eff'et, 

Y[x,y)=^x  +  (Xy- 

On  aura,  eu  égard  à  l'identité  P|^  =  Q!^  et  aux  propriétés  des  fonc- 
tions homogènes  \t.  1,  no  161), 

De  là  l'identité 

(6)  d{Vx  +  Qy)  =  {n  +  1)  {Mx  +  Qdî/) 

Donc,  n  —  1  n'étant  pas  nul,  l'intégrale  générale  de  l'équation 
Vdx  +  Qrfi/  =  0  sera 

Exemples.  Voici  trois  de  ces  équations  et  leurs  intégrales  en  regard  : 

x-'-6x-y-6y*x+y^=C; 
x'-^6œY-\-y*  =  G; 


(^a;^_^a;y-^y')dx+(y^-Axy-^x')dy=0, 
{x^  +  3  xy')  dx  i-  (y^  -f  3  a^'i/  -  0, 


\\  i-e^^dx+e'-^y^        y  j    y~    '  x-{-yeV=C. 

2°)  Supposons  encore  que  Vdx  +  Qdy  soit  une  diff'érentielle  exacte. 
Si  P  et  Q  sont  homogènes  de  degré  —  1,  on  a  ?i  +  l  =  0.  Donc, 
?x  -f  Qy  ayant  une  diff'érentielle  totale  nulle  en  vertu  de  l'équation  (6), 
on  a  identiquemejit  {k  étant  une  constante  déterminée) 

P.r-HQ«/=^-. 
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on  ne  connaît  donc  plus  d'intégrale  a  priori  et  il  faut  recourir  à  la 
méthode  générale  d'intégration. 

3°)  Réciproquement,  si  P  et  Q  étant  homogènes  et  de  degré  —  1 , 
P^  -+-  Qy  se  réduit  identiquement  à  une  constante  k,  l?dx  -f-  Qdij  sera 
une  différentielle  exacte.  En  effet,  cette  identité  permet  d'exprimer  P 
au  moyen  de  Q,  et  il  vient 

Pdx  +  Qdy  -^^^=^  dx  +  Qdy  ^  ^-^  +  (Q^)rf-f-  • 

Or  Qx  étant  de  degré  0,  est  une  fonction  <^[u)  du  rapport  u  ^  y  :  x  ; 
par  conséquent,  on  a 

^dx  +  Qdy  ="  k  "^  -f  cp  (u)  du, 

ce  qui  est  une  différentielle  exacte, 

Si,  en  particulier,  fe  =  0,  l'équation  se  réduit  à  (f{u)du  =  0;  elle 
n'a  donc  d'autre  intégrale  que  u  =-  const.  ou  y  =  Cx. 

4°)  Toute  équation  homogène  ?dx  +  Qdy  =  0  peut  être  rendue 
différentielle  exacte.  Il  suffit,  pour  cela,  de  la  diviser  par  Vx  +  Qy.  En 
effet,  l'équation  homogène  de  degré  —  1 

i'7\  Ptf^  +  Qdy    _ 

^^'  Px  +  Qy     -''' 

est  immédiatement  intégrable  en  vertu  de  la  remarque  3"  (le  nombre  k 
étant  égal  à  1).  Mais  le  degré  d'homogénéité  de  cette  équation  est 
—  i,  ce  qui  est  le  cas  d'exception  de  la  remarque  1°.  N'était  donc  ce 
cas,  toutes  les  équations  homogènes  s'intégreraient  sans  quadrature. 

Le  facteur,  inverse  de  l'x  +  Qy,  par  lequel  il  faut  multiplier  l'équa- 
tion pour  la  rendre  immédiatement  intégrable,  s'appelle  le  facteur  inté- 
grant de  l'équation.  Nous  y  reviendrons  dans  un  numéro  suivant. 

Toutefois,  si  P^  +  Qy  se  réduit  à  0,  il  y  a  une  exception,  cette 
expression  ne  peut  plus  être  l'inverse  d'un  facteur  intégrant.  On  ren- 
dra l'équation  différentielle  exacte  en  la  divisant  par  Px  ou  par  Qi/,  ce 
qui  ramène  son  degré  à  —  1  et  l'on  retrouve  le  cas  3°  avec  k  =  0. 
L'intégrale  générale  sera  y  =  Cx. 

184,  Equations  réductibles  aux  équations  homogènes.  —  Ce  sont 
celles  du  type  (A,...  a,...  constants) 


(8)  y'  =  cp( 


Ax-\-By  +  C 
ax  -\-  by  -^  c 
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1°)  Si  Ab  —  flB  est  différenl  de  zéro,  on  change  les  deux  variables 
en  posant 

rj  =  Ax  +  B</  +  C,         ,       d-ri  _  Adx  +  My  _  A  +  Bî/' 


1=  ax  +  by  +  c,  rf?         (idx  ^  bdy        a  +  by' 

Dans  notre  hypothèse,  le  dernier  rapport  n'est  pas  indépendant  de 
y'  (ce  qui  arrive  si  Ab  —  aB  =  Oi  de  sorte  que  l'équation  (8)  revient  à 
l'équation  homogène  entre  i]  et  z, 

(9)  ^'^  ^  ^  ^ 


d^ 


+.<f) 


û)01 


Si  At— aB=0,  on  change  d'inconnue  seulement  par  la  relation 
Ax  4-  By       ax  4-  by  ,,  ,        ,      ,    ,    b      , 

L'équation  (8)  ne  se  ramène  plus  à  une  équation  homogène,  mais  à 

et  les  variables  tj  et  x  se  séparent. 

On  aura  donc  à  intégrer  (9)  ou  (10).  On  remplacera  r,  et  ;,  ou  ri 
seulement,  par  leurs  valeurs  et  l'on  obtiendra  l'intégrale  générale  de 
l'équation  (8j. 

185.  Equations  linéaires.  —  Ce  sont  celles  qui  sont  linéaires  en  y 
et  //',  donc  du  type 

(11)  y'-^Xy  =  \,, 

X  etXj  désignant  des  fonctions  de  x  seul.  Le  terme  Xi  s'appelle  le 
second  membre  ;  s'il  est  nul,  l'équation  est  sans  second  membre, 

1°)  Véquation  linéaire  sans  second  membre  s'Intègre  par  une  seule 
quadrature.  En  effet,  elle  réduit  à 

i/'  +  x^--^o,        d'où      y  =  -x. 

Les  variables  sont  séparées,  l'intégrale  sera 

Log  y  =  —\  Xdx-  +  Log  C,        d'où        y  =  Ce  j  ^'^^ 

2°)  Pour  intégrer  Véquation  linéaire  avec  second  membre,  désignons 


ÉQUATIONS  DU  PREMIER  ORDRE  199 

par  u  une  intégrale  particulière  de  l'équation  sans  second  membre. 
Soit  par  exemple, 

et  changeons  de  fonction  inconnue  par  la  relation 

y  =  U2,       d'où       y'  =  iiz'  +  u'z. 
Comme  u'  +  Xw  est  nul  par  hypothèse,  l'équation  (11)  se  réduit  à 

uz'  -  X„        d'où        z'  =  ^,         ;2  =  G  +  (*—  rf^' 
"  u  J  u 

Remplaçons  maintenant  dans  y=-uz  les  deux  facteurs  m  et  ;5  par 
les  valeurs  trouvées.  L'intégrale  générale  de  (11)  sera  donnée  par  la 
formule  (comportant  deux  quadratures) 

(12)  ^  =  e-H[c+|x,da;eJ'^^"] 

et  il  n'y  a  pas  d'intégrale  singulière. 

Remarques.  —  4»)  Si  l'on  connaît  une  intégrale  particulière  y^  de 
l'équation  (11),  son  intégrale  générale  s'obtiendra  par  une  seule  qua- 
drature. En  effet,  si  l'on  soustrait  de  l'équation  (11)  celle  qu'on  en 
déduit  en  remplaçant  y  par  î/i,  l'équation  devient 

{y-yô'--^{y-yi) 

C'est  donc  une  équation  linéaire  sans  second  membre  par  rapport  à 
y  —  î/i  et  elle  a  pour  intégrale 

(13)  y-y,  =  Ce-S'^'' 

2°)  Si  l'on  connaît  deux  intégrales  particulières  ^i  ely^  de  l'équation 
(11),  l'intégrale  générale  s'obtient  sans  aucune  quadrature  :  ce  sera 

(13)  J^uIl  =  c. 

^2  —  ^1 

En  effet,  puisque  y^,  doit  vérifier  l'équation  (13)  pour  une  valeur 
convenable  de  C,  le  rapport  ûe  y  —  yi  ây^  —  </i  doit  demeurer  con- 
stant. 

Exemples.  —  Voici  quelques  équations  linéaires  avec  Inurs  intégrales 
en  regard  : 

y'  -j-  ay  ^  e"'^ 
-'  "^y      =e^{x-\'  1)« 


x-^  1 
/'  +  2/  cos  X  =*s,mx  cos  x 


^  =  Ce-«-+ 

çmcc 
m  -\-a 

*/  =  (^  +  1)" 

(e^+C) 

_C^-sin^_^ 

sin  a;  —  1 

2/  =  ce-'f  + 

f-l 
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186.  Equation  de  Bernoulli.  —En  multipliant  par  «/"  le  second 
membre  d'une  équation  linéaire,  on  obtient  l'équation  de  Bernoulli 
(15)  ,v'+Xy=X,r- 

Cette  équation,  divisée  par  y"  ,  se  met  sous  la  forme 

X,. 


yU       1-  y. 


d'où 


(«-'ilL  ; 


Prenons  ::•  pour  inconnue  en  posant 
_  1 

l'équation  se  ramène  à  Véquation  linéaire 

z.'  —  [n  —  i)\z^=—{u—  1)  X 
La  valeur  de  :■  ou  de  1  :  //"-^  sera  donc 
1 


:i6) 


=  ,:»-^'N^[c  -  («  -  1)  {\,da;e''-'h''~] 

dette  formule  devient  illusoire  si  n  =  1,  mais,  dans  ce  cas,  l'équa- 
tion de  Bernoulli  se  réduit  à  l'équation  linéaire  sans  second  membre 

/y'  +  (\-X,)//==0. 

Kixemplef!.  —  Voici   quelques   équations  de   Bernoulli   et  leurs  inté- 
grales : 


(1  —  x'^)  II'  —Xij  ^  aœif 
y'  -\-  'iœy  =^ax''y'^ 

y"-'  [ay'  +  y)  =--  «? 

xy'~  [xy'  +  y)  -=  a- 


y-^  =Cvl  —  ^'  —  tt 

2 y--  =  a  (1  H-  2a;2)  —  Ce-^'^ 

nx 

ny^^  =  Ce  ^''    -\~  nx  —  a 

3\Jy  -=C  (1  -x^)i—  (1  —  X') 

2{xyY  =  'àa-x^  +0. 


187,  Equation  de  Riccati.  —  C'est  l'équation  du  type  général- 
y'  4-  \r  +  X,«y  +  X.  =  0. 
oii  les  lettres  X  désignent  des  fonctions  de  x  seul.  Cette  équation 
peut  s'intégrer  quand  on  en  connaît  une  solution  particulière  y^. 
Posons,  en  eiïet, 

y  =  ?/i  +  2; 
l'équation  devient 

.^'  -f  {y\  +  Xyî  -f  X.^i  +  Xe)  +  Xs;^'  +  2\y,z  +\,z  -  0 
et,  ,v,  étant  une  intégrale  particulière,  elle  se  réduit  à 

;5'  +  :ï(2Xi/,  +  XO«-X;î^ 
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C'est  une  équation  de  Bernoulli,  qu'on  ramène  à  une  équation 
linéaire  en  posant  z  =  \  :  u.  On  serait  donc  ramené  directement  à 
une  équation  linéaire  en  posant  tout  de  suite 

^   1 

Si  l'on  connaît  trois  intégrales  particulières  y  ^,  y/g,  ^3  de  l'équation  de 
Biccati,  l'intégrale  générale  s'obtient  sans  aucune  quadrature. 
En  effet,  on  connaît  alors  deux  intégrales  particulières 
1  1 

«2 


de  l'équation  en  u.  Donc  l'intégrale  de  l'équation  en  u  est  (n"  185) 

u  —  Ml  ., 

^  (-onst, 

Î<1  —  u-i 

Celle  de  l'équation  de  Riccati  s'obtient  par  l'élimination  des  lettres  w, 
ce  sera 

;LlU/i.:l3jr_^^Const. 

//  —  2/1        Hz  —  Vx 

Cette  formule  exprime  que  le  rapport  anharmonique  de  quatre  inté- 
grales de  l'équation  de  Ricccati  est  constant. 

Remarque.  On  peut  supposer  X  différent  de  0  dans  l'équation  pré- 
cédente, sinon  elle  serait  linéaire.  Alors,  par  la  substitution  y  =  z  :  X, 
elle  se  ramène  à  la  forme 

z'  4-  z'  +  (x,  -  -l")  ;5+  XX,  =-  0, 

ou,  plus  simplement,  P  et  Q  étant  fonctions  de  x  seul, 

(17)  Z'     +    ^-^     +    P^    +    Q     :^     0, 

Par  la  substitution  5  =  u'  :  m,  celle-ci  revient  à  l'équation  du 
second  ordre 

(18)  u"  +  Pm'  +  Qw  -  0. 

Cette  nouvelle  équation,  que  nous  étudierons  en  détail  dans  le 
chapitre  suivant,  est  une  équation  linéaire  sans  second  membre. 

Cas  d'intégrabilité.  —  L'équation  suivante 

(19)  y'  +  ay-^  =  bx"\ 

est  un  cas  particulier  de  celle  de  Ricoati,  elle  s'intègre  sous  forme  finies 
chaque  fois  que  2  :  {m  -\-  2)  est  un  nombre  impair  (positif  ou  négatif)^ 
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—  OU,  ce  qui  revient  au  mêtne,  chaque  fois  que  m  :  (m  -f-  2)  est  un 
nombre  pair  [positif  ou  négatif). 

En  effet,  par  la  substitution  w  = elle  devient 

au 

(20)  m"— aèwa;^  =  0. 

C'est  la  transformée  obtenue  par  Euler.  Nous  prouverons,  dans  le 
chapitre  suivant,  que  celle-ci  s'intègre  sous  forme  finie  pour  les  valeurs 
ci-dessus  de  m. 

188.  Théorie  du  faeteur  intégrant  ou  multiplicateur.  —  Soit  l'équa- 
tion 

(21)  Mx  A-  Qdy  =  0. 

On  appelle  multiplicateur  ou  facteur  intégrant  un  facteur  jj.,  géné- 
ralement fonction  de  x  et  de  y,  tel  que  l'expression 

Il  [Mx  +  Qdy) 

soit  une  différentielle  totale  exacte. 

I.  //  existe  toujours  un  facteur  intégrant. 

En  effet,  l'équation  (21)  admet  toujours  une  intégrale  générale  ren- 
fermant une  constante  arbitraire  et  qui,  résolue  par  rapport  à  cette 
dernière,  prend  la  forme 

¥(x,y)^C. 

Connaissant  celte  intégrale  générale,  on  peut  en  déduire  un  facteur 
intégrant  {/.  En  effet,  différentions  totalement  cette  équation,  puis 
éliminons  dx  et  dy  entre  l'équation  obtenue  et  l'équation  (21)  ;  il  vient 
successivement 

lUx  +  Y^dy  =  0,        ^  =  i-  . 

Cette  dernière  équation  ne  renferme  plus  C  et  doit  être  vérifiée  en 
tout  point  X,  y  de  l'intégrale  générale,  donc  en  un  point  quelconque, 
car  on  peut  faire  passer  une  intégrale  particulière  par  ce  point.  C'est 
donc  une  identité  :  ses  deux  membres  ne  sont  que  deux  expressions 
différentes  d'une  même  fonction  de  x,  y  que  nous  désignerons  main- 
tenant par  jji.  Il  vient  donc  identique7nent 

F;=-jxP,      f;,=.h^Q,      d'où     iiiMx  +  Qdy)  =  d¥{x,y). 

Donc  fA  est  un  facteur  intégrant  et  l'on  connaît  une  expression 
fL  :  P  de  ce  facteur. 
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II.  Si  Y{x,  y)  =  C  et  F,  (a;,  y)  =  Ci  sont  deux  formes  différentes  de 
l'intégrale  générale  de  l'équation  (21),  on  a 

Fi^cp(F). 

En  effet  soient  jx  ef  tx,  les  deux  facteurs  intégrants  correspondants 
à  F  et  à  Fj.  On  a 

y.{Pdx  +  Qdy)  =  dF        [ji,  (?dx  +  Qdy)  -  rfF, 

d'où 

dF,  =  ^'  dF. 

Cette  relation  a  lieu  les  variables  x  et  y  étant  indépendantes.  Elle 
subsiste  si  l'on  change  ces  variables.  Comme  F  contient  au  moins  une 
des  deux  lettres  x  ou  y,  supposons  que  F  contienne  y.  Prenons  alors 
a;  et  F  comme  variables  indépendantes  ;  cette  relation  montre  que 
Ton  a 

dx  '  dF  ^  i^   ' 

Donc  Fi  ne  dépend  que  de  F  et  l'on  a 

F,  =.'^(F),  ^^-=cp'(F). 

r 

III.  Il  existe  une  infinité  de  facteurs  intégrants,  et  si  \t.  est  Vun  d'eux, 
ils  sont  tous  compris  dans  la  formule  générale  ij-'\'{F),  la  fonction  ^ 
restant  arbitraire. 

Tout  facteur  intégrant  pt,  est  de  cette  forme,  car,  si  i*.,  (Pdx  +  Q.dy)= 
dF,,  [Xj  vérifie  la  dernière  équation  ci-dessus.  Réciproquement,  tout 
facteur  de  cette  forme  est  intégrant,  car  on  a 

yM^)i?dx  +  Qdy)  -  mdY  =  d.j'^{F)dF, 

ce  qui  est  une  différentielle  exacte. 

IV.  La  connaissance  d'un  facteur  intégrant  permet  d'obtenir  l'inté- 
grale générale  par  des  quadratures  et  de  déterminer  immédiatement  la 
solution  singulière  s'il  y  en  a  une. 

En  effet,  l'équation  différentielle  peut  s'écrire 
Mx  +  Qdy  =  —  dF  -  0. 
Elle  se  décompose  en  deux  autres  :  dF  =  0,  ce  qui  fournit  la  solu- 
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tion  générale,  et  1  :  pi  =  0,  ce  qui  fournira  la  solution  singulière.  La 
solution  singulière  jouit  donc  de  la  propriété  remarquable  de  rendre 
intîni  le  facteur  intégrant. 

V.  Si  l'on  connaît  deux  facteurs  intégrants  dont  le  rapport  ne  se 
réduise  pas  identiquement  à  une  constante,  on  obtiendra  l'intégrale 
générale  en  égalant  ce  rapport  à  une  constante  arbitraire. 

En  effet,  soient  jj.  et  [j-<}'(F)  deux  de  ces  facteurs,  en  égalant  leur 
rapport  à  une  constante,  il  vient  t}.(F)  =  C.  Mais  •]'  contient  F  par 
hypothèse,  donc  cette  relation  revient  à  F  =  C  :  c'est  donc  l'intégrale 
générale. 

VI.  En  particulier ,  si  l'on  connaît  un  facteur,  iniégi^ant  autre  qu'une 
constante  d'une  équation  différentielle  exacte,  on  obtiendra  l'intégrale 
en  égalant  ce  facteur  à  une  constante. 

189.  Recherche  d'un  facteur  intégrant.  Cas  de  l'équation  linéaire.  — 
Parmi  les  équations  étudiées  précédemment,  il  y  en  a  que  nous  avons 
intégrées  par  le  procédé  du  facteur  intégrant.  Ce  sont  d'abord  celles 
qui  s'intègrent  par  séparation  des  variables  (n°  481),  car  cette  sépara- 
tion se  fait  en  multipliant  l'équation  par  un  facteur  intégrant  facile 
à  apercevoir.  Ce  sont  ensuite  les  équations  homogènes,  que  l'on  rend 
immédiatement  intégrables  en  les  divisant  par  ?x  -j-  Qî/,  ce  qui  est 
donc  l'inverse  d'un  facteur  intégrant. 

En  dehors  de  ces  deux  cas,  la  recherche  d'un  facteur  intégrant  est 
un  procédé  peu  pratique  d'intégration  et  c'est  plutôt  l'intégration  de 
l'équation  qui  conduit  à  la  connaissance  d'un  facteur  intégrant  par  la 
méthode  indiquée  au  no  précédent- 

Cherchons  les  conditions  analytiques  auxquelles  doit  satisfaire  un 
[acteur  intégrant.  Pour  simplifier,  mettons  l'équation  sous  la  forme 

(22)  dy  4-  Mx  =-  0. 

La  condition  pour  que  jji  (dy  +  Pdx)  soit  une  différentielle  exacte,  est 

(23)  4^=-^ 
^  dx  dy 

C'est  une  équation  aux  dérivées  partielles  et  l'intégration  de  cette 
équation  doit  être  considérée  comme  un  problème  d'ordre  plus  élevé 
que  celle  de  l'équation  (22). 
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Comme  application,  cherchons  à  quelle  condition  le  facteur  [ji  sera 
fonction  de  x  seul.  L'équation  (25)  se  réduit  dans  cette  hypothèse  à 

(24)  ^-^■ 
\K        dy 

Il  faut  donc  que  P^  soit  fonction  de  x  seul,  c'est-à-dire  que  P  soit 
une  fonction  linéaire  de  y.  Les  seules  équations  de  la  forme  dy  +  Vdx 
■=  0  dont  le  facteur  intégrant  soit  fonction  de  x  seul,  sont  donc  les 
équations  linéaires.  Pour  celles-là,  P  est  de  la  forme  Xj/  —  X,  et  P|^ 
est  égal  à  X. 

Soit  donc  l'équation  linéaire 

(25)  dy  -\-y\dx=^  Xi  dx; 

son  facteur  intégrant  est  donné  par  l'équation  (24),  qui  devient 

M.'  {^''^ 

(26)  ^=X,         d'où         (^-6-'      . 

Multiplions  donc  l'équation  (25)  par  un  facteur  intégrant  [i  et  obser- 
vons que  \idy  =  d{iJ.y)  —  yd\j.  ;  il  vient 

d{\>^y)  —  y\V-'  —  |^X)rfa;=-  \t.\^dx. 
Le  terme  en  y  disparaît  par  l'équation  (26)  ;  il  vient  donc  immé- 
diatement 

(27)  y  =  -i-jp-X.rfo;. 

C'est  la  formule  d'intégration  de  l'équation  linéaire  (n°  185).  Le 
facteur  y.  est  l'inverse  d'une  solution  de  l'équation  sans  second 
membre. 

Exercices. 

1.  En  prenant  </  — X,  :  X  pour  inconnue,  montrer  que  l'intégrale  de 
l'équation  hnéaire  (no  185)  peut  s'écrire 


2.  Montrer  que  Ton  peut  intégrer  l'équation 

V{xdy  —  ydx)  ^  Qdy  —  Rdx. 

où  P,  Q,  R  sont  homogènes  en  x,  ^  et  Q,  R  du  même  degré. 

R,  On  pose  y  =  ux  et  l'on   obtient   une   équation  de  Bernoulli  pour 
déterminer  x  en  fonction  de  u. 
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3.  Intégrer  l'équation  de  l'exercice  précédent  en  supposant  que 
P,  Q,  R  soient  linéaires  en  x,  y  mais  non  plus  nécessairement  homo- 
gènes (Équation  de  Jacohï). 

R.  Si  P,  Q,  R  sont  homogènes,  c'est  une  application  de  l'exercice 
précédent.  Si  cette  condition  n'a  pas  lieu,  on  la  réalise  [lar  le  change- 
ment de  variables 

i»  =  ç  +  a,  y  =  T.  -h  p, 

en  déterminant  les  constantes  a,  ^  par  les  conditions 

P(a,  P)^Q(a,  ^)^R(a,P) 
I  a  p        ■ 

En  égalant  chaque  rapport  à  une  même  inconnue  /.,  en  en  tire  trois 
équations  linéaires  entre  a  et  p  et  l'élimination  de  a,  |j,  fournit  une  équa- 
tion du  3"^  degré  pour  déterminer  À. 

4.  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  I  ;  (Pa;  -f-  Qy)  soit 
facteur  intégrant  de  Vctc-^Qdy^O  est  que  P:Q  soit  homogène  de  degré  0, 

5.  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  1  :  [Vx  —  Qy)  soit 
iacteur  intégrant  de  Vdx  +  Q.dy  ^  0  est  que  P^-  ;  Q  soit  fonction  du 
produit  oyy. 

6.  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  Vdx  -\-  Qdy  admette 
un  multiplicateur  homogène  de  degré  w  est  que  la  fonction 

Px-\-Qy 

soit  homogène  et  de  degré  0. 

§  4.  Équations  du  l^-^  ordre  non  résolues 
par  rapporta  </'. 

190.  Définition  de  l'intégrale  générale.  —  Soit  une  équation 

(1)  f{^;  y,  y')  =  o. 

On  pourra  généralement  tirer  de  cette  équation  plusieurs  valeurs 
pour  y',  peut-être  même  une  infinité, 

(2)  y'-fi{x,y),  y' =  f^{x,y),... 

Ces  équations,  qui  sont  de  la  forme  traitée  dans  le  paragraphe  pré- 
cédent, auront  chacune  leur  intégrale  générale,  soit  respectivement 

(3)  F,(x,  «/,  C) -=  0,  \\{x,y,C)  =  Q,... 

Ce  sont  autant  de  solutions  de  l'équation  (1)  et  l'on  appelle  intc- 
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grale  générale  de  cette  équation  une  solution  qui  comprend  toutes  les 
précédentes. 

Lorsqu'il  n'y  a  qu'un  nombre  limité  n  d'équations  (2)  et,  par  suite, 
d'équations  (3),  on  peut  obtenir  cette  intégrale  générale  en  multipliant 
entre  elles  toutes  les  relations  (3),  ce  qui  donne 

(4)  ¥,{x,  y,  C)¥,{x,  y,  C)...  F„  [x,  y,  C)  ^  0. 

11  arrive  souvent  que  toutes  les  équations  (3)  peuvent  être  com- 
prises en  une  seule  renfermant  des  fonctions  à  déterminations  multi- 
ples. Cette  relation  unique  est  alors  l'intégrale  générale.  Si  les  fonc- 
tions à  déterminations  multiples  sont  des  radicaux,  on  pourra  géné- 
ralement les  faire  disparaître  par  des  élévations  de  puissance,  mais  il 
est  clair  que  cela  revient  à  former  l'équation  (4).  Il  est  à  remarquer  que 
cette  opération  a  déjà  été  faite  pour  plusieurs  des  équations  propo- 
sées au  paragraphe  précédent.  En  voici  un  nouvel  exemple  :  soit 

y'-  =  \^y-,  d'où  ,     ,/- — -  =  dx. 

On  en  tire  l'intégrale  générale  sous  les  deux  formes 


Log  ^l^Vl+lL^  _  1,0g  e^,  \+r^  (Ge^-yy. 

Exemples.  Les  trois  équations  : 
y'3  _  (a;2  -\-xy  +  y^)  y''  -j-  [x-'y  +  x'^y''  +  oay^)  y'  —  x^y'  =  0 
(«*  —  x'^)  y'-^  +  bx  [a-  —  x-)  y'^  —  y'  —  bx  =  0 

reviennent  aux  suivantes,  dont  nous  mettons  l'intégrale  en  regard  : 


[y' 


I  .  Xi 

^'){y'-^y){y'-f)-0  '/y-^-C^(y-Ce~^(y 


c  —  X 


bx~  f  X 

[(o2  _aj2)  î/'2  — 1]  (?/'  +  j£c)  =  0  ,  (î/  +  C)3  ^  -^    arc  sin 


[xy'  —  yy  ^[yy'  {X-  -\- y')f 


2    ^"'-"•"  a 

.tg(c±-|:) 


191.  Equations  où  manque  une  variable.  —  Elles  sont  de  l'une  des 
deux  formes  suivantes  (la  seconde  se  ramènerait  d'ailleurs  à  la  pre- 
mière en  prenant  x  pour  inconnue)  : 

f{x,y')=^Q  ou  f{y,y')-0. 
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On  ramène  immédiatement  l'intégration  à  une  quadrature  en  résol- 
vant l'équation  par  rapport  à  y'.  Mais  il  arrive  que  l'équation  soit 
plus  facile  à  résoudre  par  rapport  à  x  (ou  à  y)  que  par  rapport  à  y'. 
Dans  ce  cas,  en  faisant  la  résolution  et  en  remplaçant  y'  par;;,  on 
obtient 

.'   a:  =  ^{p)  y-'f{p) 

\  ou       ) 

\   y-C~~  jpdx  -^  ^jr.'(p)dp  \   X  -  C  ^  |^^==  [^^ 

C'est  une  représentaliun  paramétrique  de  l'intégrale  :  x  et  //  sont 
exprimés  en  fonction  de  ;;.  En  éliminant  ;;  entre  les  deux  relations, 
on  met  l'intégrale  sous  la  forme  habituelle. 

Exemples.  I.  Soit  Téquation  x=,p'^  -j-  1  ; 

y  =  Ldx  =  sL^dp  ^~  p'  +  C. 

En  éliminant  p,  il  vient  (x  —  1)*  =  1  ^  (^  —  C)       • 

ctn 
II.  Soit  l'équation  x  =--        —  . 

y  —  G  =  \  pdx  =^px  —    xdp  =px  —  a\  —=~  =  pa  —  «\/l  +  p' . 
J  J  J  \/l  -\-p'' 

En  éliminant  p,  il  vient  x'^  i~  [y  —  C)-  =a-. 

192.  Equations  homogènes.  —  Désignons  encore  //'  par  7;  et  soit 
f{x,  y,p)  =  0  une  équation  homogène  par  rapport  aux  deux  variables 
X,  y.  En  divisant  par  une  puissance  convenable  de  x  et  en  posant 
y  =  ux,  l'équation  prend  la  forme  F(w,  p)  =  0.  Si  on  peut  la  résoudre 
par  rapport  à  p,  elle  se  ramène  à  la  forme  étudiée  au  n"  182.  Laissons 
ce  cas  de  côté.  Si  on  peut  la  résoudre  par  rapport  à  m,  on  aura 

u  =  ^{p]. 
Cherchons  la  relation  entre  a;  et  p.  En  dérivant  y  -  iix  on  obtient 
dy  =  pdx  =  udx  -f-  xdu, 
d'où 

dx   _    du    __  'f'{p)dp 
X    ~  p  —  u~  p  —  (f{p) 

L'équation  différentielle  entre  x  et  p  est  à  variables  séparées  et 
donne  x  en  fonction  de  p  par  une  ipiadrature.  On  obtient  ensuite  y 
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en  fonction  de  p  par  la  relation  y -=iix  ^  Xf{p).   On  a  donc  une 
représentation  paramétrique  de  l'intégrale. 

Exemples.  Voici  trois  équations   avec,  en  regard,  soit  x  exprimé  en 
fonction  de  p,  soit  l'intégrale  générale  : 


px  ^  nx\Jl  +  p" 


y\/i  -^p'=-n  [x  +py) 

y  =  yiJ'  +  ^p^ 


y^  -  2Ca;  +  C' 


193.  Equations  qui  s'intègrent  par  dérivation.  —  Soit  une  équation 
résolue  par  rapport  à  // 

(5)  y  =  m,y'). 
En  y  remplaçant  y'  par];,  elle  devient 

(6)  y  =  f{^,v) 

Cette  équation  peut  aussi  être  considérée  comme  celle  de  l'inté- 
grale, à  condition  d'y  remplacer  p  par  une  fonction  de  x  telle  que 
y'^p.Sï  l'on  dérive  cette  équation,  on  voit  que,  pour  cela,  p  doit 
vérifier  la  condition  nécessaire  et  suffisante  : 

^''  ^       dx    ^    dp    dx 

C'est  une  équation  du  premier  ordre  entre  p  et  x.  Si  on  sait  l'inté- 
grer, on  en  tirera 

(8)  F{a;,jj,  C)=0,        d'oii        p  =  '^{x,Ç.]. 

Portons  cette  valeur  de  p  dans  l'équation  (6),  nous  trouvons  l'inté- 
grale 

y  -  f{x,  (p). 

L'intégrale  générale  de  (5)  s'obtient  donc  en  éliminant  p  entre  (6) 
et  (8)  et,  si  l'on  a  soin  de  tenir  compte  de  toutes  les  solutions  de 
l'équation  (8),  on  ne  laissera  échapper  par  cette  méthode  aucune 
intégrale  de  l'équation  (5).  On  pourrait  aussi  résoudre  l'équation  (8) 
par  rapport  à  x,  puis  porter  la  valeur  trouvée  dans  (6)  ;  on  aurait 
exprimé  ainsi  x  et  y  en  fonction  de  p  et  obtenu,  par  conséquent,  une 
représentation  paramétrique  de  l'intégrale. 

Les  équations  traitées  dans  les  deux  n°'  suivants  fournissent  des 
exemples  de  cette  méthode. 

14 
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194.  Équation  linéaire  en  x  et  y.  —  Elle  est  de  la  forme  (/;  dési- 
gnant </') 

(9)  y  =  i-fip)  +  'l{n). 
En  la  dérivant,  on  en  tire 

(10)  p  ='^{p)  +  ^^x^'ip)  +  f  (p)l  -^  • 

On  peut  vérifier  cette  équation  en  annulant  p  —  'Jp)  et  -J-^  ;  nous 

y  reviendrons  dans  un  instant.  Supposons  d'abord  qu'aucune  de  ces 
quantités  ne  soit  nulle  ;  l'équation  peut  s'écrire 

^•^  y'(p)     ^_     '^''P) 

dp        p  —  fip)  p  —  'f'\p) 

Celte  équation  est  linéaire  en  considérant  x  comme  finconnue  et  j9 
comme  la  variable  indépendante.  On  sait  l'intégrer  et  l'on  trouve  x 
en  fonction  de  p  et  d'une  constante  arbitraire.  En  éliminant;;  entre 
cette  relation  et  l'équation  (9),  on  obtient  l'intégrale  générale.  Si,  au 
lieu  de  cela,  on  porte  la  valeur  de  x  dans  (9),  x  el  y  sont  exprimés  en 
fonction  de  p  et  l'on  a  une  représentation  paramétrique  de  l'intégrale. 

Annulons  maintenant;;  — 'fip)-  On  en  tire  généralement  un  cer- 
tain nombre  de  valeurs  constantes  p^,  p.,...  qui  satisfont  à  l'équation 

(10),  car  -j-   est  alors  nul  aussi.  En  portant  ces  valeurs  ûe p  dans 

l'équation  (9),  on  en  tire  un  certain  nombre  de  solutions  singulières 
qui,  géométriquement,  représentent  des  droites. 

Exemples.  Les  équations  homogènes  traitées  au  n"  192  peuvent  aussi 
se  résoudre  par  cette  méthode.  Voici  d'autres  exemples  où  les  équations 
ne  sont  pas  homogènes.  Nous  mettons  l'équation  à  intégrer  dans  la  pre- 
mière colonne,  la  valeur  de  x  en  fonction  de  p  en  regard. 


=  x{\+p)+p-^ 


y  =  2px  — p- 


x  =  Ce~P  —  2{p—  1) 


p-x 


J\/\.  +  p-' 
3îy'x  =  C  +  2p3 


195.  Équation  de  Clairaut.  —  La  mélbode  du  n°  précédent  échoue 
si  (^{p)  se  réduit  à  /;.  Dans  ce  cas,  on  obtient  Véquation  de  Clairaut, 
qui  a  donc  pour  type 

(11)  y-p'x  +  ^p). 
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En  la  dérivant,  il  vient 

et,  pour  qu'on  ait  y'  =p,  il  faut  et  il  suffit  que  —-   x  +  <}^'{p)    =  0. 
Cette  équation  peut  être  satisfaite  de  deux  manières  : 
1°  En  posant  -y-  =  0  d'où  p  ^  C. 
Portant  cette  valeur  dans  (11),  on  obtient  l'intégrale  générale 

qui  représente  géométriquement  un  système  de  droites. 

2°  En  posant  x  +  y{p)  =  0. 

Si  on  élimine  p  entre  cette  équation  et  (11),  on  obtient  une  solution 
sans  constante  arbitraire.  C'est  une  intégrale  singulière,  car  elle  ne 
peut  rentrer  dans  l'intégrale  générale  (p  étant  maintenant  fonction 
de  x).  La  solution  singulière  représente  donc  une  courbe. 

L'intégrale  générale  se  compose  de  toutes  les  tangentes  à  la  courbe 
représentée  par  la  solution  singulière. 

En  efïel,  toute  solution  particulière  est  donnée  par  l'équation 
y  =  px  +  '\'{p)  où  p  est  constant.  Celte  droite  passe  par  le  point  de  la 
courbe  qui  a  pour  abscisse  ^  --=  —  '\''(p)-  Comme  le  coefficient  angu- 
laire y'  de  la  courbe  en  ce  point  est  égal  à  p  par  notre  calcul  lui- 
même,  la  droite  toucbe  donc  la  courbe  en  ce  point. 

Béciproquement,  l'équation  (liflérentielle  des  tangentes  à  une  courbe 
revient  à  une  équation  de  Clairaut. 

En  effet,  l'équation  d'une  droite  étant  y=px  +  q,  pour  exprimer 
qu'elle  touche  la  courbe  ^  =  f{<^),  on  écrira 

fi^a)  =  pcf. -\- q,  P  =  f'{^-). 

En  éliminant  a  entre  ces  deux  relations,  on  obtient  une  relation  de 
la  forme  q  =  <\'{p).  L'équation  générale  des  tangentes  est  donc 

y  =  px -i- 'i,(p) 
et  elle  dépend  d'une  constante  arbitraire  p.  Pour  former  l'équation 
différentielle  des  tangentes,  il  faut  éliminer  ;;  entre  cette  équation  et 
sa  dérivée  y'  =p  ;  on  forme  donc  une  équation  de  Clairaut. 

Exemples.  Voici  quelques  équations  de  Clairaut  avec  leurs  intégrales 
singulières  en  regard  : 
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y=23X+P—p-, 


y  =px  -\-  \/a- —  b-p^, 


4y  =  {x+l)-, 


Exercices  . 

1.  Intégrer  les  équations 


\/^-  -^  b'  s.=  a[x"  —b^)  ; 

x-^  ■hy'  =  i 


ayy'-  -\- {2x  —  b)y'  —y  ^0 
{4x-  —  «■-)  y'-  —  Axyy'  +  ij-  —  a'-  =  0 


[y  —  X)  v'I  +  x^  cly  =  n[\  +  ij-)  s  dx. 

K.  La  première  se  ramène  à  une  équation  de  Clairaut  par  la  substitu- 
tion y-  =  u.  et  la  seconde  à  une  équation  linéaire  en  x,  y  en  la  résolvant 
par  rapport  à  y. 

Pour  intégrer  la  troisième,  on  pose  x  =  igu,  </  =  tg  v,  ce  qui  ramène 
à  l'équation  sin  (?;  —  u)  du  =  ndv  et  les  variables  se  séparent  en  posant 
V  —  u  =  z. 

2.  L'équation  de  Clairaut  est  la  .«eule  qui  s'intègre  en  remplaçant  y' 
par  C  (Mansion). 

3.  Transformation  de  Legendre.  Elle  consiste  à  prendre  comme  nou- 
velles variables 

X  =  î/',         \'  =  xy'—y. 
En  différentiant  ces  relations,  on  en  tire,  sans  difficulté, 

Par  cette  substitution,  on  ramène  l'une  à  l'autre  les  deux  équations 

r  dY     ^    dY        ^.   ^\      ^ 

et  l'intégrale  de  l'une  fait  connaître  celle  de  l'autre. 

Par  exemple,  l'équation  'l^{xy'  —  y)  =  X'f{y')  devient  ^{Y)  =--^  'f(X.) 

et  les  variables  se  séparent. 

Cette  substitution  suppose  toutefois  que  y"  ne  soit  pas  nul.  Si  on  l'ap- 
plique à  une  équation  de  Clairaut,  on  ne  trouve  que  la  solution  singu- 
lière. 

§  5.  Applications  géométriques  des  équations 
du  l*'  ordre. 

196.  Problème  des  trajectoires.  —  Soit  Y{x,  ^,  «)  =0  une  équation 
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l'enfermant  un  paramètre  arbitraire  a,  et  qui  représente,  en  axes  rec- 
tangulaires, une  famille  de  courbes  planes  (F)  ;  on  demande  de  trouver 
les  courbes  qui  rencontrent,  sous  un  même  angle  donné  co,  toutes  les 
courbes  de  cette  famille. 

Soit  {x,  y]  un  point  du  plan.  Considérons  une  courbe  de  la  lamille 
(F)  et  une  trajectoire  passant  par  ce  point.  Soient,  en  ce  point,  œ  l'in- 
clinaison  sur  l'axe  des  x  de  la  tangente  à  la  courbe  et  z>'  =  cp  -f  co 
l'inclinaison  de  la  tangente  à  la  trajectoire.  On  aura 

tgco'  —  tgw 

(1)  t.g^^  ^  tg('f  '  -  (0)  =^  f+t^'l^  • 

Ceci  posé,  formons  l'équation  différentielle  des  courbes  de  la 
famille  (F),  ce  qui  se  fait  en  éliminant  a  entre  F  ^  0  et  sa  dérivée. 
Cette  équation  sera  de  la  forme 

(2)  ax,y,y')  =  0. 

Dans  cette  équation,  y'  représente  tg  cp.  Si  nous  voulons  en  déduire 
l'équation  différentielle  des  trajectoires,  il  faut  former  une  équation 
dans  laquelle  y'  représente  tg  o'.  En  vertu  de  la  relation  (i)  entre  tg  cp 
et  tg  tp',  il  faut,  pour  cela,  remplacer,  dans  l'équation  {2\  y'  par  l'ex- 
pression 

W  l  +  î/'tgto 

D'où  la  règle  :  L'équation  différentielle  des  trajectoires  s'obtient  en 
formant  l'équation  différentielle  des  courbes  (F)  et  en  y  remplaçant  y' 
par  [y'  —  tgui)  :  (1  +î/'tgw). 

Les  trajectoires  sont  ortfiogonales  ou  obliques  selon  que  l'angle  w 
est  droit  ou  ne  l'est  pas.  Dans  le  cas  des  trajectoires  orthogonales, 
tgto  est  infini,  l'expression  (3)  se  réduit  à  —  1  :  |/',  Donc  l'équation 
des  trajectoires  ortfiogonales  s'obtient  en  remplaçant  y'  par  —  1  ://'  dans 
l'équation  différentielle  des  courbes  (F). 

Si  l'angle  w  est  nul,  la  courbe  cherchée  touche  toutes  les  courbes 
de  la  famille  (F).  On  peut  considérer  le  problème  de  trouver  cette 
courbe  comme  un  cas-limite  de  celui  des  trajectoires.  L'expression  (3) 
se  réduit  à  y'  et  l'équation  des  trajectoires  coïncide  avec  l'équation 
différentielle  des  courbes  (F).  La  solution  du  problème  ne  peut  donc 
être  donnée  que  par  une  intégrale  singulière  de  l'équation  (2). 

197.  Exemples  de  trajectoires  obliques.  —  Gherclions  l(!s  trajec- 
toires des  droites 
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L'équation  différentielle  de  ces  droites  est  xii'  =  y.  Donc  celle  des 
trajectoires  sera,  d'après  la  règle, 

j,-(?/'  — tgw)  =  /y  (1  -!-.v'tgto), 
d'où 

xdy  —  y  dx  -  -  Ig  w  [xdx  -[--  ydy). 

Cette  équation  homogène  s'intègre  immédiatement  en  la  divisant 
par  x~  +  y-  ;  il  vient 

arc  tg  -^  =  tg  w  j -^  Log  [x-  +  y~)  —  Log  CJ 
ou,  plus  simplement,  en  coordonnées  polaires  r  et  0, 

,,  6cotw 

r  ==  Le 
Les  trajectoires  sont  donc  des  spirales  loyarithmiques. 

Remarque.  —  Si  l'on  considère  un  cône  circulaire  droit  ayant  le 
plan  xy  pour  base,  les  trajectoires  précédentes  sont  les  projections  sur 
ce  plan  d'une  courbe  du  cône,  qui  coupe  toutes  les  génératrices  sous 
le  même  angle  et  qu'on  appelle  hélice  cyllndroconique.  On  voit  donc 
que  les  projections  d'une  hélice  cylindroconique  sur  le  plan  de  base 
sont  des  spirales  logarithmiques. 

198.  Exemples  de  trajectoires  orthogonales.  Systèmes  orthogonaux. — 

Une  famille  de  courbes  et  ses  trajectoires  orthogonales  forment  ce 
qu'on  appelle  un  système  orthogonal.  Nous  allons  en  faire  connaître 
quelques  exemples  simples  : 

I.  Considérons  les  courbes  paraboliques 

y  =  o.x'^''. 

Leur  équation  différentielle  est  xy^  =^  ay.  Donc  celle  des  trajectoires 
orthogonales  sera 

ciyy'  -{-  x  =  (),        d'où        ay-  -\-  x"  =^  C. 

Les  trajectoires  sont  des  coniques  ayant  l'origine  pour  centre.  En 
particulier,  si  «  =  —  1,  on  a  le  système  orthogonal  : 

xy  =  a,  x~  —  y'~^C, 

composé  de  deux  fômilles  d'hyperboles  équilatères  :  les  axes  coor- 
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donnés  sont  les  asymptotes  des  courbes  de  la  première  famille  et  les 
axes  de  symétrie  des  courbes  de  la  seconde. 
II.  Considérons  les  coniques  homof'ocales 

=   i. 


a-\-C    '     b  +  C 
Leur  équation  différentielle  est  (no  169) 

^'-f  +  a-J^^^^^ 

Cette  équation  se  reproduit  par  le  changement  de  y'  en  —  1  :  y'. 
Donc  le  système  des  coniques  liomofocales  contient  ses  propres  tra- 
jectoires et  forme  à  lui  seul  un  système  orthogonal.  Par  chncpie  point 
du  plan  passent  effectivement  deux  courbes  de  la  famille,  une  ellipse 
et  une  hyperbole,  qui  se  coupent  à  angle  droit. 

199.  Lignes  de  niveau  et  de  plus  grande  pente  d'une  surface.  —  Soit 
F  (a;,  «/,  2)  =  0  l'équation  d'une  surface  rapportée  à  des  axes  rectan- 
gulaires. Nous  supposerons  l'axe  des  z  vertical  et,  par  conséquent,  le 
plan  xy  horizontal. 

Les  lignes  de  niveau  de  la  surface  sont  les  intersections  de  la  sur- 
face par  des  plans  horizontaux. 

Les  lignes  de  plus  grande  pente  sont  celles  dont  la  tangente  fait,  en 
chaque  point,  le  plus  grand  angle  possible  avec  le  plan  horizontal. 
Cette  tangente  est  donc  perpendiculaire  à  la  tangente  horizontale 
^qui  est  celle  de  la  ligne  de  niveau).  Les  lignes  de  plus  grande  pente 
sont  donc  les  trajectoires  orthogonales  des  ligues  de  niveau  sur  la 
surface. 

Nous  allons  former  les  équations  différentielles  des  [)rojections  de 
ces  deux  sortes  de  lignes  sur  le  plan  xy. 

On  obtient  une  ligne  de  niveau  en  coupant  la  surface  par  le  i»lan 
z-^  a.  La  projection  de  cette  ligne  sur  le  plan  xy  a  pour  équation 

¥{x,y,a)=0. 

Pour  former  l'équation  différentielle  de  ces  projections,  il  faut 
dériver  cette  équation  et  éliminer  a. 

Passons  aux  lignes  de  plus  grande  pente.  Ce  sont  les  trajectoires 
orthogonales  des  lignes  de  niveau  sur  la  surface.  Mais  l'orthogonalité 
subsiste  en  projection  sur  le  plan  horizontal,  parce  que  les  lignes  de 
niveau  sont  horizontales.  Donc  les  projections  des  lignes  de  plus 
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grande  pente  sur  le  plan  xy  sont  les  trajectoires  orthogonaxes  des 
projections  des  lignes  de  niveau  ;  leur  équation  différentielle  s'obtient 
en  remplaçant  y'  par  —  i  :  y'  dans  l'équation  différentielle  des  pro- 
jections des  lignes  de  niveau. 

Appliquons  cette  théorie  aux  surfaces  à  centre  du  second  degré 

^x'  +  By'^Cz'  =  E. 
En  remplaçant  z  par  a  et  en  dérivant,  on  forme  l'équation  différen- 
tielle des  projections  des  lignes  de  niveau 
Ax  +  Byy'^0. 
Celle  des  projections  des  lignes  de  plus  grande  pente  sera 

\xy'-By  =  0. 
C'est  une  équation  à  variables  séparées,  ayant  pour  intégrale 

yf^  =  y.x^  . 

Si  l'on  suppose  A  =  B,  la  surlace  est  de  révolution,  les  projections 
des  lignes  de  plus  grande  pente  sont  des  droites  et  ces  lignes  elles- 
mêmes  sont  les  méridiennes  de  la  surface. 

Exercices. 

1.  Les  distances  de  l'origine  aux  points  où  la  tangente  coupe  l'axe  des 
y  et  où  la  normale  coupe  l'axe  des  x,  sont  dans  un  rapport  constant  a. 
Trouver  la  courbe. 

R.  L'équation  différentielle  est  y  do:  —  x  dy  ^  a{xdœ -\- y  dy).  La 
courbe  est  une  spirale  logarithmique. 

2.  L'ordonnée  à  l'origine  de  la  tangente  est  kx"^y^^ .  Trouver  la  courbe. 
R.  On  obtient  une  équation  de  Bernoulli. 

3.  La  pj'ojection  sur  le  rayon  vecteur  de  lu  normale  terminée  à  l'axe 
des  a?,  est  une  constante  a.  Trouver  la  courbe. 

R.  C'est  une  section  conique  r=^  a  :  (1  —  C  cos  0). 

4.  Trajectoires  orthogonales  des  paraboles  y-  =^p  (x  —  a). 
R.  Leur  équation  est  Logy  = [-  C. 

5.  Trajectoires  orthogonales  des  cissoïdes  ?/'  (2a  —  x)  -^  x^. 
R.  En  coordonnées  polaires,  r^  =  C  (1  +  cos'O). 

6.  Trajectoires  orthogonales  des  cercles  x^  -j-  y-  =  olx. 
R.  Leur  équation  est  x'^  -j-  ?/*  =  C^. 
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7.  Trajectoires  orthogonales  des  courbes  r^  =  a^  Log  (tg  0  :  a). 
R.  On  trouve  2/-^  (sin^G  +  C)  ^  a^ . 

8.  Le  produit  des  segments  compris  sur  deux  axes  rectangulaires 
entre  l'origine  et  la  tangente,  est  une  constante  k- .  Trouver  la  courbe. 

R.  Equation  différentielle  do  Clairaut  «/ =pa7  ±  k\^ — p.  Solution  sin- 
gulière \xy  =  h.  C'est  la  courbe  cherchée. 

9.  Courbes  dont  la  tangente  est  à  une  distance  constante  a  de  l'origine. 
R.  Equation  diâérentielle  de  Clairaut  y=^px-\-  «\/ 1  -f  p~.  Solution 

singulière  x^  -\-  ^"  ^ap-. 

10.  La  portion  de  tangente  entre  deux  axes  rectangulaires  est  une 
constante  a.  Trouver  la  courbe. 

R.  Equation  de  Clairaut  y  =-px  -{-  ap  :  sji  +p^.  Solution   singulière 

A  A  i_ 

x^  -{-  î/^  =  a^  . 

11.  Trouver  une  courbe  telle  que  l'aire  S  comprise  entre  la  courbe, 
l'axe  des  x  et  deux  ordonr)oes  quelconques,  soit  proportionnelle  à  l'arc  s 
compris  entre  les  mêmes  ordonnées. 

R.  La  courbe  est  une  chainette  ayant  pour  base  l'axe  des  x. 

12.  Trouver  la  développante  (trajectoire  orthogonale  des  tangentes) 
de  la  chainette  y  =  (e'"^  -\-  g-^^^)  :  2m  en  prenant  comme  origine  de 
cette  développante  sur  la  courbe  le  point  le  plus  bas.  —  Cette  dévelop- 
pante s'appelle  tractrice  ;  la  tractrice  est  aussi  :  1»  la  courbe  dont  la 
tangente  est  constante  ;  2°  la  trajectoire  orthogonale  d'une  famille  de 
cercles  de  même  rayon,  dont  les  centres  sont  en  ligne  droite. 

13.  Trouver  la  route  suivie  par  un  rayon  lumineux  qui  traverse  un 
milieu  dans  lequel  l'indice  de  réfraction  varie  proportionnellement  à  la 
profondeur. 


CHAPITRE  VI. 

Equations  différentielles  ordinaires  i suite). 
Equations  d'ordre  supérieur  au  1''.  Systèmes  d'équations. 


§  1.  Equations  linéaires  sans  second  membre. 
'Wronskiens. 

200.  Notations.  —  Premières  propriétés  des  équations  linéaires  sans 
second  membre.  —  On  appelle  équation  linéaire  homogène  ou  linéaire 
sans  second  membre  une  équation  linéaire  et  homogène  par  rapport  à  y 
et  à  ses  dérivées  successives. 

Nous  supposerons  que  le  coefficient  de  la  plus  haute  dérivée  ne 
s'annule  pas.  Comme  on  peut  alors  diviser  toute  l'équation  par  ce 
coefficient,  on  peut  admettre  a  priori  qu'il  soit  égal  à  l'unité.  L'équa- 
tion d'ordre  n  prend  alors  la  forme  suivante 

(1)  r  +  Xi«/«-^  +  -  +  ^n-,y'  +  Xn«/  =  0. 

OÙ  les  lettres  P  désignent  des  fonctions  de  œ  seul,  supposées  continues, 
et  les  exposants  des  indices  de  dérivation. 

Cette  équation  satisfait  aux  conditions  de  continuité  qui  assurent 
l'existence  et  l'unicité  de  l'intégrale  générale  (ip  178).  De  là  la  pro- 
priété suivante  : 

I.  Danb'  tout  intervalle  de  continuité  de  ses  coefficients,  l'équation 
linéaire  sans  second  membre  admet  une  intégrale  générale  et  ne  peut 
avoir  de  solution  singulière. 

Le  premier  membre  de  l'équation  (1)  est  un  polynôme  symbolique 
de  degré  n  en  y.  Nous  poserons,  en  abrégé, 

(2)  /•(i/)-r  +  Xir-'  +  -  +  Xn^, 
de  sorte  que  l'équation  (1)  s'écrira 

(3)  /(ï/)  =  0. 

Si  l'on  désigne  par  u^,  «,...  des  fonctions  de  x,  par  Cj,  Cj,...  des 
constantes,  on  reconnaît  immédiatement,  par  les  règles  de  dérivation, 
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que  le  polynôme  symbolique  fiy)  jouit  de  la  propriété  exprimée  par 
l'équation 

(4)         /■(c,M,  +  c,M,  +  ••■)  =  C,/(«,)  -f  c^r{u,)  +  - 
On  en  conclut  le  théorème  suivant,  qui  conduit,  comme  nous  le 
verrons  (11°'  202,  203,  204),  à  l'intégration  de  l'équation  : 

II.  Siw,,?<2,...  sont  des  intégrales  particulières,  en  nombre  quel- 
conque, de  l'équation  linéaire  sans  second  membre,  la  fonction  y  =  CnUi 
+  C0M2  -f-  •••  sera  une  nouvelle  intégrale  plus  générale. 

Il  est  naturel  de  se  demander  si  l'on  ne  pourrait  pas,  par  une  trans- 
formation, simplifier  l'équation  linéaire  en  annulant  certains  de  ses 
coefficients.  A  ce  point  de  vue,  on  peut  énoncer  le  théorème  suivant  : 

III.  On  peut,  par  une  quadrature,  faire  disparaitve  le  terme  en  y'^-^ 
de  l'équatio7i  d'ordre  n. 

Désignons,  en  effet,  par  u  une  fonction  auxiliaire  à  déterminer  et 
par  z  une  nouvelle  inconnue.  Transformons  l'équation  (1)  par  la  sub- 
stitution y  --==  uz,  d'où  l'on  tire,  par  la  règle  de  dérivation  d'un  produit. 
y7i  =  uz''  -\-  mi'z''"^  +  -,        i/'»-i  =  uz"-  '  +  -, 

Si  l'on  porte  ces  valeurs  dans  l'équation  (1),  le  coefficient  de  ;s'* 
sera  u,  celui  de  z'^-^  sera  [nu'  +  uXi).  Donc,  si  l'on  détermine  u  par 
l'équation 

nu  -^  u\•^  =  0,        d'où        u  =^  e 
et  qu'on  divise  l'équation  (1)  par  u,  l'équation  transformée  en  z  sera 
de  la  forme 

zn+Z,Z^-'-^...+Zn=0, 

les  lettres  Z  désignant  des  fonctions  de  x. 

Cette  transformation,  qui  exige  la  détermination  de  u,  dépend  donc 
d'une  quadrature. 

201.  Définition  et  propriétés  des  wronskiens.  —  L'étude  des  équa- 
tions linéaires  est  intimement  liée  à  celle  de  certains  déterminants 
nommés  wronskiens.  Soient  u^,  u.^,...  Un des  fonctions  de  a;  ;  le  wrons- 
kien  de  u^,  u,,...  Un  est,  par  définition,  le  déterminant  suivant,  formé 
avec  les  fonctions  u  et  leurs  dérivées  : 


Ui. 

u„ 

...Un 

K. 

< 

...< 

Uy^  — 

Wa"-^ 

...Un 
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Nous  le  désignerons  par  W  ou  par  W  (Mj,  Mj,...  m„), 

Ceci  suppose  évidemment  que  Mi,  Wg,---  Un  admettent  des  dérivées 
jusqu'à  l'ordre  ?i  —  l,  mais  cette  condition  a  lieu  par  hypothèse,  si 
M,,  U2,...  sont  des  intégrales  de  l'équation  (1). 

Les  wronskiens  jouissent  de  certaines  propriétés  très  simples  : 

1°)  Le  wronskien  W  s'annule  si  deux  des  fonctions  u  sont  égales. 

2°)  Pour  dériver  un  wronskien,  on  doit  remplacer  les  éléments  de 
la  dernière  ligne  par  leurs  dérivées. 

Cette  règle  est  un  cas  particulier  de  la  règle  générale  suivante  : 
La  dérivée  d'un  déterminant  est  la  somme  des  déterminants  succes- 
sivement obtenus  en  remplaçant  dans  le  proposé  :  d'abord  tous  les 
éléments  de  la  première  ligne,  puis  tous  ceux  de  la  seconde,...  enfin 
tous  ceux  de  la  dernière  ligne  par  leur  dérivées  ('). 

En  effet,  si  l'on  applique  cette  règle  à  un  wronskien,  tous  les  déter- 
minants ainsi  obtenus  sont  nuls  comme  ayant  deux  lignes  égales, 
sauf  le  dernier. 

202.  Théorème  I.  —  Etant  donnée  une  équation  f[y)  =  0,  linéaire 
et  sans  second  membre  d'ordre  n  :  !«  elle  admet  toujours  n  solutions 
particulières  Uy,  u^,...  Un  dont  le  wronskien  ne  s'annule  pas  ;  2°  si  Ui, 
«2,...  Un  sont  n  solutions  satisfaisant  à  cette  condition,  l'intégrale 
générale  sera 

(5)  y  =-  CjMi  +  CaW.^  H h  Cn  Un  . 

Il  n'y  a  d'ailleurs  pas  d'autre  solution  (n°  200). 

Démontrons  d'abord  le  premier  point.  Si  u^  est  une  solution  parti- 
culière différente  0  de  l'équation,  son  wronskien  se  réduit  à  m,  et 
n'est  pas  nul.  Supposons,  par  impossible,  qu'on  puisse  trouver  p 
[0  <  p  <  7i)  solutions  particulières  Wj,  u.^,...  Up  dont  le  wronskien 
soit  différent  de  0,  mais  qu'il  soit  impossible  de  leur  ajouter  une  nou- 
velle solution  satisfaisant  à  la  même  condition.  Dans  ce  cas,  toute 
intégrale  de  l'équation  f{y)  =  0  et,  par  conséquent,  son  intégrale 
générale  vérifient  la  relation 

(1)  Cette  règle  se  démontre  aisément.  S'il  n'y  a  de  variables  que  les  éléments 
d'une  seule  ligne,  on  reconnaît  immédiatement,  en  développant  le  déterminant 
par  rapport  aux  éléments  de  cette  ligne,  que  sa  dérivée  s'obtient  en  remplaçant 
chaque  terme  de  cette  ligne  par  sa  dérivée.  La  dérivée  d'un  déterminant  quel- 
conque sera  donc,  par  la  règle  de  dérivation  des  fonctions  composées,  la  somme 
des  déterminants  successivement  obtenus  en  supposant  variables  les  éléments 
de  la  première  ligne,  puis  ceux  de  la  seconde,...  ce  qui  conduit  à  la  règle 
énoncée. 
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W(Mi,  U,,...  Up,  y)  -0. 

Celte  relation  est  linéaire  par  rapport  aux  quantités  y,  y',..,  yP , 
auxquelles  on  peut  attribuer  un  système  de  valeurs  arbitraires  pour 
chaque  valeur  de  x,  car  p  est  <  n  et  l'intégrale  générale  comprend  au 
moins  une  intégrale  particulière  à  laquelle  on  peut  imposer  ce  sys- 
tèmes de  valeurs  comme  initiales.  Donc  la  relation  ne  peut  subsister 
que  si  les  coefficients  de  y,  y\...  sont  nuls  séparément,  ce  qui  n'a  pas 
lieu,  car  le  coefficient  de  y^esi  W(Mi,  m.„...  Up)  qui  est  supposé  diffé- 
rent de  0.  Donc  l'hypothèse  est  impossible,  ce  qui  démontre  la  pre- 
mière partie  du  théorème. 

Pour  établir  la  seconde  partie,  considérons  l'intégrale 

«/ =  CjWi  +  CjUo -|- •••  +  C„Wn         (ou        y  =  I.Cu) 
formée  avec  71  intégrales  particulières  dont  le  wronskien  W  ne  soit 
pas  nul. 

Pour  établir  que  c'est  l'intégrale  générale,  il  faut  prouver  que  les  71 
constantes  sont  distinctes,  ou  permettent  d'attribuer  à  y,  y',  ...  y"^-^ 
des  valeurs  arbitraires  pour  une  valeur  particulière  de  x.  Il  suffit, 
pour  cela,  que  le  système  d'équations 

y^llCu,        y'^I^Cti',         ...        î/"-i  =  2CM«-i 
soit  résoluble  par  rapport  aux  constantes  C.  Cette  condition  est  effec- 
tivement remplie,  car  le  déterminant  du  système  est  le  wronskien  "W 
qui  n'est  pas  nul. 

203.  Théorème  II.  —  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que 
W  («1,  Ui,...  Un)  soit  nul  est  que  les  n  fmctions  u,  supposées  dérivables, 
ne  soient  pas  linéairement  indépendantes . 

On  dit  que  les  fonctions  u  sont  linéairement  indépendantes  si  l'iden- 
tité 

(6)  OLiU^  ~\-  0L2Ut  +  OLnUn  ^  0  (ou      EaM  =  0) 

ne  peut  avoir  lieu  pour  des  valeurs  constantes  des  coefficients  a  que 
si  tous  ces  coefficients  sont  nuls. 

Si  les  fonctions  u  ne  sont  pas  linéairement  indépendantes,  on  forme 
par  des  dérivations  successives  le  système  de  n  équations 

Smi  =  0,  ^au'  =  0,...  Sau^-i  :=  0 

et,  ces  relations  étant  satisfaites  pour  des  valeurs  non  toutes  nulles 
des  a,  on  en  tire  W(Mi,  u^,...  Un)  =  0. 

Réciproquement,  supposons  qu'on  ait  identiquement 
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W(Mi,  U.^,...  Un)  =  0. 

Je  dis  que  les  fonctions  u  ne  sont  pas  linéairement  indépendantes. 

En  effet,  si  u^  était  identiquement  nul,  on  aurait  Wj  +  Omj  4- 
Ou^  -f- ...  =  0  et  les  fonctions  u  ne  seraient  pas  linéairement  indé- 
pendantes. Supposons  donc  Uj  différent  de  0  et  joignons-lui  successi- 
vement de  nouvelles  fonctions  Mo,  «3,...  jusqu'à  ce  que  nous  arrivions 
à  un  premier  wronskien  W(2<i,  u.,...  Up)  qui  s'annule  (p  ^  n)  ;  iip 
sera  une  intégrale  de  l'équation  linéaire  d'ordre  p  —  i 

(7)  W(M,,Wo,...  !fp_i,î/)  -0. 

Le  coefficient  de  y'^^-^  est  W(Mj,  m,,...  Wp_i),  qui  n'est  pas  nul,  et 
l'équation  (7)  admet  les  solutions  particulières  u^,  11......  Up-i,  satisfai- 
sant aux  conditions  du  théorème  précédent  ;  on  en  conclut  que  son 

intégrale  générale  sera  y  =  Cjîf,  f  G.u^  -\ 1-  Cp-i  Up-i  et  il  n'y  a 

pas  d'autre  solution  (n°  200).  Donc  l'intégrale  particulière  %est  com- 
prise dans  la  précédente  en  attribuant  aux  consiantes  C  des  valeurs 
convenables  a,,  a^,...,  ce  qui  donne 

Up  =  a,«,  +  a.w,  4-  ...  +  a^,_i  Wp_i. 

C'est  une  relation  de  la  forme  (6),  dans  laquelle  un  au  moins  des 
coefficients  (celui  de  %)  n'est  pas  nul. 
De  ce  théorème  et  du  précédent,  on  tire  la  conclusion  suivante  : 

204.  Intégration  de  l'équation  linéaire  sans  second  membre.  —  L'in- 
tégration complète  de  l'équation  linéaire  sans  second  membre  revient  à 
la  détermination  de  n  intégrales  particulières,  linéairement  indépen- 
dantes, Ml,  u.^,...  Un  ;  rintégrale  générale  est  donnée  par  la  formule 

y  =-  Ciîii  +  C,?i2  -f  ...  +  CnUn, 

et  il  n'y  a  pas  de  solution  singulière. 

205.  Théorème  III.  —  Si  les  deux  équations  linéaires  sans  second 
membre  : 

yn  j_  x^yn-i  4.  ...  x,,^  =  0,  yn  -f  i,y»-i  +  ...  4-  l,y=.  0, 

ont  la  même  intégrale  générale,  elles  sont  identiques  terme  pour  terme. 
En  effet,  leur  différence 

(Xi  -  '^,)y"-'  4-  X^  -  ^J  yn-^  +  ...  4-  (Xn-  çn  )«/  =-  0 

est  aussi  vérifiée  par  celte  intégrale  générale,  donc  par  des  valeurs 
arbitraires  de  y,  y\...  //"-',  ce  qui  exige  qu'on  ait  X,  =  ^^  X^  -^  ;,,... 
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Le  théorème  précédent  permet  de  montrer  facilement  que  le  pre- 
mier membre  de  l'équation  linéaire,  ramené  à  la  forme 

/■(^)  =  r  +  x,r-'  +  -  +  x„î/, 

s'exprime  de  différentes  manières  par  des  wronskiens,  quand  on  con- 
naît n  intégrales,  linéairement  indépendantes,  Wi,  u^,.  .  Un,  ou  l'inté- 
grale générale  de  l'équation  f'{y]  =  0.  C'est  ce  que  nous  allons  faire. 

206.  Première  expression  de  f{y)  par  des  wronskiens.  —  Formons 
l'équation  linéaire  d'ordre  n 

W(mi,  w„...  Un,  î/)  =0; 
elle  revient  à  f{y)  =  0.  car,  «i,  m^,..  Un  en  étant  n  intégrales  particu- 
lières, elle  a  la  même  intégrale  générale.  Pour  réduire  son  premier 
membre  à  fiy],  il  sulfit  donc  de  le  diviser  par  le  coefficient  de  yn , 
d'où  l'identité 

207.  Formule  de  Liouville.  Intégrale  première  de  l'équation  sans 
second  membre.  —  Si  l'on  écrit  W(wi,M2,...  w„  ,  y)  sous  forme  de 
déterminant,  on  remarque  que,  d'après  la  règle  pour  former  la  déri- 
vée d'un  wronskien  (11°  201),  le  mineur  relatif  à  î/"~*  est 

—  W'(W,,,  U.^,...  Un). 

Identifions  donc  des  coefficients  de  y""'  dans  les  deux  membres  de 
la  relation  (8)  ;  il  vient,  W  étant  le  wronskien  de  m,,  u.,,...  Un, 

(9)  -^  =  -X,     ,     d'où     W^Ce'h'''' 

Cette  formule  est  due  à  Liouville.  On  en  déduit  une  conséquence 
importante  : 

On  obtient  inunédiatement  une  intégrale  première  de  l'éqitation 
f{y)  ^0  d'ordre  ?i,  si  l'on  en  connaît  [n  —  i)  solutions  indépejidantes 

M,,  U^,...  Un-i. 

Remplaçons,  en  effet,  y  par  l'intégrale  générale  CiU^  -\-  C^u^  -\-  ••• 
-1-  CnUu  dans  le  v\Tonskien 

W(M,,îf2,...M„_i,y)  ; 
il  vient,  par  la  formule  de  Liouville, 

W(m,,  u„...  Un-u  y)  =  CnW  =  Ce~J*V^- 
Donc  l'équation  différentielle  d'ordre  n  —  l 
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(10)  W(î^i,  u,,.,.  Un-i,  y)  =  Ce'h'''' 

est  vérifiée  par  l'intégrale  générale  de  f(y)  =  0.  Cest  donc  une  inté- 
grale première  de  f{y)  =--  0  et  nous  verrons  {n°  214)  que  l'intégration 
s'achève  par  des  quadratures 

208.  Seconde  expression  de  f{y)  par  des  wronskiens.  —  Multiplica- 
teurs. —  Désignons,  comme  au  n"  précédent,  par  W  le  wronskien 
W(w,,  «2,.,.  Un)  ;  par  Wj(i/)  le  même  wronskien  dans  lequel  une  des 
lonctions  u  seulement,  la  fonction  Ui,  a  été  remplacée  par  y.  Formons 
l'équation  linéaire  d'ordre  n  (D  désignant  une  dérivée) 

(H)  B.^  =  0. 

cette  équation  admet  les  n  intégrales  particulières  u^,  u.,,..  u,i ,  car  le 
rapport  à  dériver  est  égal  à  1  si  «/  =  w^,  et  à  0  si  î/  est  égal  à  une 
autre  fonction  ti.  Donc,  pour  réduire  le  premier  membre  de  celte 
équation  à  f{ij),  il  suffit  de  le  diviser  par  le  coefficient  de  «/"  . 

Soient,  en  général,  w^  le  mineur  de  W  relatif  à  l'élément  uf,  w.  \q 
mineur  relatif  à  ut;  on  aura 

W^(î/)  =  w,"-i«/»-^  +  uu''-'f^-'  H h  wty. 

Donc  le  coefficient  de  «/"  dans  l'équation  (11)  est  iVi^^^  -.  W.  On  en 
conclut  que  l'on  a,  pour  i  =  1,  2,...  n,  l'identité 

(12)  D.^  ,  D.'^'- -  y'-'+>^Çy"-'-  +  -  «"'j  ^  '^f,yy 

Il  résulte  de  là  que  si  l'on  multiplie  l'équation  f{y)  ---  0  par  l'une 
des  n  quantités  W/"-^  :  W  (i  =  i,  2...  n),  on  transforme  son  premier 
membre  dans  une  dérivée  exacte.  Ces  facteurs  sont  des  multiplica- 
teurs de  l'équation  et  nous  ferons  la  théorie  de  ces  multiplicateurs  au 
paragraphe  3. 

209.  Division  symbolique.  —  I.  Etant  donnés  deuœ  polï/nomes  sym- 
boliques d'ordres  m  et  n  [m  >  n) 

A{y)  =  Aor^  +  A,r'-i  +  ,..,         B{y)  =  Boy"  +  6,^-'  +  •.., 

les  lettres  Ao,  Aj,...,  Bo,  Bj,...  désignant  des  fonctions  connues  de  x, 
il  est  toujours  possible  de  déterminer  deux  nouveaux  polynoynes  symbo- 
liques Q  etK  tels  quon  ait,  quel  que  soit  y, 

Hy)  =  Q[B(î/)]  +  R(î/) 

Q  étant  d'ordre  m  —  w  cf  R  d'ordre  <  n. 
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Cette  opération  peut  s'appeler  la  division  de  A  par  B  ;  Q  est  le  quo- 
tient, R  le  reste.  Si  R  est  identiquement  nul,  on  dira  que  A  est  divisible 
par  B. 

Pour  établir  ce  théorème,  mettons  la  seconde  équation  de  l'énoncé 
sous  la  forme 

r  =  -^  (B  -  B,î/'^-'  -  BAjn-^  -  ...). 

Dérivons-la  m  —  n  fois  de  suite  et  remplaçons  chaque  fois  dans  le 
second  membre  î/"^,  î/"+S...  y^^-^  par  leurs  valeurs  déjà  trouvées;  nous 
obtiendrons  ^",  î/"+',...  ?/'"  en  fonction  linéaire  de  B,  B',...  B"'~"  et  de 
1/,  y',...  y^~^.  Portons  ces  valeurs  dans  le  premier  polynôme  A{y)  ;  il 
viendra 

m  =  Q(B)  +  R{y), 

Q  (B)  désignant  un  polynôme  symbolique  en  B,  B',...  B'^~'^  et  R  un 
polynôme  symbolique  en  y,  y,...  î/"~^  C'est  la  relation  qu'il  fallait  éta- 
blir. 

II.  >Sous  les  conditions  énoncées,  les  polynômes  Q.et'R  ne  peuvent  être 
déterminés  que  d\me  seule  manière. 

En  effet,  soient  Qi  et  Ri  deux  autres  polynômes  satisfaisant  aux 
mêmes  conditions.  On  aura,  quel  que  soit  y, 

Q[B{y)]-Qmy)]-=My)-^iy)' 

Il  résulte  de  là  que  l'expression  linéaire  (d'ordre  w  — 1)  R,(y;  —  R(î/) 
est  annulée  par  l'intégrale  générale  de  l'équation  (d'ordre  n)  B(|/)  =»  0, 
donc  par  des  valeurs  arbitraires  de  y,  y',...  ^"~^  Donc  tous  les  coeffi- 
cients de  cette  expression  sont  nuls  et  l'on  a  identiquement  Rj  =  R. 

La  relation  se  réduit  alors  à  Q[B(</)]  =^  Qi[B(î/)].  Celle-ci  ayant  lieu 
B{yj  restant  arbitraire,  on  aura  identiquement  Q  =  Qi. 

Remarque.  —  Les  calculs  de  la  division  symbolique  pourraient  aussi 
se  faire,  comme  ceux  de  la  division  algébrique,  en  déterminant  succes- 
sivement chaque  terme  du  quotient.  Formons  d'abord  la  différence. 

A(^)  -  ^  B— «(y)  =  C(^)  =  CoyP  +  C,r-'  +  - 

Ce  sera  un  polynôme  d'ordre  p  <  m,  car  le  terme  en  y"'  disparait.  Si 
C{y)  est  d'ordre  <  w,  la  division  est  terminée  et  ce  polynom?  est  le 
reste.  Dans  le  cas  contraire,  on  formera  une  nouvelle  différence  d'ordre 
q  <p 

C{y)-^BP-{y)  =  D{y)  =  D.î/^ +D,i/'?-^+  ... 

15 
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et  on  continuera  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  que  l'on  arrive  à  une  différence 
Riy)  d'ordre  <  n.  Ce  sera  le  reste.  Le  quotient  Q(B)  sera  donné  par  la 
formule 

Q(B)  =  4°  B'»-"  +  ^  B^-"  +  ^  B^-n  +  ... 

Do  Do  Do 

210.  Solutions  communes  à  deux  équations.  —  Les  solutions  com- 
munes aux  deux  équatmis  k{y)  =  0  et  B{y)  ^  0  cVordres  m  et  n  res- 
pectivement [m  ^  w),  sont  celles  d'une  équation  linéaire  et  sans  second 
membre  d'ordre  <  w,  que  Von  peut  \ormer  par  un  calcul  analogue  à 
celui  du  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  polynômes  algébriques. 

En  effet,  divisons  A  par  B  et  considérons  l'identité 

A{^)  ^  Q[B(i/)]  +  R(î/). 

On  en  conclut  que  les  équations  A  =  0  et  B  =  0  d'une  part,  les  équa- 
tions B  =  0  et  R  =  0  d'auire  part,  ont  les  mêmes  intégrales  communes. 

Si  A  =  0  admet  toutes  les  intégrales  de  B  =  0,  il  faut  donc  que  R 
soit  identiquement  nul  (ou  A  divisible  par  B),  sinon  R,  qui  est  d'ordre <w, 
ne  pourrait  être  annulé-  par  l'intégrale  générale  de  l'équation  B  =  0,  qui 
est  d'ordre  n.  Réciproquement,  si  R  est  identiquement  nul,  les  solutions 
communes  seront  données  par  l'intégrale  générale  de  B  =  0. 

Si  R  n'est  pas  identiquement  nul,  nous  sommes  ramenés  à  chercher 
les  intégrales  communes  à  B  et  à  R.  Nous  divisons  B  par  R,  ce  qui 
fournit  un  nouveau  reste  Rj  et  ainsi  de  suite.  Comme  les  ordres  des 
restes  vont  en  décroissant^  l'opération  ne  peut  se  poursuivre  indéfiniment; 
on  arrivera  donc  à  un  premier  reste  R,i  divisant  exactement  le  précédent 
et,  par  suite,  tous  les  autres.  Ce  reste  R»  est  le  poljnome  symbolique 
de  l'ordre  le  plus  élevé  qui  divise  à  la  fois  A  et  B,  il  peat  s'appeler  le 
2')his  grand  commun  diviseur  de  A  et  de  B.  Les  solutions  communes  aux 
deux  équations  A  =  0  et  B  =  0  sont  fournies  par  l'intégrale  de  Rn—  0. 

Les  deux  équations  A  =  0  et  B  =  0  ont  toujours  y  ^  0  comme  inté- 
grale commune,  en  d'autres  termes,  les  deux  polynômes  A  et  B  sont 
toujours  divisibles  par  y.  S'ils  n'ont  pas  d'autre  diviseur  commun,  on 
peut  dire  qu'ils  sont  2^'>'emiers  entre  eux.  Dans  ce  cas,  les  deux  équations 
A  =  0  et  B  =  0  n'ont  pas  d'autre  solution  commune  que  y  =  0. 

%  2.  Équations  linéaires  avec  second  membre. 
Abaissement  de  l'ordre  des  équations  linéaires. 

211.  Equations  avec  second  membre.  Forme  de  l'intégrale  générale. 

—  L'équatiuii  linéiiire  non  homogène,  ou  avec  second  membre,  qu  encore 
complète,  contient  un  tt-i  nie  X  indépendant  de  y  et  de  ses  dérivées. 
L'équalion  d'ordre  n  se  ramène  donc  à  la  forme 

(1)  i[y)  -  X 
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OÙ  f{y)  désigne,  comme  précédemment,  le  polynôme  symbolique 
f{y)  ^  r  4   X,i/'^-i  ■]-  ...  -f  X„î/. 
On  a  le  théorème  suivî,nt  : 

L'intégrale  générale  de  l'équation  complète  est  la  somme  d'une  inté- 
grale particulière  de  cette  équation  et  de  l'intégrale  générale  de  l'équation 
sans  second  7nembre.  Il  n'y  a  pas  de  solution  singulière. 

En  effet,  soit  y^  une  intégrale  particulière  de  l'équation  (1);  on 
aura  f{yi)  =  X.  Substituons  à  y  une  nouvelle  inconnue  z  par  la  rela- 
tion «/  =-  î/i  +  z.  L'équation  (1)  deviendra 

/■(2/i  +  ^)  =  /"(2/.)  +  r(^-)  =  x. 

Elle  se  réduit  à  f{z)  =  0.  Donc  z  est  l'intégrale  générale  de  l'équa- 
tion sans  second  membre.  Celle-ci  n'ayant  pas  de  solution  singulière, 
l'équation  (1)  n'en  a  pas  non  plus. 

Le  théorème  précédent  fait  connaître  la  forme  de  l'intégrale  géné- 
rale de  l'équation  complète.  Il  ramène  la  détermination  de  cette  inté- 
grale à  l'intégration  de  l'équation  sans  second  membre  et  à  la  recherche 
d'une  intégrale  particulière  de  l'équation  complète.  C'est  une  méthode 
d'intégration  qui  peut  être  utilisée  dans  des  cas  particuliers.  Nous  en 
verrons  des  exemples  au  paragraphe  5.  Mais  le  théorème  général  pour 
l'intégration  de  l'équation  avec  second  membre  est  le  suivant  : 

212.  Intégration  de  l'équation  linéaire  avec  second  membre.  —  Vin- 
tégration  de  l'équation  linéaire  complète  d'ordre  n  se  ramène  à  celle  de 
l'équation  sans  second  mejnbre  et  à  n  quadratures. 

Ce  résultat  s'obtient  immédiatement  en  se  reportant  aux  formules 
du  numéro  208.  Soit  l'équation  f{y)  =  X.  Multiplions-la  par  le  multi- 
plicateur ivf-^  :  W.  Il  vient,  par  l'idendité  (12)  de  ce  numéro, 

^.  wr'y''-"-^iv?-'y''-'  +  -^w^  _  w?-'  ^ 
W  w       ' 

et,  en  intégrant, 

wf-'  1/"-^+  wr' y'"  ^  +  -  -f-  w,y  =  Vfj^Xdœ. 

MultipUons  cette  relation  par  Ut  et  sommons  pour  i  =  1,  2,...  n. 
Comme  les  mineurs  wf  (i  =  1,  2,..,  n)  sont  ceux  de  la  {k  —  l)'"e  ligne 
du  déterminant  W,  le  coetTicient  de  y  sera  W,  ceux  de  y',  y"...  seront 
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nuls.  Il  viendra  donc,  en  supprimant  le  facteur  commun  W  qui  n'est 
pas  nul, 

(2)  y^îuij^Xdx. 

C'est  la  formule  générale  d'intégration  de  l'équation  avec  second 
membre.  Comme  elle  ne  comporte  que  n  constantes  d'intégration. 
ces  constantes  sont  arbitraires  et  indépendantes.  L'intégrale  générale 
s'obtient,  comme  on  le  voit,  par  n  quadratures,  quand  les  fonctions 
M  et,  par  suite,  les  fonctions  W  et  w  sont  connues. 

Remarque  I.  —  Le  théorème  du  n°  précédent  peut  se  déduire  de 
cette  formule,  car,  si  l'on  détache  dans  chaque  terme  la  constante 
arbitraire  Ci  comprise  dans  l'intégrale  indéfinie,  l'ensemble  des  termes 
renfermant  des  constantes  sera  SC^Mï,  ce  qui  est  l'intégrale  de  l'équa- 
tion sans  second  membre.  La  formule  se  réduit  aux  termes  restants 
en  annulant  les  constantes  C^  ;  donc  ces  termes  forment  une  intégrale 
particulière  de  l'équation  complète. 

Remarque  IL  —  Si,  au  lieu  de  multiplier  les  équations  par  Uj, 
u^,...  Un  avant  de  les  ajouter,  on  les  avait  multipliées  par  uf,  u^,... 
u'^,  on  aurait  obtenu,  pour  k  =^  \,  2,...  n  —  1, 


y'^=Î4^^Xdx. 


213.  Méthode  de  Lagrange  (variation  des  constantes)  et  méthode  de 

Cauchy.  —  On  peut  présenter  sous  différentes  formes  les  calculs  à  faire 
pour  obtenir  l'intégrale  générale  de  l'équation  complète,  connaissant  celle 
de  l'équation  sans  second  membre.  Il  y  a  deux  méthodes  qui  méritent 
particulièrement  d'être  signalées  ici  :  ce  sont  celles  de  la  variation  des 
constantes  arbitraires  (Lagrange)  et  celle  de  Cauchy.  Ce  sont  d'autres 
raisonnements  qu'au  n°  précédent,  mais  en  réalité  les  calculs  sont  les 
mêmes,  à  fort  peu  de  chose  près. 

Nous  désignerons  dans  ce  n°  par  f{oc),  au  lieu  de  X,  le  second  membre 
de  l'équation  linéaire.  Soit  donc  à  intégrer  l'équation  complète  d'ordre  n 

13)  f{y)-^i^), 

connaissant  l'intégrale  générale 

n 

(4)  «y  =  Cit«i  4-  C^Uo  +  •••  +  Cn  Un  =  E  CiUi 

i=i 

de  l'équation  sans  second  membre. 

1°  MÉTHODE  DE  LA  VARIATION  DES  CONSTANTES.  —  Soient  y  l'intégrale 
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de  l'équation  (3)  et  C,,  Cj...  Cn  des  fonctions  du  x,  définies  par  le  sys- 
tème linéaire  (de  déterminant  W  différent  de  0) 

(5)  y  =  sc\«, ,    ^' = lc,?4-  ,.•,     r^'  =  S cyr' 

«•=1  2=1  i=i 

OÙ  les  dérivées  de  y  ont  donc  la  même  forme  que  si  les  C  étaient  con- 
stants. 

Exprimons  d'abord  que  y  est  l'intégrale  de  (3).  Il  faut  dériver  la  der- 
nière équation  (5),  ce  qui  donne 

et  porter  ces  valeurs  de  y,  y',.-.  î/"  dans  (3).  Il  vient,  /(it,)  étant  nul 
pour  /  =  1,  2,...  )i, 

(6)  E„r'^-,w. 

Donc  l'intégrale  cherchée  y  et  les  fonctions  C,,  C,,...  C»  sont  définies 
parles  équations  (5)  et  (6). 

D'autre  part,  le  système  (5)  peut  être  remplacé  par  la  première, 
y  =  SCw,  de  ces  équations,  jointe  au  système. 

en  vertu  duquel  les  dérivées  successives  de  y  ont  la  forme  (5). 

Mais  les  équations  (6)  et  (7)  forment  un  système  d'équations  linéaires, 
résoluble  par  rapport  aux  dérivées  des  fonctions  C.  On  en  tire  les  valeurs 
de  ces  dérivées  en  fonction  de  x,  ensuite  les  valeurs  des  fonctions  C  par 
n  quadratures.  L'intégrale  générale  cherchée  s'obtient  en  portant  ces 
valeurs  dans  y  =  SCw. 

2»  MÉTHODE  DE  Cauchy.  —  Soit  a  uu  paramètre  arbitraire.  Remplaçons 
X  par  a  dans  l'intégrale  générale  (4)  de  f(y)  =  0,  et  déterminons  les 
constantes  C  de  l'intégrale  générale  y  ainsi  modifiée  parle  système  d'équa- 
tions, linéaires  par  rapport  aux  lettres  C, 

^=.0,         </'  =  0,...         r-'  =  0,         yH-i_^(a), 

d'où  l'on  tire  les  valeurs  des  constantes  C  en  fonction  de  a.  Portons  ces 
valeurs  dans  l'intégrale  générale  y  -^  "^Gic  où  les  te  sont  maintenant  fonc- 
tions de  X  ;  nous  obtenons  y  —  '\i{x,  a).  Je  dis  que  l'intégrale  définie 

çx 
1=1    ({^  (iC,  a)  f^  a 

est  une  solution  particulière  de  f{y)  =  f{x). 
En  effet,  on  a,  par  hypothèse, 

.].(a,a)  =  0,     ^;(a,a)-0,...     <i^>^~^-{o^,  o^)  =  0,     ^'^r'  ('^,  =<)  =  'fW- 
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Or  a,  étant  quelconque,  peut  être  remplacé  par  toute  autre  lettre.  On 
a  donc  aussi 

^{x,  x]  =  0,    ^'^{x,  x)=^0,...        ^%-\x,  x)  =--  0,     ^%:-'{x,  x)  =  '^{x). 

DifFérentions  {n —  1)  fois  I  en  tenant  compte  de  ces  relations,  il  vient 

Substituons  ces  valeurs  dans /"(I)  et  observons,  que  «{'(i»,  «)  étant  une 
intégrale  de  f{y)  =  0,  on  a  f{'^)  =  0  ;  il  vient  (C.  Q.  F.  D.) 


/"W  dcc^(f(x)  =  f{x), 


L'intégrale  générale  de  l'équation  complète  s'obtiendra  en  ajoutant  I 
à  l'intégrale  de  f{y)  =  0.  Elle  sera  donc. 

«/-=SCwH-   r<j;(i»,a)t/a. 

214.  Cas  général  où  l'équation  sans  second  membre  s'intègre  par  des 
quadratures  (') . —  Si  l'on  connait  n  solutions  indépendantes  u^,  iio...  Un 
de  l'équation  linéaire  sans  second  membre  d'ordre  n  +  1 

r+^  +  x,r  +  -  +  x„+i?/  =  o, 

l'intégration  s'achève  par  n  ■{-  \  quadratures. 

En  effet,  le  théorème  de  Liouville  fournit  une  intégrale  première 
par  une  quadrature.  Il  vient,  en  changeant  n  en  n  -[-  \  dans  la  for- 
mule du  n"  207, 

C'est  une  équation  d'ordre  n  avec  second  membre.  Pour  ramener 
le  coefficient  de  î/"  à  l'unité,  il  faut  diviser  l'équation  par  W(Mi,M2-...Mn) 
que  nous  désignerons  simplement  par  W.  Gela  fait,  l'intégrale  géné- 
rale est  fournie  par  la  formule  (2)  du  n°  212,  qui  devient  (le  sens  des 
notations  wf-^  n'étant  pas  changé) 

(7)  y  =  Uii  J  — .^ç^  e  J 

ce  qui  comporte  n  nouvelles  quadratures. 

215.  Application  à  l'équation  du  second  ordre.  —  L'équation  linéaire 

(')  Remarquons  que  réquation  complète  s'intègre  toujours  par  quadratures  en 
même  temps  que  l'équation  sans  second  membre  (n»  212). 
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et  sans  second  membre  du  2'  ordre  s'intègre  par  deux  quadratures 
quand  on  en  connaît  une  solution  particulière  «,. 

Soit  î<i  une  intégrale  particulière  de  l'équation 
L'intégrale  première  de  Liouville  (n"  207)  est 

et  il  vient,  par  une  nouvelle  quadrature, 

(8)  j^Cu.j^.-^"- 

En  particulier,  si  X,  =  0,  l'exponentielle  se  réduit  à  une  constante  G. 
Par  conséquent,  si  u^  est  une  intégrale  particulière  de  l'équation 
î/"  +  Xî/  =  0,  l'intégrale  générale  sera 

(9)  ^  =  C„,|^. 

216.  Méthode  d'abaissement  de  d'Alembert.  —  I.  Si  l'on  commit  une 
intégrale  particulière  u^,  autre  que  0,  de  l'équation  d'ordre  n  linéaire  et 
sans  second  membre  f{y)  =  0,  ^intégration  se  ramène  à  celle  d'une 
équation  de  même  nature^  mais  d'ordre  n  —  i,  et  à  une  quadrature. 

En  effet,  changeons  d'inconnue  par  la  relation 

y  =  u^z. 
Les  dérivées  y',  y",...  se  calculent  par  la  formule 

yi'^zul'  -\-pz'n^-^  -f  -  +  z^u^         (p=-h  2,...  n) 

Portons  ces  valeurs  de  y,  y',...  «/"dans  f(y)  ^  0.  Le  coefficient  de 
:5"  sera  Mj,  celui  de  z  sera  f{Ui)  qui  est  nul,  de  sorte  que  le  ternie  en 
z  disparaîtra-  Donc,  si  l'on  désigne  par  les  lettres  Z  des  fonctions 
connues  de  x,  l'équation  en  z  sera 

(10)  UyZ^^Z.Z'^''  ^-Zn^iZ'  ^-^0. 

Mais  cette  équation  linéaire  sans  second  membre  se  réduit  à  l'ordre 
n  —  1  en  prenant  z'  pour  inconnue.  Connaissant  z',  on  obtient  z  par 
une  quadrature,  et  l'intégrale  cherchée  sera  y  =  u^^z. 

n.  Si  l'on  connaît  p{p  <  w)  solutions  indépendantes  de  l'équation 
fiy)  -=--  0  d'ordre  n,  on  en  déduit  p  —  1  solutions  indépendantes  (donc 
autres  que  OJ  de  l'équation  en  z'  qui  précède  (10). 
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En  effet 


—  j ,  f  —  j ,...  (— J  sont  des  solutions  de  cette  équa- 
tion, entre  lesquelles  n'existe  aucune  relation  à  coefficients  constants 
(non  tous  nuls)  de  la  forme 


l;)'-3(^>-.<t)' 


car,  s'il  existait  une  relation  semblable,  en  l'intégrant  et  en  désignant 
par  ai  une  nouvelle  constante,  on  en  déduirait 


-œ+-+<T:) 


d'où     ajMi  -H  •••  +  apUp=0. 


et  les  solutions  de  f(y)  =  0  ne  seraient  pas  indépendantes. 

Donc,  en  appliquant  la  proposition  I  à  l'équation  (10)  en  z',  on  peut 
abaisser  son  ordre  d'une  unité  et  l'on  connaîtra,  par  la  proposition  II, 
p  —  2  solutions  indépendantes  de  l'équation  d'ordre  «  —  2  ainsi  ob- 
tenue. Celle-ci  à  son  tour  se  ramènera  à  une  équation  d'ordre  n  —  3 
dont  on  connaîtra  p  —  3  solutions  indépendantes.  On  peut  continuer 
ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  que  l'on  arrive  à  une  équation  d'ordre  n  — p. 

D'où  la  proposition  suivante  : 

III.  Si  l'on  connaît  p  [p  <  n)  solutions  iiidépendajites  de  l'équation 
l{y)  ^  0  d'ordre  n,  rintégration  se  ramène  à  celle  d'une  équation 
linéaire  sans  second  membre  d'ordre  n  —  p  et  à  des  quadratures. 

Nous  allons  préciser  ce  théorème  dans  le  n^  suivant  et,  en  même 
temps,  en  donner  une  autre  démonstration,  qui  va  plus  au  fond  des 
choses. 

217.  Théorème  général  sur  l'abaissement  de  l'ordre  des  équations 
linéaire».  —  Si  Von  cannait  p  (p<^n)  solutions  indépendantes  de  V  équa- 
tion d'ordre  w,  linéaire  sans  second  membre,  l'intégration  se  ramène 
à  celle  d'une  équation  linéaire  satis  second  membre  d'ordr'e  n  —  p  et  à 
p{n  — p)  quadratures  distinctes. 

Soit /(«/)  =  0  cette  équation  d'ordre  w;  désignons  par  u^,  U2,...  Up 
les  2^  intégrales  connues  et  formons  l'équation  différentielle  d'ordre  p 

qui  a  pour  intégrale  générale  C^u^  -j-  Coïc^  -f  •••  "f"  Cp^<p  .  Le  poljnome 
symbolique  <f{y)  ne  diffère  du  wronskien 

W(mi,  i<2,...  Up,y) 

que  par  un  facteur,  fonction  de  x,  que  l'on  peut  choisir  à  volonté.  Puis- 
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(jue  f{y)  =  0  admet  les  intégrales  de  (f(t/)  =  0,  le  polynôme  /est  divi- 
sible par  cp  (n°  209)  et  si  l'on  désigne  par  Q(«pj  un  polynôme  de  degré 
n  —  p,  qui  s'obtient  par  la  division,  on  a  l'identité 

r{y)  =  QMy)l 

L'équation  /"(y)  r=  0  se  décompose  donc  en  deux  autres  : 

'f{y)  =  z,  Q(z)  =  0 

La  seconde  est  une  équation  linéaire  sans  second  membre  d'ordre  w — p, 
qui  détermine  z  avec  n  —  p  constantes  arbitraires.  La  première  est 
une  équation  linéaire  d'ordre  p,  avec  second  membre,  mais  on  connaît 
l'intégrale  générale  de  l'équatioti  sans  second  membre,  cette  équation 
détermine  donc  y  par  p  quadratures,  quand  z  est  connu.  Toutefois, 
comme  z  entre  en  facteur  dans  chacune  des  p  fonctions  à  intégrer  et 
que  z  est  linéaire  par  rapport  n  —  p  constantes  arbitraires,  chaque 
intégrale  se  décompose  en  n  —  p  autres  multipliées  par  ces  constantes 
et  qui  doivent,  par  conséquent,  se  déterminer  séparément.  Il  y  aura 
donc  en  tout  p{n  —  p)  quadratures  distinctes  à  effectuer. 

Remarques.  —  L  Si  l'on  connaît  n  —  1  solutions  indépendantes  de 
l'équation  sans  second  membre  d'ordre  w,  l'ordre  n  —  p  se  réduit  à  1  et 
l'intégration  se  fait  par  des  quadratures,  résultat  connu  (n»  214). 

II.  Si  l'on  connaît  p(p  <  w)  solutions  hidépendantes  de  l'équation 
sans  second  membre  d'ordre  w,  l'intégration  de  l'équation  complète  se 
ramène  à  celle  d'une  équation  sans  second  membre  d'ordre  n  —  p  et  à 
p(n  —  p)  -{-  n  quadratures.  En  eifet,  il  reste  n  quadratures  à  faire 
quand  on  a  intégré  l'équation  sans  second  membre. 

III.  Les  nombres  de  quadratures  dont  il  s'agit  dans  ces  théorèmes  sont 
relatifs  aux  équations  de  la  forme  la  plus  générale.  Si  l'on  considère  des 
équations  de  forme  spéciale,  par  exemple  des  équations  où  Xj  est  nul, 
certaines  de  ces  quadratures  sont  immédiates  el  leur  nombre  peut  se 
réduire.  Nous  l'avons  déjà  observé  pour  l'équation  du  second  ordre 
(no  215). 

§  3.  Multiplicateurs  des  équations  linéaires. 

218.  Multiplicateur.  —  Considérons  l'expression  symbolique 
(1)  f{x)  =  yn  +  \,yn~i^...-^Xny. 

Un  multiplicateur  de  f{y)  ou  un  multiplicateur  de  l'équation  f{y)^X, 
est  un  facteur  \i,  fonction  de  x  seul,  tel  que  le  produit  (j.  ({y)  soit  la 
dérivée  d'une  fonction  de  oc,  y,  y',...  i/"~*  et  cela  quel  que  soit  y. 

Il  existe  toujours  des  multiplicateurs  et  ce  sont  les  intégrales  d'une 
équation  linéaire  sans  second  membre  d'ordre  n. 
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En  effet,  considérons  l'intégrale  indéfinie 

fi.  r[y)  dx^  [hl  (/y«  +  ^.r-^^  T-  -.  +  X„  y)  dx. 

Transformons-la  par  intégration  par  parties  de  manière  à  ne  plus 
avoir  de  dérivée  de  ij  sous  le  signe  f.  On  a 

.a  X,i_i  y'  dx=^\K  Xn-i  y  —  Hv-  Xn-i)'  dx. 

[A  X„_2  î/"  dx  =  ]x  Xn-2  y'  —  [v-  Xn-2)'2/  +  j  ([J.X,î_2)"î/  dx 

Par  la  substitution  de  ces  valeurs,  il  vient,  il  désignant  la  somme  des 
termes  intégrés, 

(  ff.  fiy)  ûte  ^  0  +  {y[v.^n  -  (f-Xn_i)'+  -  +(-  1)"  ^«  ]dx. 
[2)Y  ^ 

[  Û  =  ^  yn-^  +  [l^X,  -  H-']  î/«-2  4.  ... 

Donc,  pour  que  [j.  soit  un  multiplicateur,  il  suffit  que  a  vériâe  l'équa- 
tion linéaire  d'ordre  yi 

(3)  ixH_((.XO"-^  +  -  +  i-  1)VX.=  0. 

Réciproquement,  tout  multiplicateur  doit  vérifier  cette  équation, 
sinon,  comme  on  le  voit  en  dérivant  l'équation  (2),  l'expression  î/[{jlX"  — 
(uXn-i)'  -r  •••]>  qui  6st  encore  sous  le  signe  f  au  second  membre  serait 
la  dérivée  d'une  fonction  de  x,  y,  y',...  ce  qui  est  impossible,  car  elle 
ne  contient  pas  de  dérivée  de  y. 

219.  Equation  adjointe.  —  L'équation  des  multiplicateurs  ou  l'équa- 
tion (3)  s'appelle  Yéquation  adjointe  de  f{y)  =.  0.  Il  existe  une  complète 
réciprocité  entre  ces  deux  équations.  L'équation  f[y)  =  0  est  réciproque- 
ment V adjointe  de  V équation  (3),  c  est-à-dire  V équation  de  ses  multipli- 
cateurs 

En  effet,  si  y  est  une  intégrale  de  f(y)  =  0,  la  relation  '2i  devient 

(y  [|x  X„  -  ((.  X„_,)'  +  '■■]  dx  =  -Çi, 

où  ii  est  une  fonction  explicite  de  fx,  [>•',...  Donc  y  est  un  multiplicateur 
de  fJiXn  —  (fiXn-i)  +  —,  ce  qui  prouve  la  proposition. 

220.  Théorème.  —  Les  intégrations  complètes  de  deux  équations 
adjointes  sont  deux  problêmes  complètement  équivalents. 

En  effet,  supposons  qu'on   connaisse  n  solutions  indépendantes  Wj, 
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U2,...  Un  de  l'équation  f{y)  -^  0  ;  on  obtient  n  raultiplir-ateurs,  donc  n 
solutions  de  l'équation  adjointe,  par  les  formules  (n"  208) 

n—i  n— 1  n — i 

1^2  =      xtT       '•••  \^n 


W  W  W 

11  reste  seulement  à  montrer  que  ces  multiplicateurs  sont  linéaire- 
ment indépendants.  Supposons,  par  impossible,  que  ces  multiplicateurs 
ne  soient  pas  indépendants  ;  on  aura  une  identité  de  la  forme  Sa.zc'.»-^  =0 
où  les  a  sont  des  constantes  non  toutes  nulles.  Ajoutons  alors  toutes  les 
identités  (12)  du  n"  208  respectivement  multipliées  par  a^  ;  il  vient,  quel 
que  soit  y, 

W  ' 

ce  qui  ne  peut  subsister  que  si  toutes  les  sommes  X  so)it  nulles.  On 
aurait  donc,  pour  des  valeurs  non  toutes  nulles  des  a,  le  système  d'équa- 
tions 

^o.w.  =  G,         ^*j*^î  =  ^i--'         'LoL.w^t-^  =r  0, 

ce  qui  est  impossible,  car  le  déterminant  des  quantités  ?<,-,  qui  est  l'ad- 
joint de  W  et  est  égal  à  W"-',  n'est  pas  nul  (W  ne  l'étant  pas), 

221.  Théorèn-e.  —  *S7  l'un  connaitp  {p<n)  multiplicateurs  linéaire- 
ment indépendants  d'une  équation  linéaire  d'ordre  n,  avec  ou  sans 
second  membre,  on  peut  abaisser  l'ordre  de  l'équation  de  p  unités  sans 
que  l'équation  cesse  d'être  linéaire. 

Considérons  une  équation  d'ordre  n 

(4)  r  +  x,r-^'  +  -  +  Xnî/  =  x. 

Multiplions-la  par  un  multiplicateur  jjlj  et  intégrons.  Le  premier  mem- 
bre s'intègre  exactement  et  l'on  obtient  une  intégrale  première  de  cette 
équation,  qui  sera  de  la  forme 


(5)  a,î/«-i  -f  bi^-^  +  c,y«-3  4-  ,..  =  L,  X 


dx. 


Le  premier  membre  de  (5)  n'est  autre  chose  que  l'expression  ii  du 
no  218.  Les  lettres  «i,  ôj,  Cj,...  sont  des  fonctions  connues  de  a?,  ayant 
pour  valeurs,  d'après  la  formule  (2)  de  ce  numéro, 

«<  -  ^i  ,  hi  =  )Xi  Xi  —  î^l  ,  Cl  =  |J.é  Xj  —  [^i  X2)'  -f  Hf', . .  • 

Si  l'on  connaitp  multiplicateurs  [jt-j,  fj-g,,,.  [Xp  ,  on  obtient  ainsi  p  inté- 
grales premières,  comprises  dans  l'équation  (5)  pour  i  =  1,  2,,,.  p.  Ces 
intégrales  premières  sont  distinctes,  c'est-à-dire  qu'elles  forment  un  sys- 
tème d'équations  résoluble  par  rapport  à  y'^~\  y*^-^,...  y^~P.  En  effet, 
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le  déterminant  des  coefficients  de  ces  inconnues  dans  ce  système  d'équa- 
tions est 


1^1     1^1  Xi  —  i^j      ... 
H2     \^z  Xi  —  K^     ... 


1^1    \^\    l\ 

1^2       PÔ       l^'o 


C'est  un  wronskien  qui  ne  s'annule  pas,  puisque  [>-i  ,  1^-2,...  [^p  sont, 
par  hypothèse,  linéairement  indépendants. 

En  résolvant  ce  système  par  rapport  à  y^~^,  on  obtient  un«  équation 
linéaire  d'ordre  n  — p  pour  déterminer  y.  Le  théorème  est  ainsi  établi. 

Remarque.  —  Le  théorème  précédent  fournit  une  nouvelle  démon- 
stration de  celui  du  no  216  relativement  à  l'abaissement  de  l'ordre  d'une 
équation  linéaire  sans  second  membre  d'ordre  n,  dont  on  connaît  p  inté- 
grales linéairement  indépendantes.  Ces  p  intégrales  sont  dos  multiplica- 
teurs de  l'équation  adjointe  ;  l'ordre  de  celle-ci  peut  donc  s'abaisser  dejo 
unités.  Ceci  fait,  l'intégration  de  l'adjointe  et,  par  conséquent,  l'intégra- 
tion de  l'équation  proposée  (n^  220)  ne  dépendent  plus  que  de  l'intégra- 
tion d'une  équation  d'ordre  n  — p. 

§  4.  Intégration  des  équations  linéaires 
à  coefficients  constants  et  sans  second  membre. 

222.  Caractère  algébrique  du  problème.  —  L'intégration  des  équa- 
tions à  coefficients  constants  avec  ou  sans  second  membre  dépend 
étroitement  de  deux  problèmes  d'algèbre  :  1°  La  détermination  des 
racines  d'un  polynôme  ;  2°  la  décompositon  d'une  fraction  rationnelle 
en  fractions  simples.  Pour  mettre  cette  dépendance  en  pleine  lumière, 
il  importe  de  définir  et  d'étudier  les  symboles  d'opération  avec  le 
signe  de  dérivation  D. 

223.  Opérations  définies  par  des  polynômes  en  S.  Sommes  et  produits 
d'opérations,  —  Soient  aj,  a^,...  des  coefficients  constants,  D  le  signe 
de  dérivation  par  rapport  à  x.  Posons 

(1)  /'(D)  =  D''  + a,  D«-i +  ...«„_!  D -fa,,. 

L'expression  /"(D)  est  un  symbole  d'opération,  dont  le  sens  s'inter- 
prète immédiatement  en  convenant  que  si  y  désigne  une  fonction  de  x, 
on  a 

/(D) y-=  D«î/  4-  «,[)''-^ y  +  -  +  any 

On  remarquera  que,  dans  le  cas  particulier  où  f{Vi)  =  \,  on  a 
f{\))y^y.  Donc,  dans  ce  cas,  /(D)  désigne  une  opération  d'effet  nul. 
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Les  symboles  opératoires  à  coefficients  constants  tels  que  (1), 
jouissent  de  propriétés  qui  les  rapprochent  des  polynômes  algébriques. 

1°  Sommes  d'opérations.  — En  premier  lieu,  si  /(D)  et  /^(D)  sont 
deux  polynômes  symboliques  et  qu'on  représente  par  /(D)  +  /,(D)  leur 
somme  effectuée,  on  a,  par  les  propriétés  des  dérivées, 

/■(D)i/  +  A(D).v  =  [/'(D)+AlD)]^. 

Donc  l'opération  pD)  +  /",([))  peut  s'appeler  la  somme  des  opérations 
/(D)  et  /.(D)  et  les  sommes  ainsi  définies  jouissent  des  propriétés  des 
sommes  algébriques.  En  particulier,  l'opération  /(D)  est  la  somme 
des  opérations  définies  par  chacun  de  ses  termes. 

2°  Produits  d'opérations.  —  Considérons  d'abord  un  certain  nombre 
de  symboles  linéaires  D  -f  rt,  D  -f  b,...  D  +  /.  Nous  pouvons  définir 
l'opération 

(2)  (D  +  /)...(D+/^)(D  +  «) 

en  convenant  qu'on  opère  d'abord  avec  le  facteur  (D  -\-  a),  puis  sur 
le  résultat  avec  (D  +  b)  et  ainsi  de  suite.  Or,  en  effectuant  ces  opéra- 
tions, on  constate  immédiatement  qu'on  obtient  le  même  résultat  que 
si  l'on  avait  exécuté  l'opération  unique,  définie  par  le  produit  algé- 
brique (D  4-  /)  .  .  .  (D  +  a)  préalablement  effectué. 

L'opération  (2)  peut  donc  s'appeler  le  produit  des  opérations  défi- 
nies par  chaque  facteur  et  ce  produit  est  indépendant  de  l'ordre  des 
facteurs.  Si  le  produit  se  compose  de  m  facteurs  égaux  D  +  n,  on  le 
représentera  donc  par  (D  +  a)"'-  comme  en  algèbre. 

On  définirait  d'une  manière  analogue  l'opération 

AD)/',(D)/,(D)... 

composée  de  facteurs  de  degrés  quelconques.  On  verrait  que  celle-ci 
aussi  est  indépendante  de  l'ordre  des  facteurs.  Cette  propriété  résulte 
d'ailleurs  de  ce  que  chaque  polynôme  /"(D)  peut,  par  les  règles  de 
l'algèbre,  se  décomposer  en  facteurs  linéaires,  ce  qui  ramène  au  cas 
précédent.  Nous  reviendrons  sur  cette  décomposition  dans  le  n"  suivant. 

225.  Décomposition  des  polynômes  en  facteurs  et  des  fractions  ration- 
nelles en  fractions  simples.  Formules  symboliques  qui  s'en  déduisent.  — 
1°  Décomposition  en  facteurs.  —  Considérons  l'équation  algébrique  de 
degré  n  (D  étant  considéré  comme  une  quantité) 

/(D)-.D»  t-rtJ)«-^  +  -  +  a.,  =  0. 
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Cette  équation  admet  toujours  n  racines  qui  peuvent  être  égales  ou 
distinctes,  réelles  ou  imaginaires.  Nous  représenterons  les  racines 
différentes  par  r,  s,  t,...  leurs  ordres  de  multiplicité  respectifs  par 
A,  y.,  V,..  Connaissant  ces  racines,  on  connaît  aussi  la  décomposition 
de  /(D)  en  facteurs  linéaires.  On  a 

(3)  /■([))  =  (D  -  r)^D  -  s)^b-/r-- 

Considérons  maintenant  /"(D)  comme  un  symbole  d'opération  et 
rappelons-nous  les  résultats  du  n°  précédent.  Nous  voyons  que  l'opé- 
ration /(D)  peut  se  décomposer  en  une  suite  d'opérations  consécu- 
tives, définies  par  un  seul  des  symboles  D  —  r,  D  —  s,...  et  effectuées 
dans  un  ordre  arbitraire. 

2°  Décomposition  en  fractions  simples.  —  La  décomposition  de  /(D) 
en  facteurs  se  faisant  par  la  formule  (3).  celle  de  1  :  /(D)  en  fractions 
simples  se  fera  par  la  formule 

m    JL  =    ^'   j ^2^-  j \ .4^ .   1  ^i_  1  ... 

^^     /-(D)      D-r^(D— r)2^      ^(D— ?-)a      D  — s^ 

où  Al,  A.2,...  Bi...  sont  des  constantes  réelles  ou  imaginaires,  que 
nous  avons  appris  à  calculer  (Tome  I,  n^^  138  et  139). 
Représentons  par 

_m_      /(Di        /-(D) 

(D  — ?•)'     (D  — ?•)''        D— s' 

les  polynômes  respectivement  obtenus  en  supprimant  dans /'(D)  un 
facteur  (D  —  r),  deux  facteurs  (D  —  r),...  un  facteur  (D  —  s),  etc.,  et 
mettons  l'identité  (4)  sous  la  forme 

(5)    ^=A,^— ^.-hA,^^-^,  +  .-  +  A^^— -^X+l^iO^+- 

Dans  cette  nouvelle  relation,  chaque  terme  du  second  membre  est 
un  polynôme  et  peut  être  considéré  comme  le  symbole  d'une  opéra- 
tion à  effectuer.  La  formule  (5)  montre  que  la  somme  des  opérations 
définies  resp(!Ctivement  par  chaque  terme  du  second  membre,  est  une 
opération  d'etlét  nul.  Cette  formule  nous  sera  très  utile. 

225.  Relation  entre  les  symboles  D  et  (D  —  r).  —  Soit  r  une  con- 
stante et  y  une  fonction  de  x  ;  on  a 

D  .  e-''^  y  =  e-''^  Dy  —  e-''^  ry  ==  e-''^  (D  —  r)y. 
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Remplaçons,  dans  cette  relation,  y  par  (D  —  r)ij  ;  il  vient 
D  .  e-''^'  (D  —  r)  V  =  e^''^  [i)  —  iY  y 
et,  en  vertu  de  la  relation  précédente, 

D- .  e-'-'^y  =  e-'-^  (D  —  rV  y. 
Remplaçons  de  nouveau  y  par  (D  —  r)y  et  continuons  ainsi  de 
de  suite.  Après  À  opérations,  nous  obtiendrons 

(6)  D^e-''"^==^'-(D-r)S. 

226.  Equation  linéaire  à  coefficients  constants  Equation  caractéris- 
tique. Equation  simple.  —  Une  équation  linéaire  à  coefficients  con- 
stants est  de  la  forme 

/■(D)^  =  cp(x) 
où  l'on  a  posé,  comme  ci-dessus  (n"  223),  les  coefficients  a  étant  des 
constantes, 

AD)  =  D"4-«,D"   '  +  ...  +  «,,. 

Si  'f  (a;)  n'est  pas  nul,  l'équgtion  est  complète  ou  avec  second  membre  ; 
si  cp(A-)  est  nul,  l'équation  est  sans  second  membre.  On  donne  le  nom 
(Y équation  caractéristique  à  l'équation  algébrique 

Quand  l'équation  caractéristique  n'a  qu'une  seule  racine  distincte, 
simple  ou  multiple,  l'équation  différentielle  devient 

el  nous  donnerons  le  nom  û'équation  simple  à  une  équation  de  cette 
forme. 

227.  Intégration  des  équations  simples  sans  second  membre.  —  Soit 
l'équation  d'ordre  À 

(7)  (D-r)S^O. 

Multiplions-la  par  e-''-^,  qui  n'est  ni  nul  ni  infini,  puis  transformons- 
la  par  la  formule  (6)  ;  elle  devient 

T)\e  '''y  =  0. 

Donc  l'intégration  est  immédiate,  e-*'^y  est  un  polynôme  arbitraire 
de  degré  À  — 1.  Scit  P^-j  ce  polynôme;  il  contient  X  constantes 
arbitraires,  qui  sont  ses  coefficients  : 

h-i  =  Co  +  C,x  -t-  C^  x^  4-  -  +  (\_,x^-\ 
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L'intégrale  générale  de  l'équation  (7)  sera 

C'est  bien  la  somme  de  X  intégrales  particulières  multipliées  respec- 
tivement par  des  constantes  C. 

228.  Intégration  de  l'équation  linéaire  à  coefficients  constants  et  sans 
second  membre  dans  le  cas  général.  —  Celte  équation  est  de  la  forme 

(8)  imy-0. 

Son  intégration  revient  à  la  résolution  algébrique  de  l'équalion 
caractéristique 

AD)=^D>'  +  aiD»-^  +  -  +  a„  =  0, 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  à  la  décomposition  de  f(D)  en  ses  fac- 
teurs linéaires  : 

f{D)  =  (l)-ry{l)-sf  -  {\)-ty  . 

L'intégrale  générale  sera  égale  à  la  somme  des  intégrales  géné- 
rales de  chacune  des  équations  simples  : 

(9)  (D-r)S^O,         {ï)-sfy  =  0,...  (D-0>  =  0. 

et  on  peut  l'écrire  immédiatement.  Ce  sera,  sauf  une  transformation 
indiquée  dans  le  n"  suivant  s'il  y  a  des  racines  imaginaires, 

(10)  y  =  Pj^_,  e^^  +  Q^^,  e'^  +  -  -f  R,_^  e^^, 

P,  Q,...  R  désignant  des  polynômes  en  x  de  degrés  marqués  par  l'in- 
dice et  dont  les  coetficients  sont  les  constantes  arbitraires  de  l'inté- 
grale. 

Démonstration.  —  L'ordre  des  facteurs  (D  —  r/' ,  (D—  y)'", ...  qui 
entrent  dans  /"(D)  étant  indifférent,  l'équalion  /(D)  ?/  =  0  peut  s'écrire 
en  faisant  figurer  à  volonté  l'un  quelconque  de  ces  facteurs  immédia- 
tement devant  y.  Donc  les  intégrales  des  équations  (9)  sont  des  solu- 
tions particulières  de  l'équation  (8)  et  l'expression  (10),  qui  est 
leur  somme,  est  une  intégrale  plus  générale  de  cette  équation.  Mais, 
de  plus,  ce  sera  l'intégrale  générale,  car  nous  allons  montrer  que, 
réciproquement,  toute  intégrale  de  l'équation  (8)  est  de  la  forme  (10). 

A  cet  effet,  isolons  successivement,  dans  /(D),  les  divers  facteurs 
(D  — r),  (D  — r)2,.  .  (D  — s),...  L'équation  f(B)y  =  0  s'écrira  sous 
les  iormes 


(D 


-i^^y'h  »-"){S.h,...  (0-4^.^0, 
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Chacune  de  ces  équations  devient  une  équation  simple  sans  second 
membre  en  prenant  la  quantité  entre  crochets  comme  inconnue  ;  il 
vient,  en  les  intégrant, 

les  polynômes  P  étant  de  degrés  <  a,  les  polynômes  Q  de  degrés 
<  p,...  Multiplions  respectivement  ces  équations  par  les  constantes 
Al,  Ag,...  Bi...  de  la  décomposition  de  1  :  /'(D)  en  fractions  simples 
et  ajoutons  les.  Il  vient,  par  l'identité  (5)  établie  au  n^  225, 

y  =  e'-^SAP  -f  e^^SBQ  +  - 

Comme  SAQ,  2BQ,...  sont  respectivement  des  polynômes  de  degré 
moindre  que X,  moindre  que  pi.,...  cette  expression  est  de  la  forme  (10). 

Remarque,  —  L'expression  (10)  renferme  X -|- pi  +  •••  =  ?i  con- 
stantes arbitraires,  qui  sont  les  coefficients  des  polynômes  P,  Q,... 
On  reconnaît  ainsi,  conformément  aux  théorèmes  généraux,  que  l'in- 
tégrale générale  de  l'équation  sans  second  membre  est  la  somme  de 
n  intégrales  particulières  multipliées  par  des  constantes  arbitraires. 
Ces  intégrales  particulières  sont  donc  linéairement  indépendantes, 
sinon  elles  ne  fourniraient  pas  l'intégrale  générale.  On  en  conclut  que 
si  r,  s,...  sont  des  constantes  difjérenles  {réelles  ou  non),  ridentité 

ne  peut  avoir  lieu  que  si  les  polynômes  P,  Q,...  sont  identiquement 
nuls  (^). 


(1)  Il  est  facile  de  prouver  directement  ce  théorème.  Admettons,  par  impossible, 
que  cette  identité  ait  lieu  pour  les  valeurs  réelles  de  x.  un  coefficient  au  moins  de 
chaque  polynôme  n'étant  pas  nul.  D'abord  l'identité  subsiste  pour  les  valeurs 
imaginaires  (car  son  premier  membre  esi  alors  une  somme  de  séries  potentielles 
qui  se  détruisent).  Soit  r  celle  des  quantités  r,  s,...  qui  a  le  plus  grand  module, 
ou  l'une  d'elles  s'il  y  a  plusieurs  modules  égaux.  Remplaçons  x  par  x  :  /■  et  fai- 
sons tendre  x  vers  l'infini  positif.  Après  cette  substitution  (qui  n'altère  pas  nos 
hypothèses  sur  les  polynômes  P,  Q,...),  l'identité  prend  la  forme 

s 

-z:x 
Pe^  +  e      +----0. 

s 
Mais  les  coefficients  ~,--  différent  tous  de  1  et  ont  tous  des  modules  ^  1  par 

hypothèse,  ce  qui  exige  que  Leurs  parties  réelles  soient  toutes  <  1.  Donc,  pour 

X  infini  positif,  le  premier  terme  Pe-"^  est  d'ordre  supérieur  à  tous  les  autres  et 

l'identité  est  impossible. 

16 


242  CHAPITRE  VI.  —  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  ORDINAIRES 

229.  Cas  des  racines  imaginaires.  —  Quand  les  racines  r,  s....  ne 
sont  pas  toutes  réelles,  l'intégrale  trouvée  contient  des  imaginaires, 
mais  elle  subsiste,  car  les  règles  de  dérivation  des  exponentielles  ne 
sont  pas  changées.  On  peut,  par  une  transformation,  lui  restituer  la 
forme  réelle. 

Nous  supposons  ici  que  /"(D)  est  un  polynôme  à  coefficients  réels, 
de  sorte  que  ses  racines  imaginaires  sont  conjuguées  deux  à  deux. 
Soit  r  =  oi-\-  3i  et  s  =  a  —  pi  un  couple  de  racines  conjuguées  de  l'or- 
dre >-  de  multiplicité.  Les  termes  correspondants  de  la  formule  (10) 
peuvent  s'écrire,  en  désignant  par  P  et  Q  deux  polynômes  arbitraires 
de  degré  () —  1). 

Remplaçons  e?'^  par  cos  po,-  +  i  sin  ^x,  e-^^^  par  cos  '^jx  —  i  sin  '^x  ; 
l'ensemble  des  termes  considérés  se  met  sous  la  forme 

^''^  [(P  +  Q)  cos  fjx  +  i  (P  —  Q)  sin  .3a;] 

ou  plus  simplement, 

(11)  ^''^  [P)_,  cos  f^x  +  Qj_^  sin  '^x], 

car  on  peut  considérer  P  -[-  Q  et  i  (P  —  Q)  comme  deux  polynômes 
réels  (^)  arbitraires  P)_^  et  Q;_i  de  degré  X  —  1. 

Les  termes  de  l'intégrale  qui  correspondent  aux  racines  conjuguées 
r  et  s  s'écriront  donc  sous  la  l'orme  (11)  et  on  opérera  de  même  pour 
les  autres  couples  de  racines  conjuguées  s'il  y  en  a. 

En  particulier,  si  les  racines  conjuguées  r  et  s  sont  simples,  les 
termes  correspondants  de  l'intégrale  générale  seront 

(12)  e''^  [Cl  cos  .3.r  +  Cj  sin  '^x] 
ou,  ce  qui  revient  au  même, 

Ce^^  cos  ['^x  +  C), 
C  et  C  désignant  deux  nouvelles  constantes  liées  aux  premières  par 
les  relations  C^  =  G  cos  C  et  Cg  =  —  C  sin  C. 

230.  Exemples.  —  I.  Les  deux  équations 

(D2  +  5D  +  %  =  0,         (D^  -  2D  +  \)y  =  0, 

(1)  Il  suffit,  en  effet,  pour  cela,  que  les  deux  polynômes  P  et  Q  soient  conju- 
gués. 
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ont  pour  caractéristiques 

(D  +  2)(D4-3)==0,         (D- 1)^  =  0, 
et  pour  intégrales 

y  =  Ce-2^  +  Cie-3^,         ^  =  (C  +  Cia;)e^ . 
IL  Soit  l'équation 

L'équation  caractéristique  (D^  +  4)'-  =  0  a  les  racines  doubles  imagi- 
naires ±  2z  ;  l'intégrale  générale  sera 

«/  =  (G  +  G, a;)  cos  2x  +  (Gg  +  Gga?)  sin  1x. 

IIL  Soit  l'équation 

L'équation  caractéristique 

D*  +  4a*  =  (D2  -f-  1a?-f  —  (2rtD)2  -  0 
a  les  racines  rb  a  (1  ±  f)  ;  l'intégrale  générale  sera 

y  =  Ge«'-^  cos  [ax  +  G')  -f  Gie-«^  cos  («a?  +  G'i). 

§  5.  Intégration  des  équations  linéaires  à,  coefficients 
constants  avec  second  membre. 

231,  Intégration  des  équations  simples.  —  Soit  l'équation  simple 

(1)  (D-r)^i/==p(.T). 

Multiplions-la  par  e-^'^  et  transformons-ln  par  la  formule  (6)  du 
n°22o;  elle  devient 

On  en  tire  d'abord  e-''^î/par  A  quadratures  consécutives,  etensuite  y 
par  la  formule 

(2)  î/  =  e^'^  j  j  •  •  •  U-^"^cp  (x)  dx^  • 

Gette  expression  est  la  somme  d'une  intégrale  particulière  de 
l'équation  complète  et  de  l'intégrale  générale  P^_i  e''^  de  l'équation 
sans  second  membre.  Pratiquement,  pour  calculer  y,  on  peut  effec- 
tuer les  quadratures  sans  introduire  de  constante,  ce  qui  fournil  l'in- 
tégrale particulière,  et  ajouter  ensuite  l'intégrale  de  l'équation  sans 
second  membre. 
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Réduction  de  plusieurs  quadratures  successives  a  une  seule  intégrale 
DÉFINIE.  —  Considérons  d'abord  l'équation  différentielle 

(2)  D'u=^{œ), 

d'où 


(4) 


u=^((-'\'^{x)dx^' 


On  vérifie  directement  qu'on  obtient  une  intégrale  particulière  par  la 
formule  (') 


(5) 


-CfI=^HO^/^ 


où  Xq  est  une  constante  arbitraire. 

En  effet,  si  l'on  dérive  d'abord  (a  —  1)  fois  de  suite  par  la  règle  de 
Leibnitz  complétée(no  o8),le  terme  provenant  de  lavariation  de  la  limite 
supérieure  est  nul  chaque  fois  (la  fonction  sous  le  signe  J"  s'annulaiit 
à  cette  limite),  et  il  suffit  de  dériver  sous  ce  signe,  ce  qui  donne 


Enfin,  en  dérivant  une  fois  de  plus,  il  vient  D  u  =  ^(a;). 
Faisant  maintenant  '^[x)  =  e-^^^  ^[x),o\-ï  trouve  la  solution  parti- 
culière 

fj-J  e--  ^  {x)  rfx'>-^|J-J^^l)^  e-^'t^[t]  dt. 

On  obtient  donc  une  intégrale  particulière  de  l'équation  complète  (1) 
par  la  formule  pratique  : 


r^{x-t)^'-' 


(6)  ,  =  J^^A___|^,,..-.,(,),, 

Représentation  symbolique  de  l'intégrale.  —  Il  sera  commode  de 
représenter  l'intégrale  générale  de  l'équation 

par  le  symbole 

y-{D-rt 
qu'on  obtient  en  résolvant  l'équation  par  rapport  à  y  comme  si  (D  —  r) 

(1)  C'est  un  cas  particulier  de  la  méthode  de  Cmichy  (no  213,2o). 
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était  une  quantité.  Nous  allons  voir  l'utilité  de  cette  convention  dans 
le  n°  suivant. 

232.  Intégration  des  équations  linéaires  complètes  à  coefficients  con- 
stants dans  le  cas  général.  —  Comme  l'intégrale  de  l'équation  sans 
second  membre  est  connue,  cette  intégration  se  ramène  à  des  quadra- 
tures d'après  un  théorème  général  (n'^  212). 

Soit  donc  à  intégrer  l'équation 
(7)  /•(D)y  =  cp(a:). 

Nous  allons  montrer  que  le  problème  de  réduire  cette  intégration  à 
des  quadratures  revient  à  décomposer  1  :  f{D)  en  une  somme  de  frac- 
tions simples. 

Supposons,  en  effet,  que  l'on  connaisse  la  décomposition  de  f{D)  en 
facteurs  : 

/•(D)  =  (D  — rj^  (D— s)î^  ... 
et  celle  de  1  :  f(D)  en  fractions  simples  : 


/(D)       D-r  '    {l)  —  ry    '       (D  —  ?y^   '    D- 

Isolons  successivement  dans  /"(D)  les  divers  facteurs  (D  —  r), 
(D  —  r)S...  (D  —  s)...  L'équation  à  intégrer  s'écrira  sous  les  diverses 
formes 


(D-r)[; 

Chacune  de  ces  équations  est  une  équation  simple  sans  second 
membre  quand  on  prend  la  quantité  entre  crochets  comme  inconnue. 
Il  vient,  en  les  intégrant  et  en  utilisant  la  représentation  symbolique 
indiquée  à  la  fin  du  n*»  précédent, 

D  —  r^      D  — r    (D  -  r)- ^  ~(D  — r)^        D—s^      D  —  s 

MultipUons  respectivement  ces  équations  par  les  constantes  Ai,  Aj,... 
Bj,...  de  la  décomposition  de  1  :  /(D)  en  fractions  simples  et  ajoutons, 
il  vient,  par  l'identité  (5)  du  no  224, 

(8)        „_Ali+   _At^    ,    ...  +  ^*_^  .   At  +  ... 
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Cette  formule  s'obtient,  tout  simplement,  en  remplaçant  dans  la 
relation 

1  :  /(D)  par  son  développement  en  une  somme  de  fractions  simples  et 
c'est  la  formule  de  réduction  de  l'intégrale  cherchée  à  des  intégrales 
d'équations  simples,  donc  à  des  quadratures. 

D'après  notre  raisonnement,  toute  intégrale  y  rentre  dans  la  for- 
mule précédente.  Mais  les  constantes  d'intégration  restent  arbitraires, 
car  en  réunissant  les  termes  qui  renferment  ces  constantes,  on  forme 
l'intégrale  générale  de  l'équation  sans  second  membre  (ip  228). 

Pratiquement,  pour  obtenir  l'intégrale  générale  y,  on  remplacera 
chaque  terme  de  la  formule  (8)  par  l'intégrale  particulière  correspon- 
dante fournie  par  la  formule  (6),  puis  on  ajoutera  l'intégrale  de  l'équa- 
tion sans  second  membre. 

Si  les  racines  r,  s,...  ne  sont  pas  toutes  réelles,  la  solution  sera,  en 
apparence,  compliquée  de  coefficients  et  d'exponentielles  imagi- 
naires, mais  ces  imaginaires  disparaîtront  d'elles-mêmes  par  l'addi- 
tion des  termes  conjugués,  ainsi  que  nous  l'avons  véritié  pour  l'équa- 
tion sans  second  membre. 

Cas  PARTiciLiER.  —  Si  toutes  les  racines  /(D)  sont  simples,  la  décom- 
position en  fractions  se  fait  par  la  formule  connue  (/.  \^\  n°  140)  et  la 
formule  d'intégration  devient 

^       /(D)        f\r)  D-r^    f'is)  D-s^ 

Remplaçons  chaque  terme  de  cette  formule  par  l'intégrale  particu- 
lière (6)  du  n°  231  et  ajoutons  l'intégrale  générale  Y  de  l'équalion 
sans  second  membre,  nous  obtenons  l'intégj^ale 

Exemple.  —  Soit  à  intégrer  l'équation 

(D-  4-  a-)  y  --  (D  4-  ai)  (D  -  ai)  y  =  '^{x). 

Les  racines  sont  r  =  ai,  s  =  —  ai  et  l'on  a  f{V))  =  2D  ;  faisons  Xq^O 
dans  la  formule  (9),  elle  nous  donne 

■:Qai[x—t] 0—ai[x—t] 


-^■+r 


2ui  ?('"«• 
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Remplaçons  encore  Y  par  sa  valeur,  nous  obtenons  l'intégrale 

1   C^ 

t/  =  A  cos  «07  +  B  sin  ax  -\ çp(^)  sin  a{x  —  t)  dt. 

^  Jo 

233.  Intégration  de  l'équation  complète  par  la  détermination  directe 
d'une  intégrale  particulière.  —  Quand  on  trouve  facilement  une  inté- 
grale particulière  de  l'équation  complète 

l'intégrale  générale  s'obtient  le  plus  facilement  en  ajoutant  à  celle-là 
l'intégrale  générale  de  l'équation  sans  second  membre.  Nous  allons 
examiner  les  principales  formes  de  cp(a;)  pour  lesquelles  on  trouve 
directement  une  intégrale  particulière. 

Premier  cas  :  cp(a;)  est  un  polynôme  Ph.  de  degré  k.  L'équation  est 
donc  de  la  forme 

f[D)y  =  ^k. 

Si  /"(D)  n'a  pas  de  racine  nulle,  réquation  admet  comme  solution  par- 
ticulière un  polynôme  déterminé  de  degré  k  ;  si  [[D]  a  X  racines  nulles, 
l'équatio7i  admet  une  solution  particulière  de  la  forme  x^Qh  oh  Q^  est 
encore  un  polynôme  déterminé  de  degré  k. 

Ces  polynômes  peuvent  s'obtenir  par  la  méthode  des  coefficients 
indéterminés,  ou  par  le  procédé  suivant,  qui  nous  servira  de  démon- 
stration. 

En  premier  lieu,  si  /(D)  n'a  pas  de  racine  nulle,  on  peut  développer 
1  :  /"(D)  suivant  les  puissances  de  D  par  la  formule  de  Maclaurin.  Arrê- 
tons nous  après  le  terme  d'ordre  k  ;  nous  aurons,  M  désignant  un 
polynôme  {t.  \*',  n°  120), 


d'où 

1  =  /-(D)  {b,  -t-  è,  D  +  •••  +  /;;,  D''  )  +  MD''+^ 

Le  second  membre  détînit  donc  une  opération  d'effet  nul  ;  effec- 
tuons-la sur  Ph ,  en  observant  que  D^+^Pa  =  0  ;  il  vient 

/(D)[(&o  +  M  +  -+^MPft]  =  P/t. 
Donc,  si  f[D}  n'a  pas  de  racine  nulle,  on  obtient  une  solution  particu- 
lière en  faisant  la  somme  des  termes  de  degrés  <  k  dans  le  développe- 
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7nenl  de  1  :  /(D)  suivant  les  puissances  de  D,  et  en  effectuant  s?tr  P^  l'opé- 
ration représentée  par  cette  somme.  Le  résultat  sera  un  polynôme  de 
degré  k. 

En  second  lieu,  si  /"(D)  a  X  racines  nulles,  observons  que  l'on  a 
/'(D)  =  D'7,(D),  mettons  l'équation  sous  la  forme 

et  prenons  D  y  pour  inconnue  :  nous  sommes  ramenés  au  cas  précé- 
dent. Donc  D  'y  est  un  polynôme  de  degré  k,  qui  peut  se  calculer  à 
l'aide  du  développement  de!  :  /'i(D)  par  la  formule  de  Maclaurin. 
Connaissant  D^'y,  tirons-en  une  solution  y  par  À  quadratures  sans 
introduire  de  constante  :  cette  solution  sera  de  la  forme  x  Qa . 

Chaque  fois  que  l'on  connaît  ou  que  l'on  obtient  facilement  le  déve- 
loppement de  Maclaurin  sur  lequel  repose  le  calcul  précédent,  cette 
méthode  est  la  plus  commode  en  pratique  et,  dans  les  cas  simples, 
elle  permet  même  d'écrire  à  première  vue  une  solution  de  l'équation. 
Mais,  si  le  développement  en  question  ne  s'obtient  que  par  des  cal- 
culs minutieux,  il  sera  généralement  plus  expéditif  d'employer  la 
méthode  des  coefficients  indéterminés.  On  substituera  dans  l'équation 
une  expression  de  la  forme  indiquée  en  laissant  indéterminés  les 
coefficients  du  polynôme  Q/{ .  En  identifiant  les  deux  membres,  on 
obtiendra  un  système  d'équations  linéaires  déterminant  tous  les  coef- 
ficients inconnus,  car,  comme  aucun  terme  de  la  solution  particulière 
cherchée  n'entre  dans  l'intégrale  de  l'équation  sans  second  membre, 
aucun  des  coefficients  ne  peut  rester  arbitraire. 

Deuxième  cas.  Si  o{x)  est  le  produit  d'un  polynôme  par  une  exponen- 
tielle, l'équation  est  de  la  forme 

my  =  ?ke"^, 

Ce  cas  se  ramène  au  précédent  par  la  substitution 

y  =  e"^Z: 

En  effet,  si  l'on  remplace  rpar  —  a  dans  la  formule  (6)  du  n°  225, 
on  en  tire 

D^'e«^2  =  e«^(D  +  a)^;5. 

Si  l'on  applique  cette  formule  pour  chaque  terme  de  /'(D),  on  en 
déduit  la  formule  générale 

(10)  /(D)  e''^  z  =  e''^f{h  +  a)  ;s. 
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Donc,  après  suppression  du  facteur  commun  e"^^,  l'équation  trans- 
formée sera 

/■(D  +  rt)^  =  Pft. 

Connaissant  une  solution  particulière  %,  on  en  déduit  une  solution 
particulière  y. 

Troisième  cas.  Si  ^{x)  est  une  somme  de  termes  des  types  précédents, 
donc  si  l'équation  est  de  la  forme 

on  cherchera  séparément  des  intégrales  u,v,...  des  diverses  équa- 
tions 

f(î))u  =  ?k,        f{D)v  =  Qie^^^,... 

et,  en  faisant  leur  somme  u  -\-  v  -{-  ••■,  on  aura  une  intégrale  particu- 
lière de  la  proposée.  On  le  constate  par  l'addition  des  équations  pré- 
cédentes, 

Quatrième  cas.  Si  Péqnation  est  de  Vune  des  formes  suivantes  : 
f{[))y  =  Pft  6«'^  cos  bx,        f(Y))z  =  P^  e"-"^  sin  bx, 
on  peut  la  ramener  aux  types  précédents  en  remplaçant  les  lignes 
trigonométriques  par  des  exponentielles  imaginaires  ;  mais,  si  les 
données  sont  réelles,  on  obtiendra  plus  facilement  une  intégrale  en 
prenant  respectivement  pour  y  et  pour  z  la  partie  réelle  et  le  coeffi- 
cient de  i  dans  une  solution  u  de  l'équation 
/■(D)M  =  Pfte(«+^''^ 
car  cette  équation  se  décompose  dans  les  deux  précédentes  en  posant 
u  =  y  -}-  zi. 

234.  Exemples.  —  Soient  à  intégrer  les  deux  équations 

[J)^ -\- l)y  =  cos  X,  (D2+ l)xr  =  sina;. 

Nous  intégrons  d'abord  (D^  +  1)m  =  e^.  Substituant  u  =  te^^  il  vient 

[P  +  î?+ 1]^  =  1,         d'où         (D  +  20Dj!=1. 
Le  terme  de  degré  0  dans  1  :  (D  -f  1Î)  est  1  :  2î  ;  on  a  donc 

\>t=-—  ,  dOU  ^=7T^'  W-=— rr- 


Les  intégrales  particulières  cherchées  y  et  z  seront 
a?  sin  a;  œ  cos  x 
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235.  Equations  d'Euler  réductibles  à  celles  à  eoefficients  constants.  — 
Elles  sont  de  la  forme 

et  elles  se  ramènent  aux  coefficients  constants  en  changeant  de  varia- 
ble indépendante  par  la  substitution 

x  =  e^ ,        dx^  eHt. 

En  effet,  soit  D  le  signe  de  dérivation  par  rapport  à  t  ;  ayons  égard  à 
la  formule  D.e<^^M  =  e«^(D  -\-  a)u  ;  il  vient,  do  proche  en  proche, 


-^  =  e-^Dy,  -^  ^  e'^D{e-^Dy)  =  e-^^ D(D  -  1)  y,.. 


c'est-à-dire 


^■^='>y-       -'^-^ir,-i)y, 


et,  en  général, 

^''"^^  ^  ^^  ~  ^)  (^  -  ^^  ••' (^  - ^' +  ^)^- 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (11),  elle  se  transforme  en 
une  autre  à  coefficients  constants,  que  l'on  peut  écrire  immédiatement. 

Remarque.  —  Si  l'on  considérait  l'équation  plus  générale 

on  la  ramènerait  à  la  précédente  en  prenant  px  -\-  q  comme  variable 
indépendante. 

Exercices. 

1.  Intégrer  les  équations  suivantes  (méthode  du  n°  233)  : 

(D2  +  D -I-  l)^  =  sin2a; 

{D*  +  2D2  -f  1)  y  =  a;2  ces  ax 

(T>'^  +  4)  y  ^  X  sin^  X 

(D  +  iyy=e-^-\-x\ 

(D  -f-  c)"  «/  =  ces  ax. 

2.  Réduire  à  des  quadratures  les  équations  précédentes,  après  y  avoir 
remplacé  le  second  membre  par  une  fonction  quelconque  'j{x).  Etudier, 
en  particulier,  les  cas  où  i^{x)  =  ar-^,  tg  x,  etc. 
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§  6.  Intégration  par  les  séries  de  certaines  équations 

linéaires  du  second  ordre. 

Equations  de  Bessel  et  de  Riccati. 

S 36.  Fonction  et  équation  de  Bessel.  —  Soit  n  un  nombre  quel- 
conque (non  entier,  s'il  est  négatif).  Nous  définirons  la  fonction  l,j  de 
Bessel  par  la  série  potentielle,  convergente  pour  toutes  les  valeurs  de  x, 

(1)       I„=2apa7P       où  ^ 


'-0  ^  ^-p!(n+l)(n  +  2)...(.^+p) 

et  nous  conviendrons  que,  si  p  =  0,  on  a  0  !  =  1,  «q  =  1  • 

Cette  fonction  vérifie  une  équation  différentielle  que  nous  allous  for- 
mer. On  a 

__  .  a?"  In  =-  2  (w  +  jo)  cip  x'^+P-^ 

4^  '  ^  -^^•"In  =  i:p(n  +p)  a^xP-^^I^a^-.xP-^  =  I„ . 
C'est  l'équation  cherchée,  qui  peut  s'écrire,  tous  calculs  faits, 

Donc  \n  est  une  intégrale  particulière  de  l'équation 

(2)  -S-  +  ('  +  ")w-''-0- 

que  nous  appellerons  équation  de  Bessel  Q). 

237.  Théorème.  —  L'équation  de  Bessel  ne  change  pas  de  forme  par 
la  substitution 

X 

^"""^  ' 

seulement  n  change  de  signe  dans  cette  équation. 

dy    _  J_  dz    _    nz         d^y  _  }_  ^H  __    2n     dz        n{n  +  l)z 
dx   ~  a?"  "dx'  ~  a;"+i       dx^  ^  'x^  dx^  ~  x^+^  dx   "^        a;»+2 

et,  par  la  substitution  de  ces  valeurs,  l'équation  de  Bessel  devient 


(*)  On  prend  souvent  aussi  comme  forme  canonique  de  l'équation  de  Bessel 
les  équations  (11)  du  n»  242  ou  encore  d'autres  transformées  que  nous  ne  ren- 
contrerons pas  ici. 
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Remarques.  —  I.  Si  ,v  est  négatif,  la  substitution  précédente  peut  être 
imaginaire,  mais  la  substitution 


sera  réelle  et  conduira  à  la  même  équation  (3),  car  la  nouvelle  valeur 
de  z  ne  diffère  de  la  précédente  que  par  un  facteur  constant.  On  peut 
donc  toujours  éviter  l'introduction  des  imaginaires. 

II.  Il  résulte  du  théorème  précédent  que,  dans  l'étude  de  l'équation  de 
Bessel,  il  sera  toujours  permis  de  supposer  n  nul  ou  positif,  car,  si  n 
était  négatif,  on  le  rendrait  positif  par  la  substitution  précédente. 

238.  Intégration  de  l'équation  de  Bessel  quand  n  n'est  pas  un  nombre 
entier.  —  Dans  ce  cas,  l'intégrale  générale  s'exprime  par  les  fonctions 
de  Bessel. 

En  effet,  I^  est  une  première  intégrale  particulière  de  l'équation  (2)  ; 
I_n  est  une  intégrale  particulière  de  l'équation  (3),  donc  I__,i  :  x^  est  une 
seconde  intégrale  particulière  de  l'équation  (2)  et  elle  est  évidemment 
indépendante  de  la  première,  parce  qu'elle  renferme  des  })uissances  frac- 
tionnaires. L'intégrale  générale  de  l'équation  (2)  sera  donc 

(4)  ^=.CI„-hC,-^. 

Si  X  était  négatif  et  qu'on  voulût  éviter  l'introduction  des  imaginaires, 
on  remplacerait  au  besoin  le  dénominateur  x^  par  ( —  xy^ . 

Remarque.  —  Si  n  est  entier,  une  des  deux  séries  I„  ou  I_n  cesse 
d'exister,  car  tous  ses  coefficients  deviennent  infinis  à  partir  d'un  cer- 
tain rang.  Mais  il  y  a  toujours  une  des  deux  séries  et,  par  conséquent, 
une  des  deux  intégrales  particulières  qui  subsiste.  Dans  ce  cas,  l'inté- 
gration se  ramène  aux  quadratures  par  les  théorèmes  généraux  {n°  215). 

Supposons  que  n  soit  positif  ;  c'est  alors  l'intégrale  particulière  In  qui 
subsiste,  et  la  formule  d'intégration  sera  (no  215,  formule  8) 

^^CI„+C,I„|-    ^'^ 


a>n+iii 


Mais  cette  intégrale  peut  encore  s'exprimer  par  des  séries  potentielles, 
moins  simples  toutefois  que  celles  de  Bessel.  Nous  allons  les  faire  con- 
naître. 

239.  Nouvelles  séries  liées  à  celle  de  Bessel.  —  En  dérivant  In  par 
rapport  à  n,  on  forme  une  nouvelle  série  potentielle,  convergente  pour 
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toutes  les  valeurs  de  a;  et  à  coefficients  rationnels.  Nous  la  désignerons 
par  l'n  et  l'on  aura,  cip  étant  défini  par  la  formule  (1), 

,         «=    ,  ,  n+p    l 

(5)  I«  =  I^cipXi' ,  ap  =  —  ap^^- 

n  +  i    ^ 

Considérons,  d'autre  part,  la  série  potentielle,  dépendant  de  deux 
paramètres  s  et  u, 

cp(^,  n,  S)  -  1  +  (^_^  1^3+1)  +  (^+l)(^  +  2)(s+l)(e  +  2)  +  - 

laquelle  se  réduit  à  I„  pour  e  =  0. 

Celle-ci  peut  être  dérivée  par  rapport  à  e  et  l'on  trouve,  poure  =  0, 
la  série  potentielle  à  coefficients  rationnels 

(6)  cfl{cc,n,0)  =  ^hpxi\         bp=  —  api:^' 

1  1    ^ 

Nous  allons  montrer  que,  quand  n  est  entier,  l'intégration  de  l'équa- 
tion de  Bessel  se  fait  au  moyen  des  séries  (1),  (5)  et  (6). 

240.  Intégration  de  l'équation  de  Bessel  quand  n  est  nul.  —  Dans  ce 
cas,  les  deux  séries  I^  et  !„,(  se  confondent.  Nous  avons  toujours  une 
intégrale  particulière  Iq.  Il  s'agit  d'en  obtenir  une  seconde. 

A  cet  effet,  considérons  d'abord  l'équation  dans  laquelle  w  est  une 
quantité  positive  infiniment  petite  e.  Nous  avons  les  deux  intégrales  dis- 
tinctes le  et  I_£  :  x^  .  Mais  nous  pouvons  remplacer  la  seconde  par  la 
combinaison  linéaire 


t[ 


Quand  £  tend  vers  0,  celle-ci  a  une  limite  finie  Yo,  qui  s'obtient  par 
la  règle  de  l'Hospital  : 


(7) 


Yo  =  lim  Ds  \  oCzU  —  I_e    =  lo  Log  a?  -f  2  lé  . 


Cette  nouvelle  intégrale  Y©  s'exprime  donc  au  moyen  de  la  fonction  de 
Bessel  !„  et  de  la  série  (5)  Iq.  Elle  est  évidemment  distincte  de  lo  puis- 
qu'elle renferme  un  logarithme.  L'intégrale  générale  sera 

2/  =  CIo  +  C,Yo. 

Rema7^que.  —  On  a  admis,  dans  cette  démonstration,  que  la  limite 
d'une  intégrale  de  l'équation  de  Bessel  où  n  tend  vers  0,  est  une  inté- 
grale de  cette  équation  pourw  =  0.  Ce  postulat  est  une  conséquence 
de  la  proposition  I  du  n"  ITlj  généralisée.  Nous  ferons  usage,  dans  le 
n"  suivant,  d'un  postulat  analogue,  fondé  sur  la  même  proposition. 
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241 .  Intégration  de  l'équation  de  Bessel  quand  n  est  entier  et  >  0. 

Si  n  est  un  entier  différent  de  0,  on  peut  le  supposer  positif  (no  237). 
Dans  ce  cas,  la  série  I_,i  cesse  d'exister,  mais  l'intégrale  particulière  l,i 
subsiste  toujours.  Il  s'agit  d'en  obtenir  une  seconde. 

Remplaçons  d'abord  n  par  n  —  e  (e  étant  infiniment  petit).  Les  n  pre- 
miers termes  do  I_n-f£  ne  renferment  pas  le  facteur  e  au  dénominateur  et 
seront,  par  conséquent,  finis  :  nous  désignerons  leur  somme  par  Nr. 
Tous  les  termes  suivants,  au  contraire,  sont  infinis  et  ils  renferment  un 
facteur  commun  indépendant  de  x,  que  nous  désignerons  par  Ar  :  e,  en 
posant 

(-  1)"-^ 


Â£  = 


w  !  (1  — e)(2  — £)•••  (n—l  —  t) 


Considérons  donc  le  produit  £  l£_„  ;  il  peut,  eu  égard  à  la  définition 
(n"  239)  de  (^{x,  n,  s),  se  mettre  sous  la  forme  suivante 

(8)  £ls_i  =  eN£  +  a;'^Ae(p  (a?,  w,  £). 

Donc,  e  tendant  vers  0,  on  a,  à  la  limite,  <p  tendant  alors  vers  I,i , 

(9)  [t\t-n\o-X^Kln,  Ao=    ^~^'^'"'      - 


Tant  que  t  n'est  pas  nul,  In—t  et  eL—n  :  x^~^  sont  deux  intégrales 
indépendantes  de  l'équation  de  Bessel,  mais  elles  cessent  d'être  distinctes 
pours  —  O,  en  vertu  de  l'équation  (9).  Pour  en  obtenir  une  nouvelle, 
considérons  la  combinaison  linéaire  (qui  est  aussi  une  intégrale) 

^Iç-n  —  Aoa;''-^  \n-z 

et  cherchons-en  la  limite  pour£  =  0.  C'est  une  expression  de  la  forme 
0  :  0  ;  en  vertu  de  la  règle  de  l'Hospital,  ce  sera  la  valeur  pour  e  =  0  de 

^D,[ele_n— Aoa?«-'I„_ç] 

Mais,  pour  e  =  0,  il  vient,  par  la  formule  (8), 

De  (£  l£-  n )  =  No  +  a?'i  ko^[  [x,  n,  0)  +  X''  K  ^n  , 
de  sorte  que  la  limite  cherchée  a  pour  expression 

-^  +  Ao[<f:  {X,  n,  0)  +  i;  +  I„  Log  X]  +  Al  I„  . 

Supprimant  le  dernier  terme  qui  n'est  pas  distinct  de  I,, ,  nous  for- 
mons notre  seconde  intégrale  particulière  Yn  ,  savoir 

(10)  Yn=^-i-Ao['f:(cO,fl,0)-^ïn-hlnLogx]. 
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Celle-ci  s'exprime  donc  au  moyen  des  trois  séries  potentielles  I„  ,  I» 
et  «p^  [x,  n,  0)  ;  la  première  est  la  fonction  de  Bessel  et  les  deux  autres 
sont  définies  par  les  formules  (5)  et  (8).  Le  coefficient  Aq  est  une  con- 
stante (9)  et  enfin,  par  définition  de  Ng  ,  No  comprend  les  w  premiers 
termes  de  1_„ ,  de  sorte  que 

_N^_  J_,    _£!_,...  j_î'^,     ^ (-1)^ 

.r»  ^     x'^~^  Xn-i  X  ^      pl{n—l){n  —  2)...(n—p) 

L'intégrale  générale  de  l'équation  de  Bessel  sera  donc,  dans  ce  cas-ci, 

242.  Transformées  de  l'équation  de  BesseL  Equation  de  Riccati.  — 

Changeons  de  vai-iable  indépendante  par  la  relation  x  =  (j){t).  En  accen- 
tuant les  dérivées  par  rapport  à  t,  on  a 

dx         x'  dx^ 


l'équation  de  Bessel 


^+0  +  «)^-^  =  o 


devient  ainsi,  après  multiplication  par  x\ 

Voici  quelques  cas  particuliers  de  cette  tranformation  générale  : 
1°)  Quel  que  soit  le  signe  de  x,  on  peut  toujours  faire,  sans  introduire 
d'imaginaires,  une  des  deux  substitutions 

f  ,,  .  ,  t  X         t  x"         1 

^•-■^±T'     ^°"       ^^±T'     ^=^^'     ir^T' 

L'équation  transformée  sera 

(11)  ?/"  +  ^^^2/'+y  =  o. 


2°)  Plus  généralement,  faisons  la  substitution 
X  =  ai!^ 


d'où         x^  =  ^^ê''  x"    _    ^      1 


X'  t 

L'équation  transformée  sera 

On  peut  disposer  des  trois  constantes  a,  [3  et  w  de  manière  à  identifier 
cette  équation  avec  toute  équation  de  la  forme 
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pourvu  toutefois  que  b  et  m  soient  différents  de  0,  car  la  substitution 
suppose  a  et  p  différents  de  0.  Mais,  si  m  =  0  ou  si  ô  =0,  cette  dernière 
équation  est  une  équation  d'Euler  (n°  235). 

Les  équations  de  cette  dernière  forme  sont  fréquentes  dans  les  appli- 
cations. Elles  s'intégreront  donc  par  les  formules  des  n"S  précédents,  en 

o 

remplaçant  x  par  une  expression  convenable  de  la  forme  a^  . 

3^)  La  transformée  cVEuler  de  l'équation  (particulière)  de  Riccati 
[w"  187)  s'obtient  comme  cas  particulier  de  la  transformation  précédente. 

Si  l'on  fait  w  =  1  :  ^  et  qu'on  change  a  en  a  :  ^2_  on  voit  que  l'équa- 
tion de  Bessel  se  ramène  à 

fiy'^  —  at^y  =  0,  par  la  substitution  x  =  —^  . 

Faisons  ^  =  m  +  2.  On  voit  que  V équation  de  Bessel  où  n  =  — -p^ 
se  ramène  à  l'équation  transfoi^rnée  de  Riccati  (n°  187)  : 

(12)  y    —  aP'î/  =-  0,  par  la  substitution         x  =  . —  • 

D'où  les  conclusions  suivantes  : 

Si  w  +  2  n'est  pas  l'inverse  d'un  entier,  l'équation  (12)  s'intègre  par 
les  transcendantes  In  et  I_n  en  faisant  w  =  1  :  (m  —  2)  et  en  remplaçant 
X  par  la  fonction  de  t  qui  précède. 

Si  m-f-2  est  l'inverse  d'un  nombre  entier,  l'intégration  exigera 
l'intervention  des  séries  plus  compliquées  du  n°  239. 

Si  m  +  2  =-  0,  l'équation  (12)  se  réduit  à  une  équation  d'Euler  (no  235) 
et  s'intègre  sans  difficulté. 

On  verra,  au  no  suivant,  que,  quand  m  :  [m  -\-  2)  est  un  nombre  pair, 
l'équation  (12)  s'intègre  sous  forme  finie. 

243.  Intégration  de  l'équation  de  Bessel  sous  forme  finie  (').  — 
L'équation  de  Bessel  s'intègre  sous  fondre  finie  si  w  +  —  est  un  nombre 
entier  (positif,  nul  ou  négatif). 

Supposons,  ce  qui  est  permis,  n  positif  {no  237).  Si  n  +  -^  est  entier, 
c'est  un  entier  positif  p.  Alors,  par  l'une  des  substitutions  x  =  -  —, 
l'équation  de  Bessel  se  ramène  à  l'une  des  deux  équations  (11) 

(13)  y'M--^y'±y  =  0. 

Il  faut  donc  montrer  que  cette  équation  s'intégre  sous  forme  finie 
quand  p  est  un  entier  positif. 

(1)  J'ai  exposé  cette  métliode  de  calcul  dans  les  Annales  de  la  Société  Scienti- 
jique  de  Bruxelles,  19U5. 
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A  cet  effet,  observons  que,  t  étant  traité  comme  un  paramètre,  on  a, 
par  une  intégration  par  parties, 

r  gtu  /     /* 

çtu  (^2  +  i)p-i  udu  =  ^—  [il-  ±\)P—  ^—   e««  (w2  ±  IjPc^M. 

Nous  allons  tirer  de  cette  relation  la  solution  de  l'équation  de  Bessel, 
en  transformant  les  deux  intégrales  indéfinies  qui  y  figurent  par  la  for- 
mule symbolique  du  premier  volume  (n»  218),  que  voici 

|e««E(w)c/it  =  E(Di)  -^  +  C  , 

et  dans  laquelle  E(i*)  est  un  polynôme.  Cette  formule  s'applique  aux 
deux  intégrales  susdites  si  p  est  entier  positif,  car  u'[it^  ±  1)^-^  et 
{ic^  +  l)Psont  des  polynômes. Désignant  par  D  les  dérivées  par  rapportât, 
il  vient  ainsi,  à  une  constante  près  par  rapport  à  ic, 

gtU  gtU  4  ptU 

^  '  t  2;3    ^  '  2p   ^  '       t 

Mais  cette  constante  est  nulle,  car,  si  l'on  suppose  t  positif,  les  deux 
membres  de  cette  relation  s'annulent  par  m  =  —  oo  .  Donc  cette  relation 
est  une  identité.  Elle  subsiste  pour  toutes  les  valeurs  réelles  ou  imagi- 
naires de  t  et  de  w,  car  les  dérivées  des  exponentielles  se  calculent  tou- 
jours par  les  mêmes  règles. 

Multiplions  l'identité  précédente  par  2p  :  ^  et  posons,  dans  les  deux 
membres, 

(14)  ^=.(D^±l)p-i^; 

elle  prend  la  forme 

Le  premier  membre  est  précisément  celui  de  l'équation  (13).  Donc, 
comme  p  est  >  0,  il  suffît  de  choisir  w  de  manière  à  annuler  u"  ±  1  pour 
obtenir  par  la  formule  (14)  une  solution  de  l'équation  (13).  Examinons 
ces  solutions  pour  cliacune  des  déterminations  du  signe  ambigu. 

Premier  cas  :  L'équation  est  de  la  forme 

dt-  ^  t  dt    y  ^' 

Il  faut  alors  annuler  ii'^  —  1,  ce  qui  donne  pour  u  deux  valeurs  +  1 
et  —  1,  auxquelles  correspondent  deux  solutions  indépendantes  : 


t  „-t 


[Di  —  \)P-i       ,  (D2_l)P-i-^ 

'  t 


17 
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OU,  en  faisant  usage  delà  formule  (10)  du  no  233 

e«(D  -f-  2)P-i  DP-'  —  .  e-<(D  —  2)^-^  DP-'  — 

Supprimant  un  facteur  constant  dans  chacune  de  ces  expressions,  on 
obtient  les  deux  intégrales  particulières  pratiques  : 

qui  s'explicitent  entièrement  avec  la  plus  grande   simplicité.  L'intégrale 
générale  sera  y  =  Cy^  +  C,î/o. 

Deuxième  cas  :  L'équation  est  de  la  forme 

dt"~^  t   dt  ^y   "• 

Il  faut  alors  annuler  w-  +  l.  Faisant  u=^i,  on  obtient  la  solution 
complexe 

^  =  (D^  +  \)P-'  -^  , 

qui  se  décompose  elle-même  en  deux  solutions  réelles  distinctes  : 

y,  =  (D-^  +  \)P-'  ^  ,  y.,=  (D^  +  1)^-  '^  , 

qui  peuvent  servir  à  former  l'intégrale  générale. 

Mais,  si  l'on  veut  effectuer  tous  les  calculs,  il  sera  plus  simple  de  pro- 
céder comme  dans  le  premier  cas.  Mettant  l'intégrale  complexe  sous  la 
forme 

y  ==  e»  (D  +  2i)P-'  DP  -'  -^ 

et  supprimant  un  facteur  constant,  on  a  une  nouvelle  intégrale  complexe 
f         D  \P-'  1 

Celle-ci  s'exprime  immédiatement  sous  forme  explicite  et  l'on  obtient 
deux  intégrales  réelles  indépendantes  en  séparant  le  réel  et  l'imaginaire. 
Nous  ne  les  écrirons  pas.  Si  l'on  ne  se  préoccupait  pas  d'obtenir  une 
intégrale  de  forme  réelle,  on  obtiendrait  immédiatement  une  seconde 
intégrale  complexe,  indépendante  de  la  précédente,  en  remplaçant  dans 
celle-ci  i  par  —  f. 

Cas    d'intégrabilité     de    l'équation    de    Riccati.    —    L'équation 
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y'i  —  ai^^y  =  0  se  ramène  {n°  242)  à  celle  de  Bessel  où  n  =  1  :  (m  +  2). 
Pour  que  w  -f  -^  soit  entier,  il  faut  ainsi  que 

+  — -  poit  entier    ou --^r  P^ir    • 

'     '^  \       m  -\-  2  "■      J 


w  +  2     '     2 

Donc,  pour  que  cette  équation,  qui  est  la  transformée  d'Euler  de 
l'équation  de  Riccati,  puisse  se  ramener  aux  équations  que  nous  venons 
d'intégrer,  il  faut  que  m  :  (m +2)  soit  un  nombre  pair,  La  condition 
d'intégrabilité  sous  forme  finie  de  l'équation  particulière  de  Riccati  non 
transformée  {n°  187), 

y'  +  a//2  =  bx"\ 
sera  la  même. 

§  7.  Intégration  ou  réduction  d'équations  différentielles 
par  des  procédés  particuliers. 

244.  Equations  où  manque  y.  —  Quand  la  fonction  inconnue  y 
manque  dans  une  équation,  on  abaisse  d'une  imité  l'ordre  de  cette 
équation  en  posant  p  =  -,— et  en  prenant/;  comme  nouvelle  inconnue. 


En  effet,  l'équation  proposée 

dy      ^   __^  d^ 
dx^  '"*  rfa;" 


(1)  '(-1^ 

se  ramène  ainsi  à  la  suivante 

On  intègre  l'équation  (2),  ce  qui  conduit  à  une  relation 
(3)  FO;,x)=0. 

Le  calcul  peut  alors  s'achever  de  deux  manières  : 
1°  On  résout  l'équation  (3)  par  rapport  à  p,  ce  qui  donne  ;;  =  cp(a;) 
et  l'intégrale  générale?/  de  l'équation  (1)  s'en  déduit  par  une  quadra- 
ture : 


y  =  \inlx  =  yj;{x)dx. 


2°  S'il  est  plus  facile  de  résoudre  l'équation  (3)  par  rapport  à  x,  on 
en  lire  a;  = 'H;;).  Alors  on  cherche  aussi  la  valeur  de  î/  en  fonction 
de  p  et  il  vient,  par  une  quadrature, 

y  ^  I  p  dx  --=  J  ])  'V  {})) dp  =p'\'  [p]   -j'Kp)  dp. 
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On  connaît  donc  ^  et  ^  en  fonction  de  p  :  c'est  une  représentation 
paramétrique  de  l'intégrale.  Il  suffirait  d'éliminer  ;;  pour  revenir  au 
mode  de  représentation  habituel. 

Exemple.  L'équation  (où  X  et  Xj  dépendent  de  x  seul) 

d'y  ,  ^  dy      ^  f  dy  ^' 


h-^t-M 


dx  J 


se  ramène  à  une  équation  de  Bernoulli  (no  186) 

DoncjQ,  puis  y  s'obtiennent  par  des  quadratures  en  fonction  de  x. 

Plus  généralement,  si  y  et  ses  k  —  1  premières  dérivées  manquent 
dans  l'équation,  l'ordre  s'abaissera  de  k  unités  en  posant  -y^  ==  w  et 
en  prenant  u  comme  nouvelle  inconnue. 

En  effet,  l'équation  d'ordre  ?i  sera  ramenée  à  celle  d'ordre  w  —  k 

du  d''^"'' 


71— h  j 


tix.u,, 
\  '      dx  dx 

L'intégrale  de  celle-ci  sera  de  la  forme 

(4)  Y{u,  X)  =-■=  0. 

Comme  ci-dessus,  le  calcul  peut  s'achever  de  deux  manières  : 
1°  On  résout  l'équation  (4)  par  rapport  à  u,  ce  qui  donne  u  =  V({x) 
et  l'intégrale  générale  y  s'en  déduit  par  k  quadratures  : 


(5)  y=^^-..{'^{x)dx^ 


2°  On  résout  l'équation  (4)  par  rapport  à  x,  d'où  x  =-  <|^(w)  et  l'on 
obtient  y  en  fonction  de  u  par  k  quadratures  : 

(6)  y  =  {\    '■•    iudx^^ii    -    {u\^^{u)dvT^ 

le  facteur  '^\u)  dr^s'introduisant  une  fois  à  chaque  intégration. 

On  a  ainsi  une  représentation  paramétrique  de  l'intégrale. 

Les  quadratures  consécutives  de  la  formule  (5)  peuvent  se  ramener 
à  une  seule  intégration  par  la  formule  (5)  du  n^  231.  La  formule  (5) 
ci-dessus  sera  remplacée  par 

où  Pa-1  est  un  polynôme  en  x  arbitraire  et  de  degré  <  k. 
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Exemples.  Les  équations  suivantes  s'intègrent  sous  forme  finie  : 


{\—x^)y"  —  xy'=%  l+y'^+xy'y"  =  ay"  \/ l -\- y'K 

On  pose  y'  =p.  La  première  équation  est  linéaire  en  p  ;  la  seconde 
devient  différentielle  exacte  (no  188)  en  la  divisant  par  \J\  +p*. 

245.  Cas  particulier.  Equations  qui  ne  contiennent  que  deux  dérivées 
consécutives.  —  Elles  s  intègrent  par  des  quadratures. 
En  effet,  elles  sont  de  la  forme 

d»y  _/d^-'y\. 

(In—iy 

donc,  par  la  substitution  ,  ^^j;  ---  u,  elles  se  ramènent  à  une  équation 
du  premier  ordre  et  à  variables  séparées 

du        .,.  ,  ,,  ,  Ç  du        .  .  . 

La  valeur  de  y  s'en  déduit  par  n  —  1  quadratures  par  l'une  des 
deux  méthodes  1°  ou  2"  du  n^  précédent.  La  méthode  2°  se  présente 
la  première,  puisque  l'on  connaît  déjà  la  relation  x  =  |(îf),  et  la 
valeur  de  y  en  fonction  de  u  est  immédiatement  donnée  par  la  for- 
mule (6).  Pour  employer  la  méthode  1°,  il  faut  commencer  par  tirer 
M  =-  «  (.r)  de  la  relation  x  =  <j>  [u]  et  alors  y  est  donné  en  fonction  de  x 
par  la  formule  (5). 

Exemples.  —  Voici  quelques  équations  pour  lesquelles  les  quadra- 
tures se  font  aisément  sous  forme  finie  : 


«^"  =  (l  +  rF,     ay''^.-sj\+y^\     V'^^-W",    ay"=y'{l -^  y"). 
Les  deux  équations  de  gauche  sont  celles  d'un  cercle  et  d'une  chaînette. 

246.  Equations  où  manque  A'. —  Quand  la  variable  indépendante  x 
manque,  l'équation  est  de  la  forme 


=  0. 


,Y      dy       dHi         d'^y^ 

Son  ordre  peut  être  abaissé  d'une  unité. 

En  effet,  ce  cas  se  ramène  à  celui  où  c'est  la  fonction  qui  manque 
(no  244)  en  considérant  x  comme  fonction  de  y.  Mais  il  faut,  pour  cela, 
remplacer  les  dérivées  de  y  par  rapport  à  x  par  leurs  expressions  au 
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moyen  des  dérivées  de  x  par  rapport.  îi  y.  Celles-ci  étant  désignées 
par  des  accents,  les  formules  (2)  du  n"  183  du  f  volume  donnent, 
comme  cas  particulier,  en  y  faisant  y'  =--  i,y"  =  y'"  =  0, 

EL  ^  A^        _^_ ^!_  ,  #y  _    Sx"^  —  x'x"' 

dx      '   x'         dx"  ~       x^'^  '  dx^  ~'  ^5  ''■' 

On  substituera  ces  valeurs  dans  l'équation  proposée  et  l'ordre 
s'abaissera  d'une  unité  en  prenant  x'  pour  inconnue. 

Mais,  en  pratique,  on  ne  fait  guère  cette  tranformation.  On  prend 
plutôt  p=  j-^  comme  nouvelle  inconnue  et  on  la  considère  comme 
fonction  de  y.  On  obtient  une  équation  d'ordre  moins  élevé  d'une 
unité  entre  y  et  /;,  car  les  dérivées  de  y  par  rapport  à  x  s'expriment 
au  moyen  de  dérivées  d'ordre  moindre  d'une  unité  de;;  par  rapport  à  y. 
Les  formules  de  transformation  sont 

dx       ^  '  dx-      ^  dy    '  dx'      '   dy  V    dy 

Donc  l'équation  proposée,  qui  est  d'ordre  n,  se  ramènera  à  une 
équation  d'ordre  n  —  1  entre  y  et;;.  Soit 


(8.1  ^î'-^'-ir  ••••¥"-)"" 


cette  équation.  Supposons  qu'on  sache  l'intégrer,  son  intégrale  sera 
(9)  F(2/,i;)  =  0, 

Le  calcul  peut  alors  s'achever  de  deux  manières  : 
i'')On  résout  l'équation  (9)  par  rapport  à  p,  d'où  ji;  =  ©f^/)  et  la 
valeur  de  x  s'obtient  par  une  quadrature  : 

dy 
'fiy)  ' 


_Cdy_C_t 
J    P       J'f 


C'est  l'intégrale  générale  de  l'équation  proposée. 

2°)  S'il  est  plus  facile  de  résoudre  l'équation  (9)  par  rapport  à  y,  on 
en  lire  ^  =  '{'(/;),  ensuite  .r  s'obtient  aussi  en  fonction  de;;  par  une 
quadrature  : 

^_rdp     r'y(p)dp  ^^ip)  ,  r'^ip)dp 

Donc  X  ei  y  sont  exprimés  en  fonction  de;;  :  c'est  uue  représenta- 
tion paramétrique  de  l'intégrale. 
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Soit,  par  exemple,  l'équation  importante 

(10)  -^=ny)- 

Il  vient,  par  la  transformation  précédente, 

C'est  l'intégrale  générale  de  l'équation  (10),  qui  dépend,  comme  on 
le  voit,  de  deux  quadratures. 

Exemples.  Les  deux  équations  : 

^"  +  Y^'^^Y^',        //"  +  Y^'^  =  Y„ 

dans  lesquelles  Y"  et  Yi  dépendent  de  y  seul,  se  ramènent  respectivement 
à  une  équation  linéaire  en  jo,  ou  linéaire  en  p"  : 

-t-  +  Y>  =  Y„  ^-  +  2Yp-^  =  2Y.. 

dy  ^  '  dy   ^       ' 

Doncp,  puis  X  s'obtiennent  par  des  quadratures  en  fonction  de  y. 
Pour  les  deux  équations  suivantes  du  dernier  type  ces  quadratures  se 
font  sous  forme  finie  : 

2l2«  — ^)  «/"  ^  1  +^'- 

yy"  —  p"  =  y-i^ogy. 

La  première  se  ramène  à  une  équation  à  variables  séparées 

2pdp   _      dy 
l+p2^2^^* 

Mais  il  est  plus  simple  d'intégrer  la  seconde  en  la  mettant  sous  la 
forme  (D2  —  1)  Log  î/  -  0,  d'où  Log  </  =  Ce^  +  C,e-^. 

247.  Equations  qui  ne  contiennent  que  deux  dérivées  dont  les  ordres 
diffèrent  de  deux  unités.  —  Elles  s'inlègrent  par  des  quadratures.  C'est 
un  nouveau  cas  particulier  de  la  méthode  du  n^  244.  L'équation. 

d^y  _  f{d:!_-T] 
se  ramené,  en  posant  .  ,^_g  =-  m,  a  celle 


dx' 
intégrée  au  n"  précédent,  et  qui  a  pour  intégrale 


t  =«  f  ["2  Tf  (m)  rfM  1    ~du=.'^{u). 
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On  en  déduit  la  valeur  de  y  par  n —  2  nouvelles  quadratures  en 
employant  l'une  des  deux  méthodes  1°  ou  2"  du  n<'244.  On  a  immédia- 
tement y  en  fonction  de  u  par  la  formule  (6)  (méthode  2°). Pour  obte- 
nir y  en  fonction  de  x  par  la  formule  (5)  (méthode  1°) ,  il  faudra 
préalablement  tirer  u  =  f{x)  de  l'équation  x  =  <\>  (w)  ci-dessus. 

Exemples.  —  On  peut  intégrer  par  cette  méthode  (ou  par  celle  du 
n*'  235)  les  deux  équations  suivantes,  les  quadratures  se  faisant  sous 
forme  finie, 

xY"  =  hj'  a^yv  ^  lyii 

248.  Équations  différentielles  exactes.  —  Considérons  l'équation 

f{x,y,y',...y-)  =  0. 

Si  l'on  reconnaît  dans  son  premier  membre  la  dérivée  exacte  d'une 
fonction  ¥(x,y,y',...  ^" -^  quel  que  soit  y,  on  dit  que  l'équation  est 
diftëveniielle  exacte  et  on  peut  en  écrire  immédiatemment  une  inté- 
grale première 

¥{x,y,y',...r^-^)  =  C. 

On  trouvera  ci-dessous  la  règle  à  suivre  pour  reconnaître  si  l'équa- 
tion est  différentielle  exacte  et  pour  obtenir  la  fonction  F  quand  elle 
existe,  mais  cette  règle  est  d'une  application  assez  limitée  en  pratique. 

Dans  certains  cas  simples,  on  peut  rendre  l'équation  différentielle 
exacte  en  la  multipliant  par  un  facteur  facile  à  apercevoir  et  l'on  peut 
abaisser  l'ordre  de  l'équation  d'une  unité.  Il  n'y  a  pas  de  règle  géné- 
rale à  donner,  car  cette  méthode  dépend  de  la  perspicacité  de  l'opé- 
rateur, mais  en  voici  un  exemple  : 

Considérons  l'équation,  résolue  (autrement)  par  Liouville, 

y"+Xy'  =  Yy", 

dans  laquelle  X  dépend  de  x  seul  et  Y  dey  seul.  En  la  divisant  par 
y',  tous  ses  termes  deviennent  des  dérivées  exactes  ;  on  a 

ïl  =  Y'y  —  X. 
y'         ^ 

On  en  tire,  par  une  intégration, 

Log  y'  =  j  \dy  —    Xrfa;,  d'où         y'  -=  eJ    ^   J 
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Les  variables  se  séparent  et  l'on  trouve  l'intégrale  générale 

11  est  à  observer  que  l'équation 

s'intègre  par  quadratures  dans  les  trois  cas  suivants  :  !•)  si  P  et  Q 
dépendent  de  x  seul  (n°  244)  ;  2")  si  P  et  Q  dépendent  de  y  seul  (n«>  246)  ; 
3°)  si  P  dépend  de  x  seul  et  Q  de  y  seul  (on  vient  de  le  montrer). 

Règle  générale  pour  l'intégration  des  dérivées  exactes.  —  Soit 
f{x,  y,  y',...  y^)  une  fonction  donnée.  Pour  qu'elle  soit  la  dérivée 
exacte  d'une  fonction  ¥{x,  y,  y',...  «/"-'),  il  faut  qu'on  ait  l'identité 

^F        dF  dF 

On  en  conclut  la  règle  suivante  pour  reconnaître  si  F  existe  et 
déterminer  en  même  temps  cette  fonction  : 

Illaut  d'abord  que  la  plus  haute  dérivée  «/"  n'entre  dans  /"qu'au 
premier  degré.  On  intègre  alors  le  coefficient  de  y"^ partiellement  par 
rapport  à  î/"-\  c'est  à  dire  comme  si  «/'*-*  était  seule  variable.  Soit  u^ 
l'intégrale  obtenue  ;  f — -r^  ne  contiendra  plus  de  terme  en  y"*,  de 
sorte  que  la  plus  haute  dérivée  seraî/"-^(p  ^1).  Cette  différence 
devant  être  une  dérivée  exacte  en  même  temps  que  /",  il  faut  que  y^~^ 
n'y  entre  qu"au  premier  degré.  On  intégrera  alors  le  coefficient  de 
î/"-^  partiellement  par  rapport  ài/'*~p-^,  ce  qui  donnera  une  inté- 
grale Mj.  Alors  f—  -p^ — -T^  ne  contiendra  plus  que  des  termes 
d'ordre  <  n  —  pei  devra  être  une  différentielle  exacte  si  /en  est  une. 
En  continuant  ainsi  et  si  la  fonction  donnée  /"est  une  dérivée  exacte, 
on  parviendra,  en  dernier  lieu,  à  un  reste 

^ dui       dUj  duk  _y 

dx        dx       '  '       dx    ~    '' 

ne  contenant  plus  de  dérivée  de  y.  Pour  que  celui-ci  soit  une  dérivée 
exacte,  il  faut  qu'il  ne  contienne  plus  que  x.  Si  cette  condition  a  lieu, 
on  aura 

F  =  Mi-}-Mj  +  --fUA+  \\dx. 
Si  cette  condition  n'avait  pas  lieu,  ou  si,  dans  le  cours  du  calcul,  on 
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rencontrait  un  reste  dans  lequel  la  plus  haute  dérivée  entrât  à  un 
degré  supérieur  au  premier,  la  méthode  cesserait  d'être  applicable  et 
la  fonction  proposée  ne  serait  pas  une  dérivée  exacte. 

Soit,  par  exemple,  la  fonction  donnée 

r=y-\-  Sxy'  +  2^/y'^  +  {x^  +  2^/^^')  y". 

On  aura  successivement 


'A,  =  x'-y'  +  yY', 

r-^-y  +  ^y, 

',  =-  o,y,                 r- 

■^-^  =  ^  =  0' 

Par  conséquent,  F  =  x^  +  ^"y'^  +  ^^  +  C. 

249.  Equations  homogènes.  —  Il  y  en  a  de  diverses  espèces.  Mais 
les  divers  cas  que  nous  allons  étudier  ne  s'excluent  pas  nécessaire- 
ment l'un  l'autre. 

Premier  cas  :  L'équation  est  homogène  par  rapport  à  y  et  à  ses  déri- 
vées'^ successives  {ou  par  rapport  à  y,  dy,  d^y,...),  c'est-à-dire  que 
l'équation  se  reproduit  multipliée  par  une  puissance  de  a  quand  on  y 
remplace  y  par  ly  sans  toucher  à  x,  X  désignant  une  constante.  L'ordre 
de  ces  équations  peut  être  abaissé  d'une  unité. 

En  effet,  faisons  la  substitution 

y^e',     d'où    y'  =  e^z',        y"  =^e^{z" -\-z''^),... 

Si  l'on  porte  ces  valeurs  dans  l'équation,  envient  en  facteur  com- 
mun à  une  certaine  puissance  par  suite  de  l'homogénéité.  Après  la 
suppression  de  ce  facteur  commun,  la  fonction  inconnue  z  aura  dis- 
paru de  l'équation,  donc  l'ordre  de  l'équation  s'abaissera  d'une  unité 
en  prenant  z'  comme  inconnue  (11°  244j. 

Remarque.  —  Ce  procédé  s'applique  à  l'équation  linéaire  sans 
second  membre,  mais  généralement  sans  avantage,  parce  qu'il  enlève 
le  caractère  linéaire.  Ainsi,  par  cette  substitution,  l'équation  du 
deuxième  ordre 

se  ramène  à  l'équation  de  Riccati,  du  premier  ordre  en  z\ 

^  +  (.'^+P.'  +  Q)  =  0, 
ce  que  nous  avons  déjà  remarqué  (n°  187). 
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Exemples.  —  Appliquer  cette  méthode  aux  équations 

_i_ 

ayy"  +  %'  --=  yy'  («'  +  x-)  2 

xyy"  —  xy'-  =  yy'  -f  bxy''  {a-  —  a;2)~T 

Les  équations  en  z'  sont  des  équations  de  Bernoulli  et  les  intégrales 
s'obtiennent  sous  forme  finie.  Toutefois  on  intègre  plus  facilement  la 
première  équation  en  i-emarquant  que  tous  ses  termes  deviennnt  des 
dérivées  exactes  quand  on  la  divise  par  yy'  {n°  248), 

Deuxième  cas  :  L'équation  est  Jiomogène  par  rapport  à  x  et  dx,  c'est- 
à-dire  se  reproduit  multipliée  par  une  puissance  de  X  quand  on  rem- 
place X  p^rlx  sans  toucher  à  y.  L'ordre  peut  être  abaissé  d'une  unité. 

Ce  cas  se  ramène  au  précédent  en  considérant?/  comme  la  variable 
indépendante  et  x  comme  la  fonction  inconnue.  Il  faudra  donc  rem- 
placer les  dérivées  de  y  par  rapport  à  x  par  leurs  expressions  au  moyen 
des  dérivées  de  x  par  rapport  h  y  {n°  246),  Portant  ces  valeurs  dans 
l'équation,  on  sera  ramené  au  cas  précédent. 

En  pratique,  il  est  souvent  préférable  d'opérer  autrement.  On 
change  de  variable  indépendante  par  la  substitution  x  =  eK  Si  l'on 
désigne  par  D  les  dérivées  relatives  à  t,  on  a,  de  proche  en  proche, 
par  la  formule  De-«^  z  =  e-«^  (D  —  a)z, 

-^  =  e-^Dy,  -^^  =  e-M)(e-^D2/)  =  6-^^D(D-l)^,.., 

et,  en  général, 

d'^y 


dx' 


:e-n«D(i)  — 1)  ...  (D  — 7t+l] 


d^y 
Ainsi  l'exposant  de  e*  dans  l'expression  de    ,  ^    est    précisément 

égal  au  degré  d'homogénéité  —  n  de  cette  dérivée.  Donc,  si  l'on  porte 

dv 
ces  valeurs  de  x,  ~A,...  dans  l'équation,  e*  vient  en  facteur  commun 

à  une  puissance  marquée  par  le  degré  d'homogénéité.  Après  la  sup- 
pression de  ce  facteur  commun,  la  variable  indépendante  t  aura  dis- 
paru. Donc  l'ordre  de  l'équation  peut  être  abaissé  d'une  unité  (n**  246). 
Il  est  à  remarquer  que,  pratiquement,  quand  on  substitue  dans 
l'équation  proposée  les  valeurs  de -^,-j~,...  indiquées  ci-dessus, 
on  néglige  tout  de  suite  les  exponentielles  e^^,  e-^^,...  qui  disparaissent 
du  résultat  et  l'on  remplace  simplement  a;  par  1. 
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Exemple,  —  Soit  l'équation  (homogène  de  degré  0) 


Par  la  substitution  a;  =  e^,  on  a 

D  {D  —  l)  y  =^  [mDy"-  -\-  7iy-)i  . 
Prenons  Dy  =  x>  pour  inconnue  ;  on  a  Wy  ==  p—j—,  d'où 

p  -^ p^  (mp-  +  7iy^)  2 

C'est  une  équation  homogène  du  l^*"  ordre,  dont  l'intégration  se  ramène 
à  des  quadratures. 

Troisième  cas  :  L'équation  est  homogène  par  rapport  à  x,  y  et  leurs 
différentielles  dx,  dy,  d-y,...,  c'est-à-dire  qu'elle  se  reproduit  multipliée 
par  une  puissance  de  a  quand  on  remplace  à  la  fois  x  par  'kx  tiy 
par  hy,  A  désignant  une  constante.  L'ordre  peut  être  abaissé  d'une 
unité. 

Ce  cas  se  ramène  au  précédent  par  la  substitution  y  ■=  ux  en  con- 
sidérant u  comme  nouvelle  inconnue.  En  effet,  si  l'on  change  x  en'kc 
sans  toucher  à  u,  cela  revient  à  changer  x  en  \x  et  y  en  \y  et  l'équa- 
tion entre  u  et  x  se  reproduira  multipliée  par  une  puissance  de  X  ; 
donc  elle  sera  homogène  par  rapport  à  a.'  et  à  dx. 

Pratiquement,  on  opère  directement  comme  il  suit  :  on  change  tout 
de  suite  de  fonction  et  de  variable  par  les  formules 

X  =^  e^,  y  =  e^u, 

t  désignant  la  nouvelle  variable  indépendante.  On  a  alors,  eu  égard  à 
la  formule  du  n^  précédent,  puis  par  la  formule  (10)  du  n"  233, 

-^=  e—^  D{D-  1) ...  (D  -  u  +  1)  .  e^u 
=  «-"-!'« (D+1)  D...(D  — n  +  2)  w. 

Portant  ces  valeurs  de  x,  y,—,...  dans  l'équation  proposée,  on 
obtient  une  équation  entre  u  et  t  où  manque  la  variable  indépendante  ^ 
Donc  l'ordre  de  cette  équation  peut  s'abaisser  d'une  unité. 


Exemples  :  Les  deux  équations  suivantes  : 
'd^-\y      ""  dxj  *  '^    dx' 


mx-'-^^fy—x-J-),         x^-4K=fy—x-^j 
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conduisent  à  des  équations  de  Bernoulli  en  Dm  et  ont  respectivement 
pour  intégrales  : 

Cl  +  Qj^x  ^  xe   '^^  ,  y  =■■=  X  (C  —  arc  sin  — - 

Quatrième  cas  :  Uéquatioji  est  homogène  pai'  rapport  aux  quanti- 
tés X,  dx  {considérées  comme  de  degré  \)  et  y,  dy,  d^y,...  [considérées 
comme  de  degré  n),  c'est-à-dire  que  l'équation  se  reproduit  multipliée 
par  une  puissance  de  a  quand  on  remplace  x  par  '>^  et  y  par  \^y.  Ce 
cas  se  ramène  au  précédent  en  posant  y  =  z^K  Mais  il  est  inutile  de 
passer  par  cette  transformation.  Il  vaut  mieux  changer  tout  de  suite 
de  fonction  et  de  variable  par  les  formules. 

a,'  =  e^  ,  y  =  ue^^K 

Soit  D  l'indice  de  dérivation  par  rapport  à  f  ;  on  aura,  en  général, 
en  appliquant  encore  la  formule  (10)  du  n»  233, 

A^  =  e-pi  D(D  —  1) ...  {\)—p  +  1)  iie'^t 

=  6f'^-p'«(D  +  7i)(D+  n  —  i)  -  (D  i-n—p  -\- i)  u. 

dPy 

L'exposant  de  e^  est  égal  au  degré  d'homogénéité  de  -^-^  .  Donc, 

dv 
si  l'on  substitue  ces  valeurs  de  a;,  y,  -f-,---  dans  l'équation,  la  même 

exponentielle  viendra  en  facteur  commun  et  la  variable  t  disparaîtra 
par  la  suppression  de  ce  facteur. 

Exemple.  —  Soit  l'équation  (homogène-' de  degré  4,  en  considérant  y 
comme  un  carré) 

Par  les  substitutions  a;  =  e*  et  ^  =  we^^ ,  on  trouve  l'équation  en  u 

D2w  +  2(1  —u)\)u  =  0. 
Le  premier  membre  est  une  dérivée  exacte,  d'où  l'intégrale  première 

\)u  —  {\  —  uY  =  C. 
Les  variables  se  séparent  et  l'intégration  s'achève  sans  difficulté. 

250.  Equation  du  second  ordre  où  manque  ,-  (Equation  de  Jacobi). 
—  Jacobi  a  montré  que  si  l'on  connaît  une  intégrale  première  de 
l'équation 

(11)  ^=^(^'^)' 
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l'intégration  s'achève  par  des  quadratures.  Soit,  en  effet,  connue  l'in- 
tégrale première  (contenant  une  constante  G) 

(12)  -^  =  ^(x,i/,C); 

je  dis  que  -^  sera  le  facteur  intégrant  (n°  188)  de  Féquation 

dy  —  ^  dx  =  0, 
de  sorte  que  l'intégrale  générale  sera 

\^[dy-^dx)  =  C,. 

Pour  établir  cette  proposition,  nous  remarquons  que  toute  inté- 
grale de  l'équation  (11),  vérifiant  (12),  satisfait  aussi  aux  deux  équa- 
tions suivantes  : 

d^_  d'f        d'r    dy_  _  d'f        d'f 

dx'  "^do^^~df  dx  ^^''^y^-'àx^W^^'^'' 

obtenues  en  dérivant  (12)  puis  en  éliminant  les  dérivées  de  y.  Mais  la 
dernière  équation,  qui  a  eu  lieu  entre  a;,  ?/  et  C  seulement,  est  une 
identité,  car  elle  est  satisfaite  par  des  valeurs  arbitraires  de  x,  y  et  «/' 
(donc  de  C  qui  est  arbitraire  avec  y').  On  peut  donc  la  dériver  partiel- 
lement par  rapport  à  C  ;  on  en  déduit  une  nouvelle  identité 

d^cp  J^  d^    d'f  _o  „     .    .  à    f-d'f^  _    à   f_      d'f    ^ 

d3^dC^dydc'^-dydC~^^'     ^•^"'''     d^KdCj~~dy{      ^dc)- 

C'est  précisément  la  condition  qui  exprime  que  J  {dy  —  o  dx)  est 

une  différentielle  exacte. 

Exemple.  —  Soit  à  intégrer  l'équation 

d^y  _      1  +  sin"a; 
dx'^       ^      cos^a;       ' 

connaissant  l'intégrale  première 

——  =  y  ig  x-{-  C  cos  X. 
Ou  aura      *,    ~  cos  x  ;  l'intégrale  générale  sera  donc 

r  c 

I  cosx[dy  —  {y  tg  x-{-C  cos  x)  dx]  =  ycosx — ^(iC  +  sin;rcos  x)  ■=  C^. 
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Remarque.  —  L'équation  plus  générale 

s'intègre  aussi  par  des  quadratures  quand  on  en  connaît  une  intégrale 
première.  En  effet,  on  peut,  par  une  quadrature,  faire  disparaître  le 
terme  du  premier  ordre  ;  il  faut  faire  le  changement  d'inconnue,  déjà 
indiqué  (no  146,  II), 

—  ^[f^x^dx 

y^ze    -•' 
L'équation  entre  z  et  x  sera  une  équation  de  Jacobi  et  l'on  en  con- 
naîtra une  intégrale  première. 

§  8.  Applications  géométriques. 

251.  Problème.  Trouver  une  courbe  plane  dont  le  rayon  de  courbure 
R  soit  une  fonction  donnée  de  l'abscisse. 
Soit  X  l'inverse  de  cette  (onction,  l'équation  de  la  courbe  sera 


R 

Mais  1  :  R  est  une  dérivée  exacte  par  rapport  à  x,  car  on  a 


(1)  ^  =  X. 


1  y"  y'^  ^    f\+    \    1    ' 


vient  donc,  en  intégrant  les  deux  membres  de  (1). 

^Xdx 


(l+-y-,)    '  =  Jxd^,  d'où  y' 


\/i  —  {^Xdxf 
L'équation  de  la  courbe  cherchée  sera  donc 


(3)  y  --=   dx 


J  X  dx 


\/i—ij\dxy- 

Le  radical  comporte  un  double  signe  qui  correspond  aux  deux  sens 
dans  lesquels  la  courbe  peut  tourner  sa  concavité. 

252.  Cas  particulier  (Courbe  élastique).  —  Trouver  la  courbe  dont  le 
rayon  de  courbure  est  en  raison  inverse  de  l'abscisse. 
Soit  -^  la  raison  constante,  en  sorte  que 

.,.  j._   a-  1  2a; 
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Il  faut  faire  X  =-  2a;  :  a^  dans  l'équalion  (3).  Il  viendra,  en  faisant 
apparaître  les  constantes  d'intégration  C  et  C^ 


Xdx 


(5)  y-^^-jd 


a* 
{x^  +  C)dx 


C'est  l'équation  de  la  courbe  cherchée.  Cette  intégrale,  qui  ne  peut 
s'exprimer  sous  forme  finie,  dépend  des  fonctions  elliptiques.  La 
courbe  porte  le  nom  de  courbe  élastique,  parce  que  c'est  la  figure 
d'équilibre  d'une  lame  élastique,  quand,  une  des  extrémités  étant 
fixée,  l'autre  supporte  un  poids. 

253.  Problème.  —  Trouver  les  courbes  dans  lesquelles  le  rayon  de 
courbure  est  proportiojmel  à  la  normale. 
Soit  a  le  rapport  de  proportionnalité  (a  >  0}.  On  aura  {t.  I,  n°  309) 

^ VÏL-^a 

On  prend  le  signe  supérieur  si  R  et  N  sont  du  même  côté  de  la 
courbe,  le  signe  inférieur  dans  le  cas  contraire. 

C'est  une  équation  où  manque  x  (n°  246).  Posons  y'  --=p,  elle 
devient 

et,  en  intégrant, 

La  valeur  de  x  s'obtient  alors  par  une  quadrature 

dy 


^    P         J\Cy+'' 


C2/+-«  —  1 

Mais  cette  quadrature  ne  s'effectue  sous  forme  finie  que  dans  des 
cas  particuliers,  par  exemple  si  rt  =  1.  Examinons  ce  cas. 

1°  Si  R  et  N  sont  du  même  côté  de  la  courbe,  on  prend  le  signe 
supérieur  :  la  courbe  cherchée  est  un  cercle 

d'où  {x  —  C,Y  +  y'=  C. 
2°  Si  R  et  N  sont  de  part  et  d'autre  de  la  courbe,  celle-ci  est  une 
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chaînette.  En  effet,  prenant  le  signe  inférieur  et  remplaçant  C  par 
1  :  a^  ;  il  vient  

a;  —  C.  =    ~7-r r  =  Log  -       ^^ 


254.  Problème.  —  Trouver  une  courbe  dans  laquelle  le  rayon  de 
courbure  R  soîY  proportionnel  au  rayon  vecteur  r. 

Utilisons  les  coordonnées  polaires  r  et  9.  L'équation  de  la  courbe, 
R  =  wr,  s'écrit,  d'après  la  valeur  connue  de  R  [t.  I,  no  314),  les  dérivées 
étant  relatives  à  6, 

(6)  T  (r2  +  7''2)Y=  nr  (r«  +  2r'2  —  rr") . 

Il  faut  prendre  le  signe  -\-  ou  le  signe  —  selon  que  la  courbe  tourne 
sa  concavité  ou  sa  convexité  vers  le  pôle,  ou  bien  selon  que  R  et  r  sont 
du  même  côté  ou  de  part  et  d'autre  de  la  courbe  (^). 

L'équation  (6)  est  une  équation  homogène  par  rapport  à  r  et  ses  déri- 
vées. Par  la  substitution  r  =  e^,  elle  devient 

:f{l+z''~)i=n(lJr^"  —  ^"l        d'où       ^-^^=1  dr^VH^^ 

On  peut  d'abord,  en  prenant  le  signe  inférieur,  satisfaire  à  cette  équa- 
tion par  une  valeur  constante  de  z'  (pourvu  toutefois  que  n  soit  ^1). 
Il  faut  annuler  le  second  membre,  ce  qui  donne 

z'  =  \'n"  —  1 ,  d'où  2  =  6  \'n'^  —  1  +  consi. 

La  courbe  correspondante  est  une  spirale  logarithmique  r  =  Ce^^'  "^  -^ 
et  c'est  une  solution  particulière  du  problème,  car  la  forme  de  l'équa- 
tion (6)  exclut  la  possibilité  d'une  solution  singulière  (n"  178,3°). 

Cherchons  maintenant  les  courbes  dans  lesquelles  z'  varie.  Prenons 
comme  nouvelle  variable  indépendante  l'angle  a  déterminé  par  les  for- 
mules 

2'  =  tga,  i  yr^p^2  _  _i_  , 

^  COS  a 

de  sorte  que  l'intervalle  où  varie  a  dépend  du  signe  ambigu  et  récipro- 
quement. L'équation  prend  la  forme 

d'3.                     \  .,  n  COS  a  dix 

=  1-1 '  d  OU  d^ 


d^  n  COS  a  1  -|-  '^  COS  a 

(1)  En  effet,  on  doit  prendre  le  signe  +  ou  —  selon  que  r"- -\- %r''^  —  rr"  esi 
>  ou  <0  ;  donc,  en  vertu  de  la  formule  (20)  du  n»  314  du  /.  1,  selon  que  la 
dérivée  a'  de  l'inclinaison  a  de  R  sur  l'axe  polaire  est  >  ou  <  0;  ou  encore 
selon  que  a  et  0  varient  dans  le  même  sens  ou  en  sens  contraire,  donc  selon  que 
R  et  r  tournent  dans  le  même  sens  ou  non  quand  on  décrit  la  courbe,  ce  qui 
revient  à  la  règle  énoncée. 

18 
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Il  vient  alors 

Ç         ,,      C    nsin  oidcL  t       /,    , 

xr  =    ter  a  «f)  =  I  — — ; =  —  Log  {14-71  cos  a   +  const. 

j  °  J   l  -\-  ncosa  o  \      '  /    ' 

On  obtient  ainsi  nwQreiyrésentationparayyiétrique  de  la  courbe  cherchée 

„,  .  C  ,       C  nco&a.d'x  Ç  d% 

(7)r=-e-=-—; ,  6=-—- =  «—    -— — 

^  '  \  -\-  n  cos  a  J    1  -}-  w  cos  a  J    \  -^  n  cos  a 

Il  est  facile  d'etfectuer  l'intégration. 

Contentons-nous  d'achever  la  solution  pour  n=,\,  c'est-à-dire  quand 
le  rayon  de  courbure  est  égal  au  rayon  vecteur. 

La  solution  correspondant  à  la  spirale  logarithmique  est  un  cercle 
r  =^  C.  Etudions  la  solution  fournie  parles  formules  (7). 

Menons  l'axe  polaire  de  façon  que  6  s'annule  avec  a,  et  soit  ro  la  valeur 
de  r  pour  0  ^  a  =  0.  Les  équations  (7)  se  réduisent  à  la  forme  simple 

(8)  r^—'^^  e=.a-tg-^. 

cos^^ 

Ce  sont  les  équations  de  la  courbe  cherchée. 

On  voit  de  suite  qu'on  retrouve  le  même  point  du  plan  quand  a  aug- 
mente de  2-.  On  obtient  donc  toute  la  courbe  en  faisant  varier  a  de 
—  -  à  +  7T.  D'ailleurs  la  courbe  décrite  dans  l'intervalle  (0,  —  tt)  est 
symétrique  (par  rapport  à  l'axe  polaire)  de  celle  décrite  dans  l'intervalle 
(0,7r). 

Faisons  donc  varier  a  de  0  à  ti.  On  voit  que  la  courbe  est  une  spirale, 
formée  d'un  nombre  infini  de  spires  qui  se  développent  indéfiniment. 
Cette  courbe  satisfait  à  l'équation  (6)  pour  w  =  1.  Mais,  comme  on  l'a 

dit  plus  haut,  il  faut  prendre  le  signe  supérieur  dans  l'intervalle  [  0,  -^  ] 

où  cosa  est  positif  (et  où  la  courbe  tourne  donc  sa  convexité  vers  le 

pôle),  le  signe  inférieur  dans  l'intervalle  '  -^  »  t:  ]  où  cos  a  est  négatif 

(et  où  la  courbe  tourne  sa  concavité  vers  le  pôle).  Il  n'y  a  que  la  pre- 
mière spire  qui  ne  tourne  pas  autour  du  pôle. 

255.  Equation  intrinsèque  d'une  courbe  plane.  —  On  appelle  équation 
intrinsèque  d'une  courbe  plane,  la  relation  qui  lie  son  rayon  de  cour- 
bure à  son  arc.  Nous  allons  voir  bientôt  la  raison  de  cette  dénomina- 
tion. 

Supposons  les  coordonnées  rectangulaires  et  soit 

(9)  1^^^') 
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la  relation  donnée.  C'est  une  équation  différentielle  du  second  ordre. 
Soit  cp  l'inclinaison  de  la  tangente  sur  l'axe  des  a:  ;  on  a  les  formules 
connues 

dx  dv         .  d©         1 

(10)        ^  =  cosï,      J-  =  smï,       ^  =  -R- 

Pour  la  généralité  de  ces  formules,  on  doit  considérer  R  comme 
susceptible  des  deux  signes.  En  effet,  ds  étant  supposé  positif,  dcp  est 
positif  ou  négatif  suivant  que  la  tangente  tourne  dans  un  sens  ou  dans 
l'autre.  Donc,  si  l'on  passe  par  un  point  d'intlexion,  R  change  de  signe. 

On  tire  de  la  dernière  équation  (10) 

<f -=fo+|^-?o  +  \j\s}  ds  ^  'f„  +  F(s), 

en  désignant  par  cfo  la  valeur  de  cp  au  point  pris  comme  origine  des 
arcs. 
Il  vient  ensuite,  en  intégrant  les  équations  précédentes, 


Xo  + 


cos  (cpo  +  F)  ds,  y^yo  +  \  sin  [oo  +  F) 

Jo  Jo 


C'est  une  représentation  paramétrique  de  la  courbe  cherchée. 

Si  l'on  transporte  l'origine  des  coordonnées  à  l'origine  des  arcs, 
Xq  et  2/0  seront  nuls  ;  si  ensuite  on  prend  la  tangente  à  l'origine  pour 
axe  des  x,  (fo  sera  nul  ;  les  équations  précédentes  se  réduisent  alors  à 

(11        x  =  \  cos  (F)  ds,  y  =    sin  (F)  ds 

et,  comme  elles  ne  contiennent  plus  de  constantes  arbitraires,  elles 
représentent  une  courbe  complètement  déterminée.  Donc  l'équation (9) 
ne  représente  que  les  courbes  complètement  déterminées  de  forme 
qu'on  obtient  en  déplaçant  celle-ci  d'une  manière  arbitraire  dans  son 
plan.  C'est  pour  cela  que  l'équation  (9)  porte  le  nom  d'équation  intrin- 
sèque. On  peut  en  déduire  toutes  les  propriétés  de  la  courbe  considé- 
rée en  elle-même,  abstraction  faite  de  sa  position  par  rapport  à  toute 
autre  ligne. 

Remarquons  encore  que,  dans  l'intégration  d'une  équation  intrin- 
sèque, il  est  inutile  d'introduire  des  constantes  arbitraires.  On  peut 
toujours  les  introduire  après  coup  par  un  déplacement  arbitraire  des 
axes  coordonnés. 

Voici  quelques  exemples  : 
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I.  Soit  à  intégrer  l'équation  R  =  a.  On  a,  sans  introduire  de  con- 
stantes, 

r  (Ih     S         c      s  s  r     s  s 

(p  =  Upr-  =  ->    x  =  |  cos  -  rfs  =  a  sin — >    w=  sin-ûfs=_acos-* 
^     J  R       a  J         a  a       ^     J       a  a 

Eliminant  s,  on  voit  que  la  courbe  est  un  cercle  :  x'^  -{■  y^  =  a". 

II.  Soit  à  intégrer  R  = •  On  a 


H- 


ads  .     s 

arc 


s-'  +  fl^  ^  a 


-  cos  ^ arc  tg^j  ds  ^    -j=^  =  «Log ^— 


=   sin  (  £ 


\.^i 


arc  tg —  )  ds  =    ./-   ,     „ 

La  courbe  est  une  chaînette  y  =  -^{e^^-\-e   "  )  • 
III,  Soit  encore  à  intégrer  R^  +  s'^  =  \^ar.  On  aura,  en  prenant  u^ 
comme  variable  indépendante, 
ds 


^     j\/i6a* 


arc  sin-nr  >  s  ==  4  a  sin  cp. 


\/i6a*- 
X  -=  I  cos  cp  ds  =  4a    cos"  o  (/©  =  a(2cp  +  sin  Sep) 

tj  =  1  sin  cp  ds  =  2o   sin  2cp  d^^  —  a  cos  2  cp. 

Si  l'on  change  2cp  en  tt  -f-  u,  ces  deux  dernières  équations  s'écrivent 
a;  — rtTr  =  a(w  — sinii),  î/ —  a  =  —  a  (1  —  cos  îf)  î 

et,  par  le  changement  d'axes  x  —  aTz  =  ^,  y  —  a='  —  -r\, 
Ç  =  a  (m  —  sin  m),        t)  =  a  (1  —  cos  m), 

elles  représentent  donc  une  cycloide. 

Remarque.  —  Le  problème  de  trouver  une  courbe  définie  par  la 
relation  R  =  F((f)  entre  le  rayon  de  courbure  et  l'inclinaison  de  la 
tangente,  se  ramène  au  précédent  par  la  relation  rfs=-Rdtf.  On  aura 
donc 

X  =  j  F(cp)  cos  cp  d  cp  y  =^JF(cp)  sin  cp  (/«p. 
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§  9.  Systèmes  d'équations  différentielles. 
Systèmes  linéaires. 

256.  Systèmes  canoniques.  —  Nous  disons  qu'un  système  d'équa- 
tions différentielles  entre  plusieurs  fonctions  inconnues  a;,  y,...ûe  i 
est  canonique,  si  le  nombre  des  équations  est  égal  à  celui  des  fonc- 
tions inconnues  et  si  le  système  est  résolu  par  rapport  aux  plus 
hautes  dérivées  de  chaque  inconnue.  En  pratique,  on  ne  rencontre 
guère  que  des  systèmes  canoniques  ou  facilement  réductibles  à  cette 
forme. 

Un  système  canonique  d'équations  du  premier  ordre,  résolu,  par 
conséquent,  par  rapport  aux  dérivées  premières  des  fonctions  incon- 
nues, est  un  système  normal.  Nous  avons  démontré  précédemment 
l'existence  des  intégrales  d'un  système  normal  et  nous  avons  montré 
que  le  nombre  des  constantes  arbitraires  comprises  dans  son  intégrale 
générale  est  égal  au  nombre  des  fonctions  inconnues  ou  des  équations 
du  système. 

257.  Théorème  I.  —  Tout  système  canonique  d'équations  d'ordre 
supérieur  se  ramène  à  un  système  normal,  ne  contenant  que  des  dérivées 
premières,  en  considérant  comme  des  inconnues  auxiliaires  toutes  les 
dérivées,  sauf  celles  de  C ordre  le  plus  élevé  pour  chaque  inconnue,  et  en 
ajoutant  au  système  les  équations  qui  définissent  ces  inconnues  auxi- 
liaires. 

Ainsi,  par  exemple,  le  système  canonique 

a-"  =  f[t,  X,  x',  y,  y',  ij"),        y'"  =  f,{t,  x.  x',  y,  y',  y") 

revient  au  système  normal  de  cinq  équations  du  premier  ordre 

dx         ,  dx'       ..  ,,         ,  ,. 

-dr  =  ^^        -^-h{t,^,x',y,y',y'), 

dy         .  dy'        ,,  du"      ,, ,  ,         ,     ,, 

entre  t  et  les  fonctions  inconnues  x,  x',  y,  y',  y". 

II  en  résulte  que,  pour  obtenir  le  nombre  d'inconnues  (ou  d'équa- 
tions) du  système  normal  auquel  se  ramène  un  système  canonique,  il 
faut  ajouter  les  ordres  des  plus  hautes  dérivées  de  chaque  inconnue. 

Ce  nombre  sera  aussi  celui  des  constantes  arbitraires  des  intégrales 
générales  ;  on  peut  donc  le  considérer  comme  caractérisant  ï ordre 
du  système  canonique. 
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258.  Théorème  II.  —  L'intégration  d'un  système  normal  de  n  équa- 
tions à  n  inconnues  se  ramène  à  l'intégration  d'une  seule  équation  d'or- 
dre n  entre  deux  variables,  ou  bien  à  l'intégration  successive  de  plusieurs 
équations  entre  deux  variables,  la  somme  des  ordres  de  ces  équations 
étant  n. 

Le  théorème  est  vrai  pour  une  seule  équation,  il  suffit  donc  de 
montrer  qu'il  est  vrai  pour  un  système  normal  de  n  équations,  s'il 
est  vrai  pour  un  système  normal  d'ordre  moins  élevé. 

Pour  fixer  les  idées,  considérons  seulement  le  système  suivant  de 
trois  équations  à  trois  fonctions  inconnues  x,  y,  z,  le  raisonnement 
étant  général  : 

(I)      x'  =  f,{t,x,y,z],     y'  =  f.,{t,x,y,z),     z' =  f,{t,  x,  y,  z). 

Si  fi  ne  contient  qu'une  seule  fonction  inconnue  x,  la  première 
équation  est  du  premier  ordre  à  deux  variables  et  détermine  x.  Por- 
tant la  valeur  de  x  dans  les  deux  équations  suivantes,  on  est  ramené 
à  intégrer  un  système  normal  de  deux  équations  seulement.  Dans  ce 
premier  cas,  la  proposition  est  établie. 

Supposons  donc  que  f\  contienne  une  autre  inconnue  que  x,  par 
exemple  y.  Résolvons  /',  =x'  par  rapport  h  y  ;  il  vient 

(1)  y  =  ^{t,x,x',z). 

Portons  celte  valeur  dans  les  autres  équations  du  système  (I).  En 
la  substituant  dans  y'  =  f„,  la  dérivée  x"  s'introduit  ainsi  que  z',  mais 
nous  résolvons  le  système  par  rapport  à  x"  et  z'.  Nous  formons  ainsi 
le  système  à  deux  inconnues  x  et  z 

(II)  a;'-^^.,{t,x,x\z),        z'^f.,{t,x,x',z). 

Si  z  disparaît  de  f^,  l'équation  x"  =  f2  est  du  deuxième  ordre  à 
deux  variables  et  détermine  x.  Portant  la  valeur  de  x  dans  la  der- 
nière équation,  on  est  ramené  à  intégrer  celle-ci,  qui  est  du  premier 
ordre.  Ensuite  y  est  donné  sans  intégration  par  l'équation  (1).  Dans  ce 
deuxième  cas,  la  proposition  est  encore  établie. 

Supposons  enfin,  ce  qui  est  la  règle  générale,  que  fo  contienne  z. 
Tirons  z  ûe  x"  =  ^z;i\  vient 

(2)  z^W,^,x\x"). 

Portons  celte  valeur  dans  la  dernière  équation  du  système  (II)  ; 
nous  introduisons  x'"  et  en  résolvant  par  rapport  à  x"\  nous  trouvons 

(III)  x"'=<^,{t,x,x',x"). 
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L'équation  (III)  est  du  3^  ordre  à  deux  variables.  L'intégration  du 
système  (I)  revient  à  celle  de  cette  unique  équation  (III),  car,  x  étant 
connu,  on  obtient  sans  intégration  z  puis  y  par  les  relations  (2)  et  (1). 

Dans  ce  troisième  et  dernier  cas,  le  théorème  est  encore  établi. 

259.  Remarque.  —  Tout  système  canonique  d'équations  d'ordre 
quelconque  se  ramenant  à  un  système  normal  par  l'adjonction  d'in- 
connues auxiliaires,  son  intégration  se  ramène  aussi  à  celle  d'une  ou 
de  plusieurs  équations  à  deux  variables. 

Quand  la  réduction  à  une  seule  équation  est  possible,  celle-ci  peut 
généralement  s'obtenir  sans  passer  par  l'intermédiaire  du  système 
normal.  11  suffit  de  dériver  les  équations  du  système  un  certain  nom- 
bre de  fois,  de  manière  à  former  le  nombre  d'équations  nécessaire 
pour  pouvoir  éliminer  toutes  les  fonctions  inconnues  sauf  une. 

Soit,  par  exemple,  le  système  canonique  entre  x,  y  et  t 

x"'^y-\-y\        y"  =  x'  +  x". 

On  forme  l'équation  à  laquelle  satisfait  x,  en  dérivant  deux  fois  la 
première  équation  et  en  remplaçant  deux  fois  y"  par  sa  valeur  x'  -f  x". 
Il  vient  successivement 

a;iv  ^y'  ^x'  +  x",        x"^  =-x'  -\-  2a;''  +  x'". 

L'intégration  du  système  proposé  dépend  de  celle  de  cette  dernière 
équation  qui  est  linéaire  et  du  5^  ordre.  On  détermine  x  par  l'inté- 
gration de  celle-ci  ;  après  quoi,  y,  y'  et  y"  se  tirent  sans  intégration 
des  équations  précédentes. 

260.  Diverses  espèces  de  systèmes  linéaires.  Leur  intégration  par 
réduction  à  des  équations  à  deux  variables.  —  On  appelle  systèmes 
linéaires  ceux  qui  sont  linéaires  par  rapport  aux  fonctions  inconnues 
et  à  leurs  dérivées  ;  systèmes  linéaires  et  homogènes  (ou  sans  seconds 
membres)  ceux  qui  sont  linéaires  et  homogènes  par  rapport  à  ces 
mêmes  quantités  ;  systèmes  à  coefficients  constants,  ceux  où  les  coeffi- 
cients des  inconnues  et  de  leurs  dérivées  sont  des  constantes. 

Tout  système  canonique  d'équations  différentielles  simultanées  se 
ramène  à  un  système  normal  par  l'adjonction  d'inconnues  auxiliaires. 
On  constate  immédiatement  que  cette  réduction  laisse  subsister  : 
1»  le  caractère  linéaire,  2°  le  caractère  homogène,  3°  celui  de  con- 
stance de  coefficients,  quand  ces  caractères  existent  dans  le  système 
proposé. 


â80  CHAPITRE  VI.  —  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  ORDINAIRES 

D'autre  part,  l'intégration  d'un  système  normal  se  ramène  à  Tinté- 
gration  d'une  ou  de  plusieurs  équations  à  deux  variables.  Cette  réduc- 
tion laisse  aussi  subsister  le  caractère  linéaire  et  celui  de  constance 
des  coefficients  quand  ces  caractères  existent. 

Donc  l'intégration  des  systèmes  linéaires  se  ramène,  par  les  prin- 
cipes généraux,  à  l'intégration  d'une  seule  équation  linéaire. 

De  même,  l'intégration  des  systèmes  à  coefficients  constants  se 
ramène  à  l'intégration  d'une  seule  équation  linéaire  à  coefficients 
constants. 

Toutefois,  pour  les  systèmes  à  coefficients  constants  et  sans  seconds 
membres,  cette  méthode  ne  sera  généralement  pas  la  plus  expéditive 
en  pratique.  La  méthode  directe  indiquée  au  no  suivant  sera  préfé- 
rable. Elle  a  d'ailleurs  l'avantage  de  s'appliquer  aussi  facilement  aux 
systèmes  de  forme  quelconque  qu'aux  systèmes  canoniques.  Ensuite, 
pour  les  systèmes  avec  seconds  membres,  il  y  a  lieu  d'étudier  le  pro- 
cédé de  réduction  de  plus  près,  ce  qui  sera  fait  au  n°  262. 

26 1.  Intégration  des  systèmes  linéaires  à  coefficients  constants  et  sans 

seconds  membres.  —  Considérons,  pour  tixer  les  idées,  un  système 
(canonique  ou  non)  de  trois  équations  entre  trois  fonctions  inconnues 
x,  y,  z  de  t,  de  la  forme 

Lx  +  My  4  N^.   =■  0, 

(3)  I    Lia.-  +  M,</  +  Ni2  =  0, 

(  L^x  +  M^y  +  N22  =  0, 

L,  M,  N  désignant  des  polynômes  symboliques  en  D  à  coefficients  con- 
stants tels  que 

aoD'«  +  fliD'~-i  +  ...+a„,. 

Nous  appellerons  déterminant  du  système  le  déterminant 

L     M  \ 

A  =     Li    Ml  Ni 

L2    M,  No 
et  nous  désignerons  ses  mineurs  par 

/     m     n 

/i       7«i      Hi 

/g    mj    n^ 

Ce  déterminant  A  joue  un  rôle  essentiel  dans  l'intégration  du  sys- 
tème (1).  Nous  supposerons,  dans  le  11°  actuel,  qu'il  n'est  pas  iden- 
tiquement nul. 


SYSTÈMES  D^ÉQUATIONS  LINÉAIRES  281 

Théorème.  —  Les  trois  inconnues  x,  y,  z  vérifient  la  même  équation 
linéaire  à  coefficients  constants  et  sans  second  membre  Am  -=  0. 

En  effet,  multiplions  respectivement  les  équations  (2)  par  /,  /,,  L  et 
ajoutons  ;  il  vient,  par  les  propriétés  des  mineurs,  ^x  =  0.  De  même, 
\y  =  ^z  =  0. 

Ce  théorème  conduit  à  la  méthode  la  plus  commode  pour  intégrer 
le  système.  C'est  la  méthode  des  coefficients  indéterminés. 

En  effet,  résolvons  Véquation  caractéristique  A  =  0;  soient  r,  s,... 
ses  racines,  >v  ijl,,..  leurs  ordres  de  multiplicité.  On  aura  nécessaire- 
ment 

/   x=^V&'t  +  Qe^^   +  .... 

(   ;«  =  P^g'-^  +  Q^e^^  4- -. 

les  polynômes  P  étant  de  degré  \  —  4 ,  Q  de  degré  \>.  —  1 , . . . 

On  substituera  donc  ces  valeurs  dans  les  équations  (3)  et  l'on  iden- 
tifiera les  résultats  à  zéro.  Il  en  résultera  un  certain  nombre  de  rela- 
tions linéaires  entre  les  coefficients  des  polynômes  P,  entre  ceux 
des  polynômes  Q,...  séparément,  car  il  ne  se  fait  pas  de  réductions 
entre  les  termes  contenant  des  exponentielles  différentes.  La  solution 
contiendra  autant  de  constantes  arbitraires  qu'il  restera  de  coefficients 
indéterminés.  Nous  démontrerons,  dans  le  n»  suivant,  que  ce  nombre 
est  égal  au  degré  de  A  que  Ton  appelle  V ordre  du  système. 

Cette  analyse  tombe  en  défaut  si  A  se  réduit  à  une  constante.  Si  cette 
constante  est  autre  que  0,  le  système  se  résout  sans  intégration  ;  les 
équations  Aa;=Aî/= A2  =  0,  se  réduisent  simplement  à  a;  =  y  =  2=^0. 
Ces  valeurs  satisfont  au  système  (3)  et  il  n'y  a  pas  d'autre  solution. 

Si  A  =  0,  la  méthode  ne  s'applique  plus  ;  il  faut  recourir  au  pro- 
cédé général  développé  dans  le  n°  suivant. 

Cas  d'un  système  normal.  —  C'est  cette  méthode  que  l'on  applique, 
en  pratique,  pour  l'intégration  d'un  système  normal.  Celui-ci  est  de  la 
forme 


/   (D  +  a)x  +  %     4-  cz  =0, 

a,x-]-{l)i-b,)y+  c^z  =0, 

[  «2^'+         Ky  +  {D  +  c,)z  =  o. 
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Son  intégration  dépend  donc  de  la  résolution  de  l'équation  caracté- 
ristique, qui  est  ici  du  3^  degré  : 


D-f  a  b  c 

«1      D  +  è,  Cl 

Oo  K      D  +  C2 


0; 


et  l'intégrale  générale  renfermera  trois  constantes,  conlormément 
aux  théorèmes  généraux. 

Exemple  :  Soit  à  intégrer  le  système  normal 

(D-f-l)^  — î/  =  0,         00  ^  (D  —  \)y  =  0. 

On  a  ici  Aw  =  D^  =  0,  On  doit  donc  substituer  les  valeurs, 

oo  =  C-i-C't.         y  =  c,  +  C[t, 

ce  qui    conduit   aux  relations   Cj  =  C  +  C  et  G^  =  G'  .  Les  intégrales 
sont,  avec  deux  constantes  C  et  C, 

x  =  G  +  C't,         j/  =  C  +  C'(l  +  0 
262.  Systèmes  à  coefficients  constants  complets  ou  avec  seconds  mem- 
bres. —  Reprenons  le  système  (3)  du  n^  précédent,  mais  en  mettant 
trois  fonctions  T,  Ti  et  T2  de  t  dans  les  seconds  membres.  Nous  obte- 
nons le  système  complet 

/   Lx  +  My  +  Nz-  ^  T, 

(4)  Lia;  4-  iM ,!/-[- N,;s=  T^, 

La  méthode  générale  d'intégration  du  système  (4),  applicable  d'ail- 
leurs au  système  (3),  est  la  méthode  de  réduction  à  l'intégration  d'une 
ou  de  plusieurs  équations  successives  à  deux  variables  (no  258).  Mais 
cette  méthode  présente,  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  des  caractères 
particuliers  qui  méritent  de  fixer  l'attention. 

Elle  consiste  à  appliquer  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  On  peut  ramener  le  système  (4)  à  un  autre  équivalent 
et  de  même  déterminant  A,  mais  dans  lequel  deux  des  coefficients  de  x 
sont  nuls. 

En  effet,  supposons  que  L  et  Li  diffèrent  de  0  et  que  L  soit  de 
degré  au  moins  égal  à  celui  de  Lj.  En  divisant  L  par  Li,  on  a 

L  =  ÀLi  +  R 
et,  si  R  «=  L  —  XLi  n'est  pas  nul,  il  sera  de  degré  moindre  que  L  et  Lj. 
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Ceci  posé,  multiplions  la  deuxième  équation  (4)  par  a  et  sous- 
Irayons-la  de  la  première.  Nous  formons  un  système  équivalent  à  (4) 
et  de  même  déterminant  A  : 

f  (L  —  IWjx  +  (M  —  iM.yy  +  (N  —  XN,):^  =  T  —  XT^, 
(5)  L,^  +  m,y   +  N,2  =Ti, 

(  h,x  +  m,y   +  N,2  =T2, 

dans  lequel  la  somme  des  degrés  des  coefficients  de  x  est  abaissée. 
Si  deux  des  coefficients  de  x  ne  sont  pas  nuls  dan.s  le  système  (5),  on 
abaissera  de  nouveau  la  somme  des  degrés  des  coefficients  de  x  par 
une  transformation  analogue.  Cet  abaissement  ne  pouvant  se  répéter 
indéfiniment,  on  ramènera  finalement  le  système  (4)  à  un  autre  équi- 
valent, de  même  déterminant  A,  et  dans  lequel  deux  des  coefïicients 
de  X  seront  nuls.  Désignons  ce  système  par 

/   Zx  -h  By  +Cz  ^  T, 

(  B,i/+C,;s  =  T„ 

les  lettres  8,  B,  C  représentant  des  polynômes  symboliques  en  D,  et 
les  seconds  membres  des  fonctions  connues  de  t. 

L'intégration  de  ce  nouveau  système  dépend  de  celle  du  système  à 
deux  inconnues  y  etz  formé  par  les  deux  dernières  équations.  Mais  il 
existe  évidemment,  pour  ce  système  de  deux  équations,  un  théorème 
analogue  à  celui  que  nous  venons  de  démontrer  pour  le  système  (4). 
On  peut  donc  le  ramener  à  un  système  équivalent  où  l'un  des  deux 
coefficients  de  y  sera  nul. 

En  définitive,  après  un  nombre  limité  d'opérations  (correspondant 
chacune  à  une  division),  le  système  (4)  sera  ramené  à  un  autre  équi- 
valent, de  même  déterminant  A,  mais  de  la  forme 


/   Ba;  +  B</  +  C2  =  T, 


(6)  h,y  +  C,z  =  T„  (A  =  82,83) 

(  8,2  =  T2. 

Celui-ci  est  préparé  pour  l'intégration. 

Cas  ou  A  n'est  pas  nul.  —  Aucun  des  facteurs  symboliques  8,  81  o,, 
n'étant  nul,  l'intégration  du  système  (6)  ne  dépend  plus  que  de  l'inté- 
gration d'équations  à  deux  variables  :  la  troisième  donne  z,  ensuite  la 
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deuxième  donne  y  et  enfin  la  première  donne  x.  Le  nombre  des 
constantes  d'intégration  est  égal  à  la  somme  des  ordres  des  équations 
intégrées,  donc  à  la  somme  des  degrés  de  §2,  Si  et  o,  c'est-à-dire  au 
degré  de  A.  C'est  la  conclusion  fondamentale  déjà  énoncée  au  n°  pré- 
cédent. 

En  pratique,  il  arrive  le  plus  souvent  que  3  et  Bj  se  réduisent  à  de 
simples  constantes.  L'intégration  du  système  (6)  revient  alors  à  l'inté- 
gration de  la  dernière  équation  seule. 

§22  =  Tij,  ou  \Z  =  2S1T2. 

Ensuite  œ  et  y  sont  donnés,  sans  intégration,  par  les  deux  équations 
précédentes. 

Dans  l'intégration  du  système  (4)  ou  du  système  (6),  on  utilise 
souvent  avec  l'avantage  le  théorème  suivant,  qui  se  démontre  comme 
dans  le  cas  d'une  seule  équation  (11°  211)  : 

Les  intégrales  générales  du  système  complet  s'obtiemmit  en  ajoutant 
respectivement  aux  intégrales  générales  X,  Y,  Z  du  système  sajis  seconds 
membres  des  solutions  particulières  ç,  r,,  ^  du  système  complet. 

On  en  conclut,  en  particulier,  ce  second  théorème  : 

L'intégration  d'un  système  avec  seconds  membres  dont  le  déterminant 
A  est  de  degré  n,  se  ramène  à  n  quadratures. 

En  effet,  les  solutions  générales  du  système  sans  seconds  membres 
s'obtiennent  sans  intégration  par  la  méthode  du  n°  précédent.  Il  faut 
y  ajouter  un  système  d'intégrales  particulières  du  système  complet, 
lequel  s'obtiendra  comme  il  suit  : 

Considérons  le  système  (6).  Soient  p,  q,  r  les  degrés  de  S,  81  et  8.^. 
On  obtient  une  intégrale  particulière  z  (3^  équation)  par  r  quadratures 
faites  sans  introduire  de  constante  arbitraire  (n»  212)  ;  on  obtient  une 
valeur  correspondante  de  y  (2«  équation)  par  q  quadratures  sans  intro- 
duire de  constante  ;  enfin  on  obtient  une  valeur  correspondante  de  x 
par  j;  quadratures.  Cela  fait  en  tout  p  +  ç  -f  r  =  n  quadratures. 

Si  l'on  connaît  d'avance  ou  si  l'on  trouve  facilement  une  solution 
particulière  du  système  complet,  on  sera  dispensé  de  faire  les  quadra- 
tures exigées  par  le  théorème  précédent. 

Cas  ou  A  est  nul.  —  Le  système  est  indéterminé  ou  incompatible. 
Ce  cas  a  peu  d'importance  pratique.  Contentons-nous  d'un  exemple. 
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Pour  que  A  soit  nul,  il  faut  qu'un  au  moins  des  facteurs  S,  81  ou  §2 
soit  nul  :  1°  Si  Sg  est  nul,  sans  que  to  le  soit,  le  système  (6)  est  impos- 
sible. 2°  Si  82  et  Tg  sont  nuls  tous  deux  (S  et  Si  ne  l'étant  pas),  la  va- 
leur de  z  reste  arbitraire  et  le  système  (6)  est  indéterminé. 

263.  Théorèmes  généraux  sur  les  systèmes  linéaires  normaux.  —  Nous 
considérons  d'abord  un  système  de  n  équations  sans  seconds  membres 
entre  n  fonctions  inconnues  a;,  »/,...  u  de  la  variable  t,  delà  forme 

;    oc'  +  ax  +  by  +  ..-  =  0, 
(7)  y'  -Va,x  +  b,y+-=0, 

les  lettres  «,  b,...  a^,...  désignant  des  fonctions  données  de  t. 

Théorème  I.  —  *S'/ (o^i,  </,,...),  (aîj,  î/,, ...),...  sont  des  systèmes  de 
solutions  particulières  du  système,  les  expressions 

x^C,x,-\-G^x^  +  ....  2/  =  C,î/i +C2Î/2+-,       •••• 

où  Cl,  Cj,  sont  des  constantes  arbitraires  seront  de  nouvelles  intégrales 
du  système. 

Substituons  ces  valeurs  dans  la  première  équation  par  exemple,  il 
vient  effectivement 

C^[x[  4-  ax^  +  by,  +  ...)  +  C^{xl  +  ax^  +  by^ . ..)  +  ...  ■=  0. 

DÉFINITION.  —  On  dit  que  p{p^n)  solutions  {cc^,  y^,...v^),... 
{^p  >  Vp  >•••  ^p)  du  système  (7)  sont  indépendantes,  si  l'un  au  moins  des 
déterminants  d'ordre  p  formés  avec  p  lignes  du  tableau 

ViVi   -   yp 


e/j    Uo        ...       up 

est  différent  de  0. 

Par  analogie,  une  seule  solution  (a?,,  «/]....)  est  indépendante  si  l'une 
au  moins  des  fonctions  x^,  î/i,...  n'est  pas  nulle. 

Théorème  II.  —  Le  système  (7)  admet  n  solutions  indépendantes,  et  si 
(^1)  ?/ Il •.•)»...  (^n  ,  Vn,--']  sont  n  solutions  indéj)endantes ,  V intégrale 
générale  sera,  avec  n  constantes  arbitraires  C, 

(8)      X=C,X,-\ \-CnXn.  2/=C,î/i-J hCn^n,... 

Prouvons  d'abord  l'existence  de  n  solutions  indépendantes. 

Si,  par  impossible,  on  ne  pouvait  trouver  quep  <  n  solutions  indé- 
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pendantes  (i'i.  ?/,,..,),...  {Xp  ,  yp,...),  toute  intégrale  x,  y,..,  du  système 
devrait  annuler  les  déterminants  d'ordre  p  ~\-  1,  tels  que 


X  X. 


yp 


Les  relations  ainsi  obtenues  ne  seraient  pas  toutes  identiquement 
satisfaites,  car,  parmi  les  mineurs  relatifs  aux  éléments  a;,  y,...  il  y  a 
au  moins  un  déterminant  d'ordre  p  qui  n'est  pas  nul  par  hypothèse. 
Donc  les  intégrales  générales  x,  y,...  seraient  liées  par  une  relation  au 
moins  et  leurs  valeurs  initiales  ne  seraient  pas  arbitraires,  ce  qui  est 
inexact. 

Donc  il  existe  n  solutions  indépendantes,  avec  lesquelles  on  peut 
former  les  expressions  (8).  Ces  expressions  sont  des  intégrales  par  le 
théorème  I.  De  plus,  ce  sont  les  intégrales  générales,  car  les  équations 
(8)  forment  un  système  résoluble  par  rapport  aux  lettres  C  (le  détermi- 
nant du  système  n'étant  pas  nul).  On  peut  donc  disposer  des  constantes 
de  manière  à  attribuera  x,  y,...  des  valeurs  initiales  arbitraires  (puis- 
que les  valeurs  correspondantes  des  C  s'obt/ennent  par  la  résolution  du 
système). 

Théorème  III.  —  Les  intégrales  générales  d'un  système  avec  seconds 
membres  s'obtiennent  en  ajoutant  respectivement  aux  intégrales  géné- 
rales X,  Y,...  du  système  sans  seconds  membres  des  intégrales  particu- 
lières ^,  Yj,...  du  système  complet. 

Même  démonstration  que  pour  une  équation  (n"  211). 

Théorème  IV.  —  Uintégration  d'un  système  normal  de  n  équations 
avec  seconds  membres  se  ramène  à  celle  du  système  sans  seconds  mem- 
bres et  à  n  quadratures. 

Considérons  le  système  complet 

'    x'  -\-ax  -\-by  +  ...^'Y, 
(9)  1     y'  J^a,x^b,y-^r:.  =  i:,, 


et  supposons  connues  les  intégrales  générales  du  système  (7)  : 
^'    x  =  C^X]^  -\-  G^Xz  +  ••• 
(10)                         y  =  C,y,^C,y,Jr-' 
^    •     •     » 

On  peut  aussi  considérer,  dans  ces  équations  (10),  x,  y....  comme  les 
intégrales  du  système  (9),  à  condition  de  regarder  C,,  Cj,...  comme  des 
fonctions  de  ^  définies  par  ces  équations.  Mais  alors  Cj,  Cg,-..  doivent 
vérifier  un  autre  système  d'équations  qu'on  obtient  en  portant  les 
valeurs  (10)  dans  (9).  Substituons  ces  valeurs,  en  observant  :  1°  que  les  G 
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ont  maintenant  par  rapport  à  t  des  dérivées  (que  nous  désignerons  avec 
des  accents)  et  2°  que  x^^  î/i,.*-  sont  des  solutions  des  équations  sans 
seconds  membres.  11  vient 

(    a^iC;  +  a^jC^  +  ...  =  T, 


C'est  un  système  de  n  équations,  résoluble  par  rapport  aux  n  déri- 
vées C.  On  en  tire  donc  les  n  inconnues  C  par  n  quadratures. 

Théorème  V.  —  Si  Von  connaît  p  solutions  particulières  d'un  système 
linéaire  normal  sans  seconds  membres  à  n  inconnues  {n  >  p),  l'intégra- 
tion du  système  avec  ou  sans  seconds  membres  se  ramène  à  celle  d^un 
système  linéaii^e  normal  an  — p  incomiues  et  à  des  quadratui^es . 

Pour  fixer  les  idées,  considérons  un  système  de  quatre  équations 

/  x'  +  ax  -[-  by  -\-  cz  -\-  du  =  T, 
)  y' -{-a,x  +  b,y  +  c^z  +  d,u  =  T^, 
)    z'  +  a^x  +  b.,y  +  c^z  +  d^u=  T^ , 

et  supposons  qu'on  connaisse  deux  solutions  indépendantes  [x^,...  it^)  et 
(x^,...  u^)  ^^  système  sans  seconds  membres. 

Pour  intégrer  le  système  (11),  désignons  par  Cj,  Cj,  '^,  u  de  nouvelles 
inconnues  et  faisons  la  substitution 

x=  Cj^i  +  C^x^, 
î/  =  Ci2/,  H-  C2Î/2, 

z^C,z,  +  C,z,-i-l^, 

W=CiMi  +  C2W2   +  '^. 

Le  système  (11)  se  transformera  dans  le  suivant,  où  les  accents 
désignent  toujours  des  dérivées  par  rapport  à  t  : 

/  x,C[-\-x,C[  +  c^-\-d^  =  T, 

j    z,c[  +  z,cl  +  J;'  +  c,^  +  d.u^T,. 

Comme  le  déterminant  x^y^  —  X2yi  diffère  de  0  par  hypothèse,  on 
peut  résoudre  les  deux  premières  équations  par  rapport  Ci  et  à  C2  et 
porter  les  valeurs  trouvées  dans  les  deux  équations  suivantes.  Le  système 
est  ramené  à  la  forme  normale 

ci  =  AC  +  Bu  +  T,  C  ==  A,C  +  B^u  +  T2, 

c;  =  A,!;  +  B,u  +  T,,  u'  =  A3C  +  B3U  4-  T3. 
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Donc  Ç  et  u  se  déterminent  par  l'intégration  d'un  système  normal  à 
deux  variables  ;  après  quoi,  C^  et  C„  se  tirent  des  deux  premières  équa- 
tions par  quadratures. 

264.  Systèmes  adjoints.  —  Considérons  les  deux  systèmes  normaux 
à  n  inconnues  : 


x'  +  ax   +  62/  +  ...  =  0  .  —  X'  +  aX+  a,Y  +  ...  -  0 


(12)    j    y' Jr  chcc  +  b,y  +  ...  =  0    {IZ)  :  —  Y' 4-bX  +  bJ -^  ...  =  0 


Ces  deux  systèmes  sont  daas  une  relation  réciproque  et  chacun  d'eux 
s'appelle  Vadjoint  de  l'autre. 

Pour  mettre  la  liaison  des  deux  systèmes  en  évidence,  ajoutons  les 
équations  (12)  et  (13)  respectivement  multipliées  par  X,  Y, . . . ,  —  x,  — y , . . . 
Il  vient,  en  supprimant  les  termes  qui  se  détruisent, 

Xx'  -  Y?/'  +  ...  +  xX'  +  î/Y'  +  ••■  =  -^  (Xj;  +  Xy  +  -.)  =  0 

d'où 

xX  ~\-  yX  -j —  ==  const. 

Théorème.  —  L'intégration  complète  d'un  des  systèmes  entraine  celle 
de  Vautre. 

En  effets  si  l'on  connaît  n  solutions  indépendantes  du  système  (12), 
à  savoir  [x^^y^  ••.)  .-•  [xn,  yn--).  On  a  n  équations  : 

(14)  Xi\  +  y^i  +  ...  =  C,         [i  -1,2...  n) 


Si  l'on  connaissait  seulement  2'j  solutions  indépendantes  du  premier 
système,  on  aurait  p  relations  de  la  forme  (14)  ;  elles  permettraient 
d'éliminer  p  des  inconnues  du  système  adjoint  et  de  ramener,  par  consé- 
quent, l'intégration  de  celui-ci,  donc  aussi  l'intégration  du  premier  sys- 
tème, à  celle  d'un  système  d'ordre  n  —  p,  mais  avec  seconds  membres. 

C'est  une  nouvelle  démonstration  du  théorème  V  du  n^  précédent. 

265.  Remarque.  —  La  plupart  des  théorèmes  énoncés  dans  les  trois 
premiers  paragraphes  du  chapitre  actuel  et  relatifs  à  une  seule  équation 
linéaire  d'ordre  w,  peuvent  se  déduire  de  ceux  des  n°^  263  et  264  en 
ramenant  l'équation  d'ordre  n  à  un  système  d'équations  du  premier 
ordre.  Il  en  résulte  de  nouvelles  démonstrations  de  ces  théorèmes  que 
nous  proposons  comme  un  excellent  exercice  à  faire. 


CHAPITRE  VIL 

Equations  linéaires  aux  dérivées  partielles 
et  auK  différentielles  totales. 


§  1.  Formation  d'équations  aux  dérivées  partielles. 

266.  Définition.  —  On  appelle  équation  aux  dérivées  partielles 
toute  relation  entre  une  ou  plusieurs  fonctions  de  plusieurs  variables 
indépendantes,  leurs  dérivées  partielles  du  premier  ordre  ou  d'un 
ordre  plus  élevé  et  enfin  les  variables  elles-mêmes.  Lorsque  les  déri- 
vées qui  figurent  dans  l'équation  sont  toutes  du  premier  ordre,  l'équa- 
tion est  dite  du  premier  ordre.  Pour  nous  faire  une  idée  de  l'origine  de 
ces  équations  et,  par  suite,  de  la  nature  des  fonctions  qu'elles 
peuvent  définir,  nous  allons  d'abord  rechercher  les  équations  aux 
dérivées  partielles  de  certaines  surfaces. 

267.  Equation  des  surfaces  cylindriques.  —  Une  surface  cylindrique 
est  engendrée  par  une  droite  indéfinie  MN,  appelée  génératrice,  qui 
se  meut  parallèlement  à  une  droite  donnée,  en  s'appiiyant  constam- 
ment sur  une  ligne  donnée  AB,  appelée  directrice. 

Soient 

(1)  X  =  az  +  a,         y  =^bx  ■{-  fi 

les  équations  de  la  génératrice  MN  ;  a  ei  b  sont  des  coefïîcients  con- 
stants qui  expriment  que  MN  est  toujours  parallèle  à  la  direction 
donnée  ;  a  et  (3,  des  paramètres  variables  avec  la  position  de  la  géné- 
ratrice, mais  liés  par  une  relation  qui  exprime  que  MN  rencontre  AB. 
En  effet,  soient 

(2)  F(x,  y,  z)  -  0,        ¥,{x,  y,  l)  -  0, 

les  équations  de  la  directrice  AB  ;  on  exprimera  que  AB  et  MN  se 
rencontrent  en  éliminant  x,  y,  z  entre  (2)  et  (1),  ce  qui  donnera  une 
relation 

(3)  '^(a,  P)=.0,         d'où         i3  =  <D(a). 

ly 
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Pour  obtenir  l'équation  du  lieu  de  MN,  il  faut  éliminer  les  paramè- 
tres a  et  [3  entre  (1)  et  (3),  ce  qui  donne 

(4)  tj  —  bz  =  ^(x  —  az). 

Cette  équation,  dans  laquelle  <1>  désigne  une  fonction  arbitraire, 
convient  donc  à  toutes  les  surfaces  cylindriques  dont  les  génératrices 
sont  parallèles  à  une  même  droite  donnée,  quelle  que  soit  la  direc- 
trice. C'est  l'équation  en  quantités  finies  des  surfaces  cylindriques. 

Nous  allons  montrer  que  Téquation  (4)  est  équivalente  à  une  équa- 
tion aux  dérivées  partielles  qui  ne  renferme  plus  rien  d'arbitraire. 
Pour  cela,  dérivons  (4)  par  rapport  à  x,  puis  par  rapport  à  y,  en  con- 
sidérant z  comme  une  fonction  des  deux  variables  indépendantes  x 

1  '  •    '  .•  11      ^--  .  ^^• 

et  y,  ayant  pour  dérivées  partielles  -^ —  = })  et  — —  =  q  ;  on  aura 

—  bi)  =  <P'(a;  —  az)  (1  —  ap),         1  —  bq  =  ^'[x  —  az)  (—  aq), 
et,  en  éliminant  <!>', 

(5)  ap-\-bq-=^l. 

Cette  équation,  qui  ne  dépend  plus  de  la  fonction  arbitraire  *  et 
qui  a  au  moins  la  même  généralité  que  l'équation  (4),  est  l'équation 
aux  dérivées  partielles  des  surfaces  cylindriques  dont  les  généra- 
trices ont  une  direction  donnée.  Elle  exprime  une  propriété  géomé- 
trique de  ces  surfaces,  savoir  que  la  normale  au  point  {x,y,z)  est 
perpendiculaire  à  la  génératrice  qui  passe  par  ce  point.  En  effet,  les 
cosinus  directeurs  de  ces  deux  droites  sont  respectivement  propor- 
tionnels à  p,  q,  —  i  ei  a,  b,  i. 

L'équation  (5}  est  une  équation  aux  dérivées  partielles  linéaire  du 
premier  ordre.  Nous  exposerons  dans  un  procbain  paragraphe  la 
méthode  d'intégration  de  ces  équations  et  nous  prouverons  alors  que, 
réciproquement,  toute  surface  dont  l'ordonnée  vérifie  l'équation  (5) 
est  une  surface  cylindrique. 

268.  Equations  des  surfaces  coniques.  —  Une  surface  conique  est 
engendrée  par  une  droite  indéfinie  MN,  appelée  génératrice,  qui  passe 
par  un  point  fixe  [a,  b,  c)  appelé  sommet,  et  qui  s'appuie  constamment 
sur  une  courbe  donnée  AB,  appelée  directrice. 

Soient 

(1)  X  —  azz:za.[z  —  c),         y — b  =  ^{z  —  c) 

les  équations  d'une  génératrice,  a  et  p  étant  des  paramètres  variables 
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avec  la  position  de  cette  droite.  On  exprime  que  la  génératrice  ren- 
contre la  directrice  en  éliminant  x,  y,  z  entre  les  équations  de  la 
génératrice  et  celles  de  la  directrice,  ce  qui  donne  une  relation 

(2)  ?(a,  fij^O,        d'où        P-=.<^(a). 

On  trouve  l'équation  du  lieu  en  éliminant  a,  [3  entre  (1)  et  (2),  ce 
qui  donne 


(2)  l^l„<p(Ê^Z±) 

^  '  z  —  c  yz  —  cJ 


Cette  équation,  dans  laquelle  ^  reste  arbitraire,  convient  à  toutes 
les  surfaces  coniques  ayant  pour  sommet  le  point  (a,  b.  c).  Pour 
trouver  l'équation  aux  dérivées  partielles  de  ces  surfaces,  dérivons 
successivement  (3)  par  rapport  à  a-  et  à  y,  en  regardant  z  comme  une 
fonction  de  ces  deux  variables  ;  il  viendra 

—  {y-b)p  _  ^,fx  —  a)  \  z  —  c-p{x  —  a)   ^ 

{z  —  cy  \  z  —  c  J  (z  —  zf 

z  —  c  —  q{y  —  b)_      fx  —  a  \  —(x  —  a)q 

[z—c]'  \z  —  c'      [z  —  cy 

et,  en  éliminant*', 

(4)  (X  —  a)p+  {y  —  b)  q  =  {z  —  c). 

Cette  équation,  qui  ne  renferme  plus  rien  d'arbitraire,  a  la  même 
généralité  au  moins  que  l'équation  (3).  C'est  l'équation  aux  dérivées 
partielles  des  surfaces  coniques.  Elle  exprime  une  propriété  géomé- 
trique de  ces  surfaces,  à  savoir  que  la  normale  au  point  {x,  y,  z)  est 
perpendiculaire  à  la  génératrice  qui  passe  par  ce  point  et  dont  les 
cosinus  directeurs  sont  proportionnels  à  (x  —  a),  [y  —  b)  et  (z  —  c). 
Nous  prouverons  plus  loin  que,  réciproquement,  toute  surface  dont 
l'ordonnée  vérifie  l'équation  (4)  est  une  surface  conique. 

269.  Equations  des  surfaces  conoïdes.  —  Une  surface  conoïde  est 
engendrée  par  une  génératrice  rectiligne  qui  se  meut  parallèlement  à 
un  plan  directeur  donné,  en  rencontrant  constamment  une  droite  fixe 
et  une  courbe  fixe,  appelées  directrices  de  la  surface. 

Prenons  un  plan  parallèle  au  plan  directeur  pour  plan  des  xy  et  la 
directrice  rectiligne  pour  axe  des  z.  Dans  ce  cas,  les  équations  d'une 
génératrice  sont  de  la  forme 

(1)  z  =  y.,         y  =  ^x, 

où  a  et  (3  sont  des  i)arainètres  variables  avec  la  génératritie.  Les 
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équations  (1)  sont  celles  d'une  droite  rencontrant  l'axe  des  z,  mais  il 
reste  à  exprimer  qu'elle  rencontre  aussi  la  directrice  curviligne.  Pour 
cela,  on  élimine  x,  y,  z  entre  les  équations  (1)  et  celles  de  la  directrice 
curviligne,  ce  qui  donne  une  relation 

(2)  cp(a,  ,3)=0,        d'où        a-a)(|3). 

L'équation  du  lieu  s'obtient  en  éliminant  a  et  |3  entre  (1)  et  (2),  ce 
qui  donne 


(3)  .~*(i) 


Cette  équation,  où  <I>  est  arbitraire,  est  celle  de  toutes  les  surfaces 
conoïdes  ayant  même  plan  directeur  et  même  directrice  rectiligne. 
Pour  trouver  l'équation  aux  dérivées  partielles  correspondante,  on 
différentie  successivement  (3)  par  rapport  h  x  et  h  y,  ce  qui  donne 

d'où 

(4)  px  -{-qy^^  0. 

Cette  équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  a  donc  la 
même  généralité  au  moins  que  l'équation  (3).  Nous  démontrerons  plus 
loin  qu'elle  lui  est  équivalente.  C'est  l'équation  aux  dérivées  partielles 
des  surfaces  conoïdes. 

270.  Equation  des  surfaces  de  révolution.  —  Celles-ci  sont  engen- 
drées en  faisant  tourner  une  courbe  AB,  appelée  génératrice,  autour 
d'une  droite  fixe  OR. 

Prenons  l'origine  0  sur  Vaxe  de  révolution  OR.  Chaque  point  M  de 
la  génératrice  AB  décrit  une  circonférence  dont  le  centre  est  sur  OR 
et  dont  le  plan  est  normal  à  cet  axe  :  on  peut  considérer  la  surface 
comme  le  lieu  de  ces  circonférences. 

Soient 

(1)  -=!-- 

'  abc 

les  équations  de  l'axe  OR  ;  un  plan  normal  à  cet  axe  aura  pour  équa- 
tion 

ax  -\-  hy  -\-  cz  =  a. 

Les  équations  du  cercle  variable  seront  donc 

(2)  ax  -\-  by  ~\-  cz  ^  a,        x'~  +  if  +  ^'  =  3, 
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car  on  peut  le  considérer  comme  l'intersection  du  plan  normal  à  OR 
avec  une  sphère  de  centre  0.  Pour  exprimer  que  ce  cercle  rencontre 
AB,  il  faut  éliminer  .v,  y,  z  entre  les  équations  (2)  et  celles  de  AB,  ce 
qui  conduit  à  une  relation 

(3)  -f  (a,  ^)  =  0,         d'où         a  =  a>  ([3). 

On  obtient  l'équation  de  la  surface  de  révolution  en  éliminant  a  et  [i 
entre  (2)  et  (3),  ce  qui  donne 

(4)  ax  H-  hy  +  cz  =.  a>  [x'  +  y-  4-2-). 

C'est  l'équation  générale,  en  quantités  tinies,  des  surfaces  de  révo- 

X         V  z 

lution  autour  de  la  droite  —  =  ^=^ — ;  la  fonction  *  reste  arbi- 
a        0        c 

traire  avec  le  choix  de  la  directrice. 

Pour  obtenir  l'équation  aux  dérivées  partielles  de  ces  surfaces,  on 
dérive  successivement  par  rapport  à  x  et  à  y,  en  considérant  z  comme 
une  fonction.  On  trouve 

a  +  cp  =  ^ï>'  (:i'^  +  r  +  2.^  (2^-  4-  2^-/0i 
b^cq  =  <!>'  {x-  +  f  -h  z')  (2//  +  'izq), 
et,  en  éliminant  *!>', 

(5)  [cy  —  bz)i)  +  {az  —  ex)  q  =  bx  —  ay. 

C'est  l'équation  aux  dérivées  partielles  cherchée,  et  la  fonction 
arbitraire  a  disparu. 

271.  Remarque.  —  Si  l'on  intègre  les  équations  aux  dérivées  par- 
tielles des  surfaces  précédentes,  cette  intégration  devra  donc  réin- 
troduire la  fonction  arbitraire  que  nous  avons  éliminée.  On  peut 
prévoir,  d'après  cela,  que  l'intégration  des  équations  aux  dérivées 
partielles  aura  pour  effet  d'introduire  des  fonctions  arbitraires.  Les 
théories  que  nous  allons  exposer  vont  confirmer  cette  prévision. 

§  2.  Propriétés  des  déterminants  fonctionnels. 

272.  DéfiDition.  —  Soient  «i,  Ui,  ...  Un  des  fonctions  du  même 
nombre  n  de  variables  indépendantes  x^,  Xo,  ...  Xn,  admettant  des 
dérivées  partielles  premières  continues.  On  donne,  comme  on  le  sait 
(n"  15),  le  nom  de  déterminant  fonctionnel  ou  dejacobien  au  détermi- 
nant 


(l{Ui,  U2,   ...  Un) 
^    d{Xi,  X^,   ...  Xn) 


dXi        ÔXç,  dXn 

dUn       dUn       ^^^  dUn 

dxi       dx.  dXn 
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273.  Théorème  I.  —  Si  l'une  des  fonctions  u  ci-dessus  est  constante, 
ou  s'il  existe  une  relation  identique,  ne  contenant  pas  les  variables  x, 
entre  deux  ou  plusieurs  de  ces  fonctions,  le  déterminant  fonctionnel  J  est 
idenliquenwil  nul. 

i"  Si  l'une  des  fonctions  u  est  constante,  tous  les  éléments  de  la 
ligne  correspondante  dans  J  seront  nuls,  doncJ  ^0. 

2"  S'il  existe  une  relation  entre  plusieurs  fonctions  u,  par  exemple 
si  M,  est  fonction  de  ««,  m,,  ....  on  a 


du, 

du, 

du. 

+ 

du, 

du^ 

4-... 

dx, 

du.2 

dx, 

du^ 

dx, 

du, 

du, 

du. 

+ 

du. 

du. 

àx.^ 

~   du. 

dx. 

0U3 

dx. 

+  - 

Donc  les  éléments  de  la  première  ligne  de  J  s'obtiennent  en  faisant 
la  somme  des  éléments  correspondants  de  la  seconde  ligne  multipliés 

par  ~-,  de  la  troisième  multipliés  par— p!^,  ...  et  le  déterminant  est 

identiquement  nul. 

274.  Théorème  II.  —  Considérons  m  fonctions  u,,  îfj,  —  ii,n  de  n 
[n  >  m)  variables  indépendantes  x,,  X2,  •••  Xn  .  Si  le  déterminant  d'ordi^e 

V  iP  <  '") 

di^u^n^ 
d{Xi,  X,,  •••  Xp) 

est  différent  de  0,  tandis  que  tous  les  déterminants  d'ordre p  -\-\  sui- 
vants, obtenus  en  prenant  une  fonction  u  et  une  variable  x  déplus  : 

^'^        d[x„x,,.-xp,xi)      j    /  =  p  _|_i^p  +  2^...„ 

sojit  identiquetnent  nuls,  les  fonctions  u,,  u,,  •••  Up  sont  indépendantes 
et  les  fonctions  restantes  Upj-i,  Up+i,  •••  peuvent  s'exprimer  au  moyen 
des  premières. 

L'indépendance  des  fonctions  Mj,  u^,  ■••  iip  se  vérifie  immédiatement, 
car,  s'il  existait  une  relation  entre  elles,  elle  subsisterait  quand  on  ne 
fait  varier  que  Xi,  x,,  •■■  Xp ,  et  J^  serait  nul  en  vertu  du  théorème  pré- 
cédent. Mais  la  seconde  partie  du  théorème  exige  quelques  prélimi- 
naires. 

Observons  d'abord  que  les  déterminants  h,i,  qui  sont  nuls  par 
hypothèse  quand   l  =  p  -f  i,  j)  +  2,  •••  n,  sont  nuls  aussi  pour  les 
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autres  valeurs  plus  petites  de  l'indice  /,  car  ils  ont  alors  deux  lignes 
égales. 

Développons  hd  suivant  les  éléments  de  la  dernière  colonne,  il 
vient,  pour  l  =  i,  2,  •••  n, 

et  il  est  essentiel  d'observer  que  les  mineurs  Am.  ,  ^k ,  ••■  Pa  dépendent 
de  l'indice  k  seulement  et  non  de  /. 

Ceci  posé,  considérons  les  p  +  1  équations  qui  déterminent  dui, 
du.^,  •••  dup  et  une  différentielle  totale  de  plus  rf%+ft  : 

I         ^    ^^''i  j  1         ^    àUp  j        j  "    Oup-^-k  , 

dM,  =  2  -^dxu    ••'   dup=l>  -~-dxi,    aMn4-/i=.l<  — ^^^^^-^dxi  ; 
?=i  dxi  ^    z=i  axi  i=i     oxi 

ajoutons-les,  après  les  avoir  multipliées  respectivement  par  les  mineurs 
Aft ,  —  Pft  et  Ji.  Il  viendra  identiquement,  1^,1  étant  nul, 

n 

Xk  dUi  +  Bk  du.,  +  ...  +  P/i  du  p  +  i^  diip  f  s  =  S  h,i  dxi  =.  0. 

Cette  identité  conduit  aisément  à  la  démonstration  du  théorème. 

Associons  aux  fonctions  indépendantes  u^,  •••  Up  de  nouvelles  fonc- 
tions Vp+i,  Vp+z,  •■•  Vn,  de  manière  à  former  un  système  de  71  fonctions 
indépendantes,  et  prenons  celles-ci  comme  variables  indépendantes 
au  lieu  des  x.  On  tire  de  la  relation  précédente,  Jj  n'étant  pas  nul, 

,                  AftrfUj  +  BftdMg  +  -  +  ^hdup 
(iUpJ^h  = j 

et  cette  relation  entre  difîérenlielles  premières,  étant  indépendante 
du  choix  des  variables  {t.  \^\  n°  lo7),  subsiste  pour  les  variables 
indépendantes  m^,  •••  tip ,  %+i,  —  Vn .  Donc,  si  on  la  compare  à  l'ex- 
pression générale  de  rf%+ft,  qui  est 


È^±^  rfu,  +  -  +  ^+-^  dUp  +  ^^  dvp,,  +  ...  +  ^t^ 


on  en  tire  les  identités 

dup^h  ^  dup^h ^Q 

dvp^i  ~     dvp+z      '" 

Donc  Up^h  ne  dépend  que  de  w^,  11.^,  •■•  iip .  On  voit  pareillement  que, 
si  un  ou  plusieurs  des  coefficients  A^,  B^j,  ...étaient  nuls,  îip+n  ne 
dépendrait  même  plus  que  d'une  partie  de  ces  fonctions. 
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275.  Remarques,  —  I.  Dans  la  démonstration  pi'ôcédente,  on  peut 
prendre,  en  particulier,  Xp^i,  Xp^2,  •••  ^n  comme  variables  v,  car,  le 
déterminant 

d{Uy,  1/,,  —  Up  ,  Xp+i,  -.  Xn  )    _  rf(^i,  —Up) 

d[x^,  ajj,  —  Xp  ,  Xp^i,  •••  x„)        d(xi,  ...  Xp) 

n'étant  pas  nul,  les  variables  u^,  ...  Up  ,  %i+i,  •••  X)i  sont  indépendantes. 

II,  Sous  les  conditions  du  théorème  précédent,  ^  +  1  quelconques 
des  fonctions  Wi,  •••  u„j  n'étant  pas  indépendantes,  leur  déterminant  fonc- 
tionnel par  rapport  k  p  -{-  \  quelconques  des  variables  x  est  identique- 
ment nul.  Il  est  à  remarquer  que  les  déterminants  J^,;,  énumérés  dans 
l'énoncé  du  théorème  11,  ne  sont  qu'une  partie  des  déterminants  qu'où 
peut  ainsi  former.  Donc  l'évanouissement  de  ceux-ci  entraîne  celui  des 
autres. 

276.  Théorème  III.  —  Soient  m  fondions  Mj,  î/o,  •••  Um  d'un  nombre 
égal  ou  supérieur  n  de  variables  indépendantes  x^^  Xo,  —  Xn  .  La  condi- 
tion nécessaire  et  suffisante  pour  que  ces  fonctions  soient  indépendantes 
entre  elles,  c'est-à-dire  pour  qu'aucune  ne  soit  constante  et  qu'elles  ne 
satisfassent  pas  à  une  relation  indépendante  des  variables  x,  est  que  l'un 
au  moins  des  déterminants  fonctionnels  qu'on  peut  former  avec  m 
colonnes  du  tableau  : 


Oui    dui 

du, 

dxi    dxz 

dXn 

du  m    dUni 

dUm 

âXi     dXo 

àXn 

ne  soit  pas  identiquement  nul.  En  païUiculier,  si  les  u  et  les  x  sont  en 
même  nombre  n,  cette  condition  sera  que  le  déterminant  fonctionnel  J 
des  n  fonctions  u  par  rapport  aux  n  variables  x,  ne  soit  pas  identique- 
ment nul. 

La  condition  est  suffisante,  c'est-â-dire  que,  si  l'un  de  ces  détermi- 
nants, par  exemple 

d{u^,  U.2,  —  Um) 

est  différent  de  0,  il  n'existe  aucune  relation  entre  les  u.  En  effet, 
s'il  existait  une  relstion  entre  les  u,  ce  déterminant  serait  nul  (n°  273). 
La  condition  est  nécessaire,  c'est-à-dire  que,  si  ces  déterminants  sont 
nuls,  il  existe  une  relation  entre  les  u. 
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En  effet,  1°  si  toutes  les  dérivées  partielles  des  u  sont  nulles,  les  u 
sont  constants.  2"  Dans  le  cas  contraire,  soit;)  (1  ^p  <  m)  l'ordre 
maximum  des  déterminants  différents  de  0  qu'on  peut  former  par  la 
combinaison  de  lignes  et  de  colonnes  du  tableau  ;  soit,  par  exemple, 

d(Ui,  M.^,  •■•  Up) 

un  déterminant  non  nul  d'ordre  maximum,  alors  m^j  |-i,  •••  m»  sont 
fonctions  de  u^,  «.,,  •••  Up  par  le  théorème  II  (no  274). 

§  3.  Equations  linéaires  et  homogènes 
aux  dérivées  partielles. 

277.  Remarque  préliminaire.  —  Dans  l'élude  des  équations  aux 
dérivées  partielles,  on  a  surtout  en  vue  de  ramener  leur  intégration 
à  celle  d'un  système  d'équations  différentielles  ordinaires.  Le  problème 
ainsi  posé  est  complètement  résolu  pour  les  équations  du  1*'"  ordre, 
mais  nous  nous  occuperons  seulement  ici  des  équations  linéaires. 

278.  Théorie  des  équations  linéaires  et  homogènes.  —  Considérons 
d'abord  l'équation  linéaire  et  homogène 

dx^    '    ^^^  dx,    '    ■"   '   ""  dxn~ 
Si  l'on  définit  le  symbole  X  par  la  formule 

'  dx^         "^   dx^  dXn 

l'équation  (1)  se  met  sous  la  forme  abrégée,  souvent  commode, 

X(^)  =  0. 

On  suppose  que  X,,  Xj,  -  X„  sont  des  fonctions  données  et  z  une 
fonction  inconnue  des  n  variables  indépendantes  x^,  x^,  •••  Xn  ,  que  la 
fonction  inconnue  z  n'entre  pas  dans  les  coefficients  X  et  qu'un  au 
moins  de  ces  coefficients  n'est  pas  identiquement  nul.  Nous  admet- 
trons que  c'est  Xj. 

Posons  le  système  ^'équations  différentielles  ordinaires 

{9.\  È^  —  _^  _         -  -  ^'i 

\^l  Y  V  '"*  V 

A.|  Ag  A)j 

et  considérons  un  domaine  dans  lequel  les  rapports  X.j  :  Xi,  Xg  :  Xj,  ... 
et  leurs  dérivées  partielles  premières  restent  continues.  Prenons  Xy 
comme  variable  indépendante  ;  les  équations  (2)  admettent  un  sys- 


(1)  X,4:;-  +  X,-^  +  ...-rXn 
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tème  de  solutions  dépendant  de  n  —  1  constantes  arbitraires  distinctes 
ai,  ag  •••  a„_i  et  de  la  forme  (n°  ,  178  2°) 

0^2  =  ^2(3^1,  a,, a^. -an),     ^3  ^  f  ai-^^i»  ^'n -).     -     ^n -=  ^n  (^1,  «1,  •••)• 

Résolvons  ce  système  d'équations  par  rapport  aux  constantes  arbi- 
traires :  il  viendra 


(3)  Mi=a, 


1.2=  ci^,      ••'      Un~i=a.n-i, 


en  désignantpar  Mi,M2.---Mn-i  des  fonctions  connues  de  a-'i.iCî,  ••■Xn. 

Nous  allons  établir  que  de  la  connaissance  de  ces  fonctions  on  peut 
immédiatement  déduire  toutes  les  intégrales  de  l'équation  (1)  et  que 
Tintégration  du  système  ^2)  ou  de  l'équation  (1)  sont  deux  problèmes 
complètement  équivalents. 

Nous  commencerons  par  donner  une  définition  qui  facilite  le  lan- 
gage: 

Définition.  —  En  vertu  des  formules  (3),  chacune  des  fonctions  Mj, 
Mj,...  Un-i  demeure  constante  quand  Xi,  x-i,...  Xn  varient  de  manière 
à  vérifier  les  équations  (2L  Une  fonction  qui  ne  se  réduit  pas  identi- 
quement à  une  constante  et  qui  possède  ces  propriétés  s'appelle  une 
intégrale  des  équations  (2).  Deux  intégrales  sont  distinctes  quand  il 
n'existe  pas  de  relation  entre  elles.  Donc,  quand  on  a  intégré  les 
équations  (2),  on  connaît  n  —  1  intégrales  distinctes  Wi,  U2,...  de  ces 
équations,  car,  comme  on  peut  les  égaler  respectivement  à  autant  de 
constantes  arbitraires  distinctes,  il  ne  peut  exister  de  relations  entre 
elles. 

Théorème  I.  —  Toute  intégrale  du  système  (2)  dans  le  sens  précédent 
est  une  intégrale  de  réqiiation  (1), 

En  effet,  soit  u  une  intégrale  de  (2)  ;  quand  les  x  vérifient  les  équa- 
tions (2),  on  a,  par  définition, 

/-i\  ]         au     ,      ,     du    j      ,        ,    du     , 

(4)  du  =  ^^-  dx,  +  -^-  dx,  +  -  +  ^  dxn  ==  0  ; 

d'où,  en  éliminant  les  dx, 

,Kv  du  du  du   ^        _ 

'^^  Tx-^^^  +  ^^-^-^-'-dic;^-^'^' 

Cette  équation  est  identique,  car  elle  a  lieu  pour  tout  système  de 
valeurs  de  Xi,  Xoy...  Xn  vérifiant  les  équations  (2),  donc  pour  un  sys- 
tème de  valeurs  particulières  quelconques,  car  celui-ci  peut  être  choisi 
comme  système  de  valeurs  initiales.  Donc  u  est  une  intégrale  de  (1). 
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Théorème  II.  —  Réciproquement,  toute  intégrale  de  l'équation  (1)  est 
une  intégrale  du  système  (2). 

En  effet,  soit  u  une  intégrale  de  (1)  ;  elle  vérifie  l'équation  (5)  ;  et, 
les  X  variant  conformément  aux  équations  (2),  on  peut  remplacer 
dans  (5)  les  X  par  des  quantités  proportionnelles  dx  et  on  obtient 
l'équation  (4).  Donc,  du  étant  nul,  u  demeure  constant  et  c'est  une 
intégrale  du  système  (2). 

Théorème  III.  —  L'équation  (1)  ou  le  système  (2)  admettent  n  —  i 
intégrales  distinctes  Ui,  u.,,...  Un-i  ;  toutes  les  autres  intégrales  sont  com- 
prises dans  la  formule  f  {ui,  iL,,...Un-i),  la  fonctio7i  tp  restant  arbitraire. 

En  effet,  soient  Wi,  il^,...  Un~\  les  n—  \  intégrales  distinctes  obte- 
nues par  l'intégration  du  système  \2).  Ajoutons  leur  une  nouvelle 
intégrale  quelconque  m„  ;  nous  aurons  n  identités 

d'où,  en  éliminant  les  X  (qui  ne  sont  pas  tous  nuls), 

d{Uu  U^,...Un)  _Q 

Cette  identité  prouve  (n°  276)  qu'il  existe  une  relation  au  moins 
entre  les  u  ;  mais,  comme  il  n'y  en  a  pas  entre  Mi,...  Un-u  il  vient 
nécessairement 

Un  =  ^  (Mi,  M2,...Mn-i). 

Réciproquement,  quelle  que  soit  la  fonction  dérivable  «p,  toute 
expression  de  cette  forme,  demeurant  constante  avec  Mi,  M2,...Mn-i, 
est  une  intégrale  du  système  (2),  donc  de  l'équation  (1). 

Il  résulte  de  là  que,  si  l'on  a  intégré  le  système  (2),  on  connaît  l'in- 
tégrale générale  de  (1). 

La  réciproque  est  vraie.  Si  l'on  connaît  l'intégrale  générale  de  (1), 
on  en  connaît  [n  —  1)  intégrales  distinctes.  En  égalant  celles-ci  à  des 
constantes  arbitraires,  on  aura  intégré  le  système  (2). 

De  là,  la  règle  suivante  pour  intégrer  l'équation  (1)  : 

Règle.  —  Pour  intégrer  l'équation  (1),  on  pose  le  système  auxiliaire 
(2),  qui  est  un  système  d'équations  différentielles  ordinaires.  En  l'inté- 
grant, on  obtient  n  —  1  relations  qu'on  résout  par  rapport  aux  n  —  1 
constantes  d'intégration.  Les  n  —  1  fondions  u,u^,...Un-iqui demeurent 
constantes  sont  des  intégrales  de  l'équation  (1)  et  l'iîitégrale  générale  sera 
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la  fonction  {dérivable)  ti  restant  arbitraire.  Il  n'y  a  pas  d'autre  solution. 

Par  exemple,  pour  intégrer  l'équalion  des  conoïdes  px  +  </</  =  0 

(n°269),  on  pose  l'équation  auxiliaire 

dx         dy  „  ,  y 

=  -^^'  d  ou  -^  =  a. 

X  y  X 

L'intégrale  générale  cherchée  sera  z  =  ^f^j  • 

Théorème  IV.  —  Si  l'on  cannait  k  iiitégrales  distinctes  de  l'équation 
linéaire  à  n  variables  indépendantes  [k  <  n) 

'  '  dxi         •  dx.  dxn 

l'intégration  se  ramène  à  celle  d'une  équation  linéaire  à  n  —  k  variables 
indépendantes. 

Soient  yi,  yz,...yh  les  intégrales  connues.  Ajoutons-y  n  —  k  nou- 
velles fonctions  yh+u---  Un  formant  avec  les  précédentes  un  système 
de  fonctions  distinctes  et  prenons-les  comme  nouvelles  variables  à  la 
place  des  x.  Comme  on  a,  par  la  règle  de  dérivation  des  fonctions 
composées, 

à_  _  dyi^  _d_       dy^  ^  âyn^  _d_  ^ 

dx        dx     dyi        dx     dy^  dx    dyn 

l'équation  transformée  sera 

Mz)  =  (X^,)  -|-  +  w,  ^-  + ...  +  1X,„  )  |-  -  0. 

Pour  calculer  (Xy),  on  suppose  d'abord  y  exprimé  en  fonction  desa- 
pour  effectuer  l'opération  X  et,  cette  opération  faite,  on  revient  aux 
variables  y. 

Mais,  dans  le  cas  actuel,  «/i,  1/2,...  j/a  étant  des  intégrales  de  X(;5)  =- 0, 
l'équation  transformée  se  réduit  à 

Oyk-i  Oyn 

Cette  équation  ne  contient  plus  de  dérivées  en  î/i,  y-,...  yh  •  On  peut 
donc  y  considérer  ces  variables  comme  des  paramètres  arbitraires  et 
l'équation  elle-même  comme  une  équation  à  n  —  k  variables  indé- 
pendantes. Son  intégration  revient  à  celle  du  système  âen  —  k  —  1 
équations  simultanées  ordinaires  : 

dyh-^i     _     _    dyn 
(Xî/A^O  ---(Xi/h)' 

renfermant  les  paramètres  constants  î/i,...  «/a- 
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279.  Théorie  des  multiplicateurs.  —  Définition.  —  Représentons 
encore  par  X(2-)  le  premier  membre  de  l'équation  (1).  Jacobi  appelle  mul- 
tiplicateur de  l'équation  X(-s:)  =  0,  ou  multiplicateur  de  X(^),  un  facteur 
M,  fonction  de  x^^.  a;, ...  Xn  ,  tel  que  le  produit  MX(z)  puisse  se  mettre 
sous  la  forme  d'un  déterminant  fonctionnel,  c'est-à-dire  tel  qu'on  ait 
identiquement 

MX(.)  =  '§îiiîi.^'ii=l)  , 

d[Xi,X.^^  ...  Xn  ) 

les  n  —  1  fonctions  ic  des  variables  x  étant  connues. 

Théorème  I.  —  7biiic  équation  linéaire  et  homogène  X(s)  =  0  admet 
un  midtiplicateur  M. 

En  effet,  soient  Mi,  u^,  ••■  z<;j_i  un  système  de  n —  1  intégrales  dis- 
tinctes de  l'équation  X(xr)  =  0.  Comme  Xi  n'est  pas  nul  et  que,  par 
suite.  Xi  n'est  pas  une  intégrale  de  X{z)  =  0  (X(2)  se  réduisant  à  Xj  pour 
z  =-■  Xi),  les  fonctions  Xi,  Wi,  •••  "n-i  sont  indépendantes,  par  consé- 
quent, le  déterminant  Sj  suivant 

d(Xi.  Wj,  M.,  ...  Un-i)         d{Ui,  •••  Un—i) 


d{Xi,  a;.;,,  Xçf,  •■•  x^  )  d{x<^^  •••  Xn) 

n'est  pas  identiquement  nul. 

Considéions  le  système  de  n  identités,  linéaires  en  Xi,  Xj,  ••<  Xn  , 

^'  Ter  +  ^'  dk + •••  +  ^«  -an  ■"  ^<*''- 

dxi    '      '  dx.,  dx„ 

{i^  1,2,  ...  n) 

dont  la  première  sert  de  définition  à  X(^)  et  les  autres  expriment  que  les 
u  sont  des  intégrales  de  l'équation  (1).  Multiplions-les  respectivement 
par  les  mineurs  Sj ,  Sg ,  -•  relatifs  aux  éléments  de  la  première  colonne 
du  déterminant  du  système,  qui  n'est  autre  que  le  déterminant  fonctionnel 

d{Z,  Ml,   ...  Mn-l) 

d{Xi,  x^, ..,  a;„T"  ' 
et  ajoutons.  Il  vient  identiquement 

d{Xi,  a^a,  •••  Xn) 

Comme  d'ailleurs  ôj  n'est  pas  nul,  le  déterminant  fonctionnel  ne  peut 
être  identiquement  nul  non  plus.  On  voit  donc  que  Oj  :  Xi,  qui  ne  con- 
tient pas  z,  est  un  multiplicateur  M  de  X{z). 
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Théorème  II.  —  Si  Vexpression 

dxi         •   dxz    '        '  dxn 

est  elle-même  un  déterminant  fonctionnel^  à  savoir' 
d{z,  Ui,  iCz,  ...  u„_i) 


0. 


-^  rf(^<^,  ll.2^..-îln-i)  ^     ^         d(Ui,U.,,  -  tCn-i) 

Cl\Xo,  X^,  '••  Xn  )  Cl\Xiy  ^3)  ■"  "^n  ) 

Donc  l'expression  (6)  est  linéaire  par  rapport  aux  dérivées  secondes 

dhi 
de  la  forme -3 — r —  des  fonctions  u.  Je  dis  que  chacune  de  ces  dérivées 
dxidXk 

d'Ui 
a  pour  coefficient  zéro  :  il  suffit  de  l'établir  pour  l'une  d'elles,  ^ — ^^— 

dxiOXi 
par  exemple.  Celle-ci  ne  se  trouvera  que  dans  les  deux  premiers  termes 
de  (6),  savoir 


d{Xi,  a-,,  0^3, 

-Tn) 

on  aura  identiquement 

'«)       l>f:+- 

'^      dXn 

On  a,  en  effet, 

dxi         dXi  L  dx.2     d{x^,  —Xn)         "  J 
(}Xj,    _  0     ^  dui     d{u^, ...  ^ln—i) 


+ 


] 


ôx^  dXç,  L  àXz      d(xg,'.-Xn) 

dh(. 
Donc  les  deux  coefficients  de  -^; — r —  se  détruisent. 
oXidx, 

Théorème  III.  —  Réciproquement,  si  Von  a  identiqicetnent 

*  dxi     '     dx.,    ^      ^   dXn 

X(s)  est  un  déterminant  fonctionnel. 

En    effet,   soit   M    le  multiplicateur  o^  -.  Xi  de  X{s)  obtenu  dans  la 
démonstration  du  tliéorème  I  ;  MX(z)  sera  le  déterminant  fonctionnel  : 

(7)  MXi.)  =  ^filli^^r^^lA^ 

d{Xi,  X..,Xs,  ■■■  Xn) 

considéré  dans  cette  même  démonstration  ;  et  l'on  aura,  en  vertu  du 
théorème  II, 

djMX,)   ^   d{MXl_         _  _^  djMXn)  _  Q 
dXi  ôœ^  '  ~^       dXn 
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Mais  cette  identité  se  réduit,  en  vertu  de  (6),  à  la  relation 


à^      ,^     dU      ,         ,   ^      dM 


Xi  4^  +  X,  -^  +  ...  +  Xn  -^^  =  X(M)  ^  0. 


Donc,  M  étant  une  intégrale  de  X(^)  =  0,  on  peut  poser 

M  ^  'f(«i,  U.,,  ...  îCn-i). 

Déterminons  par  une  quadrature  une  fonction  Un.  i  de  Ui,  w^, 
qui  soit  une  intégrale  de  l'équation 

dUn-i         l  1 


cette  équation  peut  encore  s'écrire,  en  considérant  z  comme  une  varia- 
ble indépendante  des  ic, 

1   ^  d{z,  Ml,  u^, ...  Un-2  Uw-i)  . 
M  diZ,  Ui,  Wg,  ■•.  Wn— 2  i^n-O    ' 

et  la  relation  (7)  devient  ainsi,  par  les  propriétés  des  jacobiens  (no  15) 

d[z,  Wi,  ...  Ui-z,  Un-i)       d{z,  Wi,  1*2,  ...  W„_i) 


Xiz, 


d(z,  Ml,  ...  i<n-2.  Un-^)  d[Xi,  X^,  ^"g,  •••  Xn  ) 


X{z)  = 


d{c.  Ml,  ...  îCn-2,  Un-i) 


Donc  X(^)  est  un  déterminant  fonctionnel. 

Les  théorèmes  II  et  III  conduisent  à  la  conclusion  suivante  : 

Théorème  IV.  —  Les  multiplicateurs  de  X('î)  =  0  sont  les  intégrcdes  de 

dx^  dXi  '"         dxn 

Théorème  V.  —  Si  Von  connaît  un  multiplicateur  p.  de  X{z)  —■■  0,  on 
obtient  tous  les  autres  en  multipliant  |x  par  l'intégrale  générale  z  de 
X{z)  =  0. 

En  effet,  si  l'on  substitue  M  =  [jl^  dans  l'équation  précédente,  qui  est 
celle  des  multiplicateurs,  il  vient,  pour  déterminer  2, 

et,  le  premier  crochet  étant  nul,  cette  équation  se  réduit  à  X(s)  =  0. 
280.  Addition  d'une  nouvelle  variable  indépendante.  —  Souvent, 
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pour  plus  de  symétrie,  on  remplace  le  système  des  équations  (1)  et  (2) 
par  le  système  correspondant,  contenant  une  variable  t  en  plus  : 

(I)  ^  +  xw  =  o, 

^'''  '^'"  X,  "  X,  x„  ■ 

L'équation  (I)  se  réduit  à  (1)  pour  z  indépendant  de  t\  les  intégrales 
u^,  U2,  •••  M,î-i  de  (1)  sont  donc  les  71  —  1  intégrales  distinctes  du  nou- 
veau système  qui  sont  indépendantes  de  i  et  il  n'y  en  a  pas  davantage. 
Pour  achever  l'intégration,  il  faut  donc  trouver  une  dernière  intégrale 
contenant  t.  Celte  détermination  n  exige  qu'une  quadrature. 

En  effet,  considérons  le  système  (II)  ;  on  en  tire 

t-t ..  r_^. 

"  Jr      X, 

L'intégration  se  fait  en  remplaçant  dans  Xj  Jes  variables  A'o,  0^3, ...  Xn 
par  leurs  valeurs  en  fonction  de  Xj  fournies  par  l'intégration  du  système 
(2),  c'est-à-dire  tirées  de  i6^  =  aj  (/  =  1,  2,...  n  —  1).  Puis,  l'intégration 
faite,  on  remplace  les  constantes  aj  par  leurs  valeurs  en  .x*i,...  Xn  ,  f-e 
qui  donne 

t  —  Îq  =  Wj2  y^\  )  ^2»  •  •  •  "^n  )• 

On  obtient  ainsi  la  dernière  intégrale  cherchée  Un  —  t.  La  détermina- 
tion de  M„  n'exige,  comme  on  le  voit,  qu'une  quadrature  quand  m,,  n,,... 
Un-i  sont  connus. 

Théorème.  —  Quand  on  a  calculé  u^  ,  on  connaît  un  midtiplicateur  de 
X.{z)  qui  a  la  forme  d'un  déterminant  fonctionnel,  à  savoir 

j^,j  _    d{u^,  M^,...  u>i)    _ 
~     d{x^,  X.^,...  Xn) 

En  effet,  formons  le  multiplicateur  M  de  l'équation  (1)  par  la  méthode 
indiquée  })Our  l'équation  (1)  dans  la  démonstration  du  théorème  du  n*'279, 
mais  en  faisant  jouer  maintenant  k  t  \q  rôle  de  x^.  Ainsi  nous  devons 
remplacer  Xj  par  l'unité,  8,  par  le  déterminant 

f/(i<l,  M5,,...  Un —  t)         d{U],  ^«2,...  Un) 
d[x^,X2,...Xn)        ~  d{Xi,  X2,...  Xu)' 


et  nous  trouvons  le  multiplicateur  M,  indépendant  de  t, 

^  _  d[Uy,U2,...  Un)  ^ 
d{x^,Xi,...  Xn)   ' 
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lequel  vérifie  l'identité 

Pour  revpnir  à  l'équation  (1),  supposons  z  indépendant  de  t.  Alors, 
t  n'entrant  ni  dans  z  ni  dans  u^  tous  les  éléments  de  la  première  colonne 
de  ce  dernier  déterminant  sont  nuls,  sauf  le  dernier  qui  est  —  1.  La 
relation  se  réduit  à 


MX(^ 


^  ^  d{z,  U^,  U^,...  Un-i)  ^    d{z,  ±  U^,...  Un^i) 


Donc  M  est  un  multiplicateur  de  X(s).  On  remarquera  que  c'est,  au 
signe  près,  le  même  que  celui  que  nous  avons  déterminé  pour  établir 
le  théorème  I  du  n"  279. 

281.  Chang-ement  de  variables.  — Si  Von  fait  mi  changement  de 
variables  remplaçant  x^,  x^,...  x^par  i/j,  y^,...  y»,  ^t  qu'on  connaisse 
un  multiplicateur  M  de'X[z)  =0,  on  peut  en  déduire  un  multiplicateur 
M'  de  l'équation  transformée  en  î/,  que  nous  représentons  par  y(s)  =  0. 

En  effet,  î«j,  u^,...  m„_i  et  Un —  t,  exprimés  à  l'aide  des  x  ou  des  j/, 
sont  respectivement  les  intégrales  des  équations  : 

*-  +  XW»0,       ou      ^  +  Y(.)  =  0. 

Les  multiplicateurs  indépendants  de  t  des  deux  équations  ont  respec- 
tivement pour  expressions  générales  (n"'  280  et  279,  V)  : 

.,        dlu.,...  Un)      ,  .  ...         d(Ui,...  Un)     ,  , 

Ce  sont  aussi  les  expressions  générales  des  multiplicateurs  de  X{z)  et 
Y(^).  Considérons  ceux  qui  correspondent  à  la  même  fonction  «p  ;  on 
aura,  en  divisant  membre  à  membre,  et  par  les  propriétés  des  détermi- 
nants fonctionnels, 

Donc  on  peut  calculer  M'  quand  on  connaît  M. 

282.  Principe  du  dernier  multiplicateur  de  Jacobi.  —  Si  l'on  connaît 
n  —  2  intégrales  distinctes  de  X(2)  =  0  e<  un  multiplicateur^  Vintégra- 
tion  de  cette  équation  se  ramène  à  des  quadratures. 

En  effet,  si  l'on  prend  comme  nouvelles  variables  les  w  —  2  intégrales 

20 
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connues  u^,  u^,...  u^^^  et  deux  variables  indépendantes  y^  et  y^,  le  sys- 
tème (2)  se  transforme  dans  celui-ci  : 

dîc^  _  du^  _      __  dun-i  _   dy^        dy.^ 
auquel  correspond  l'équation  aux  dérivées  partielles 

^  '  ày,    '         dy^ 

Par  hypothèse,  eu  égard  au  théorème  précédent,  on  en  connaît  un 
multiplicateur  M,  et  l'on  a 

-4-  (MYO  +  -^  (MY2)  -  0. 
dy,  dy^ 

Or  ceci  exprime  que  M  est  un  facteur  intégrant  de  la  dernière  équa- 
tion à  intégrer  : 

Y^dy,—Y,di/^  =  Ol 
l'intégration  s'achèvera  donc  par  des  quadratures. 

Remarque.   —  Il  arrive  souvent  dans    les  applications  que   l'on  a 

S  -~  =  0,  alors  M  =-  1  est  un  multiplicateur,   et  on  peut  appliquer 

le  théorème  précédent. 

L'équation  de  Jacobi,  y"  =  f{oc,  y),  en   est  un   exemple.  Elle  revient 
au  système 

dx    __  dy    _  dy' 
et  l'on  a,  chaque  terme  étant  lui-même  nul, 

dy'       dy        dx 
Donc  le  système  s'intègre  par  des  quadratures  quand  on  en  connaît 
une  intégrale  première,  comme  nous  l'avons  déjà  vu  (n°  250). 

§  4.  Equations  linéaires  quelconques. 

283.  Equation  aux  dérivées  partielles  linéaire  de  la  forme  générale.  — 

Soit  z  une  fonction  inconnue  de  x^,  x^,  .-•  Xn  ■  Désignons  par  p^,  p^,  ••• 
l)n  les  dérivées  de  z  par  rapport  à  chacune  de  ces  variables.  Soient 
enfin  Xj,  X2,  •••  Xn  et  Z  des  fonctions  données  de  x^,  ,-•  Xn  et  z,  con- 
tinues ainsi  que  leurs  dérivées  premières,  l'une  au  moins  Xi  des 
fonctions  X  n'étant  pas  identiquement  nulle. 

L'équation  linéaire  la  plus  générale  est  de  la  forme 
Xip,  4-  ^ilh  H H  ^nPn  =  Z 
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OU,  ce  qui  revient  au  même, 

(1)  Z  -  X,p,  -  \,p,  -  -  X„  pn  =  0. 

Règle  d'intégration.  —  Pour  intégrer  cette  équation,  on  vose  le  sys- 
tème auxiliaire  d'équations  différentielles  ordinaires 
dXi         dxz  _    dxn  _  d% 


(2) 


On  intègre  ce  système,  et  en  résolvant  par  rapport  aux  constantes 
arbitraires,  on  obtient  le  système  de  ses  n  intégrales  distinctes  : 
(fi{Xi,X2,  -"Xn,  z)  =Cti 
(i  =  i,2,  -n) 

L'intégrale  générale  de  l'équation  (1)  est  la  fonction  implicite  %  défi- 
nie par  la  relation 

F  désignant  une  fonction  (dérivable)  arbitraire.  Exceptionnellement,  il 
peut  y  avoir  une  solution  singulière  ne  rentrant  pas  dans  la  précédente, 
mais  ne  contenant  rien  d'arbitraire. 

Démonstration.  —  Nous  allons  établir  ce  théorème  en  suivant,  sauf 
quelques  modifications,  la  méthode  de  Gilbert,  qui  ne  laisse  échapper 
aucune  solution.  Elle  consiste  à  mettre  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion (1)  sous  forme  de  déterminant  fonctionnel. 

Désignons,  en  abrégé,  par  R  le  premier  membre  de  l'équation  (1) 
et  considérons  le  système  de  relations,  linéaires  en  Xj,  X2,  •••Xu,  Z  : 

/   R  =  Z         —  X,p,      —  X2P,      Xnp„ 

(3)  O^Z 


%_i.Y    ÈÎLa^X   -^-i--4-Xn-^ 


^  dXi  ^  dXi    ' 


dz  dXi  dXi  dXn 

[i=-\,%  -M) 

Ce  sont  des  identités  par  rapport  aux  variables  %,  x,  p,  dont  la  pre- 
mière sert  de  définition  à  R  et  les  suivantes  expriment  que  les  cp  sont 
des  intégrales  de  (2).  Le  déterminant  A  du  système  (3)  n'est  pas  iden- 
tiquement nul,  car,  si  on  le  développe  par  rapport  aux  éléments  de  la 
première  ligne,  on  a 

A=        1     —p, j;,i     =0  — p,8i— ;>202 pnO. 

d^i    ^?i  ...    ^fi 
dz     dxi        dXn 

dz      dXi  '"    dXn 
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et  les  mineurs  B,  Oj, ...  ô„  sont  des  fonctions  explicites  de  x^,  •••  a'„et  z 
seulement,  dont  l'une  au  moins  n'est  pas  nulle,  puisque  les  n  fonc- 
tions (p  sont  indépendantes  (n°  276,  théorème  III), 

D'autre  part,  je  dis  que  A  peut  se  mettre  sous  forme  de  détermi- 
nant fonctionnel 


à  condition  de  calculer  les  dérivées  partielles  des  «p  en  considérant  z 
comme  fonction  de  x^,  x^,...  Xa .  En  effet,  on  peut  ajouter  aux  élé- 
ments de  la  deuxième  colonne,  puis  à  ceux  de  la  troisième,...  les 
éléments  de  la  première  multipliés  par  j^j,  puis  par/^g,-.-  H  vient  ainsi 


1 

"dz 


dx^ 


0 


0 


'  dz 


dx, 


Vu 


dz 


I     dz 

et,  par  conséquent, 

t 
A  = 


0-?n     dfn 

dx^ 


+  P. 


dXn  ^  ^  "  dz 


d<i. 


dXi 


-ôk+'>" 


à^\ 


+  i^l         A^  •■•  An.          ^Vl 


dfn 

dz 


dx^      ^  '   dz  dXn 

ce  qui  est  bien  un  déterminant  fonctionnel  calculé  en  considérant  z 
comme  fonction  des  x. 

Si  l'on  veut  tirer  Xj  du  système  (3),  il  faut  en  multiplier  respecti- 
vement les  équations  par  les  mineurs  de  A  relatifs  aux  coefficients  de 
Xi  et  ajouter.  Le  premier  de  ces  mineurs  étant  Oj,  il  vient  ainsi 
RÔ1--X1  A.  Donc  Si  n'est  pas  identiquement  nul,  puisque  Xi  et  Ane 
le  sont  pas  ;  et  nous  avons  l'identité 


R 


m 


d{x^,  X2,  •••  Xn  ) 

L'équation  proposée  R  =  0  est  donc  identique,  à  un  facteur  près,  à 


d{Xi,  Xz,  •••  Xn) 


0. 


Sous  cette  forme,  elle  exprime  que  la  fonction  z  ûe  x^,  •■•  Xn  doit 
être  choisie  de  telle  façon  qu'il  existe  entre  les  fonctions  f  une  rela- 
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tion  indépendante  des  variables  x.  Par  conséquent,  pour  qu'une 
fonction  z  vérifie  l'équation  (1),  il  faut  et  il  suffît  qu'elle  soit  comprise 
dans  la  relation  ¥{fi,  «fa.  •••  <pn)  =  0. 

Les  seules  solutions  qui  puissent  échapper  à  cette  relation  doivent 
annuler  le  facteur  négligé  Xj  :  8,,  lequel  est  une  fonction  explicite  de 
Xi,  ■••  Xn  et  %.  Donc,  si  l'on  peut  tirer  une  valeur  de  z  de  la  relation 
Xi  :  Si  =  0,  ce  sera  une  solution  ne  contenant  rien  d'arbitraire.  On 
lui  donne  le  nom  de  solution  singulière. 

Quand  elle  existe,  la  solution  singulière  peut  se  trouver  sans  inté- 
gration. En  effet,  nous  venons  de  montrer  qu'elle  doit  annuler  tout 
facteur  Xj  qui  n'est  pas  identiquement  nul.  Par  conséquent,  elle  doit 
annuler  tous  les  coefficients  X,,  X2  •••  Z  de  l'équation  (1)  et,  s'il  existe 
une  fonction  z  satisfaisant  à  cette  condition,  ce  sera  évidemment  une 
intégrale  et  on  la  trouvera  sans  intégration. 

5J84.  Equation  à  trois  variables.  Interprétation  géométrique.  Caracté- 
ristiques. —  Lorsque  la  fonction  inconnue  z  ne  déi^end  que  de  deux 
variables  indépendantes  x,  y,  l'équation  (1)  se  réduit  à  la  forme 

(I)  P;^+Qg  =  R, 

oii  ;;,  q  désignent  les  dérivées  partielles  de  z  par  rapport  à  i;  et  à  </  et 
P,  Q,  R  des  fonctions  données  de  x,  y,  z.  Dans  ce  cas,  la  méthode 
générale  d'intégration  est  susceptible  d'une  interprétation  géométrique 
importante. 

Toute  intégrale  z  ==  (p(a:,  y)  définit  une  surface  intégrale  S,  dont  le 
plan  tangent  a  pour  équation 

"C,  —  z^fil  —  X)  -\-  q[-r^  —  y). 

L'équation  (I)  exprime  que  ce  plan  tangent  contient  la  droite  D 
ayant  pour  équations 

/m  l-x^r^-j^X^-z 

\P)  P  Q  R      • 

A  chaque  point  M.{x,  y,  z)  de  l'espace  correspond  une  droite  D 
passant  par  ce  point  et  que  nous  appellerons  la  droite  du  point  M.  Le 
problème  d'intégrer  l'équation  (I)  peut  alors  être  posé  dans  les  termes 
suivants  :  Déterminer  une  surface  S  telle  que  le  plan  tangent  en  chaque 
point  contienne  la  droite  D  du  point  de  contact. 

Appelons  caractéristique  une  courbe  qui  touche  en  chaque  point  la 
droite  D  du  même  point.  Les  caractéristiques  seront  définies  par  le 
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système  d'équations  différentielles  ordinaires,  qui  correspond  au  sys- 
tème (2)  du  cas  général  : 

nu  dx         dy    _  d^ 

^^^)  p     -    Q    -    R 

Les  caractéristiques  sont  les  courbes  intégrales  de  ce  système.  Sous 
forme  finie,  elles  sont  donc  définies  par  deux  intégrales  distinctes  du 
système  (II),  telles  que 

(III)  ^(x,  y,  z)  -  a,        <^{x,  y,  z)  =  b. 

Ces  équations  sont  celles  d'une  famille  de  courbes  à  deux  paramè- 
tres arbitraires  a  et  />  :  c'est  ce  que  l'on  appelle  une  congruence  de 
courbes. 

D'abord  il  est  clair  que  toute  surface  lieu  de  caractéristiques  est 
une  intégrale  de  l'équation  (I),  car  le  plan  tangent  contient  la  tangente 
à  la  caractéristique  passant  par  le  point  de  contact,  donc  la  droite  (D). 

Mais,  réciproquement,  toute  intégrale  est  un  lieu  de  caractéristiques. 
En  effet,  la  règle  d'intégration  revient  à  poser,  entre  les  paramètres 
a  et  b,  une  relation  arbitraire 

F  fa,  b]  =  0, 

et  à  éliminer  les  paramètres  a  et  b  entre  cette  relation  et  les  équa- 
tions (I[î).  Cela  revient  à  former  un  lieu  de  caractéristiques. 

Il  ne  peut  y  avoir  d'exception  que  si  P,  Q,  R  s'annulent  le  long  de 
l'intégrale,  mais,  dans  ce  cas,  la  droite  D  n'existe  plus. 

Problème  de  cauchy.  —  Le  problème  de  Cauchy  consiste  à  détermi- 
ner la  surface  intégrale  passant  par  une  courbe  donnée  C.  Les  consi- 
dérations précédentes  permettent  de  montrer  que  ce  problème  admet 
une  solution  et  une  seule,  pourvu  que  la  courbe  C  ne  soit  pas  une 
caractéristique. 

Soient  Xo,  yo,  Zo  les  coordonnées  d'un  point  variable  de  la  courbe  C, 
définie  par  les  équations 

(IV)  ¥{xo,  yo,  Zo)  =  0,        ¥i{Xo,  yo,  Zo]  =  0. 

La  surface  intégrale  chercbée  sera  !e  lieu  des  caractéristiques 
passant  par  les  points  (xo,yo,Zo).  Les  équations  de  ces  caractéris- 
tiques seront,  d'après  les  formules  (III), 

(V)  çp(j;,  y,  z)  =  (^(xo,  2/0,  Zo),        '^{x,  y,  z)  =  <^{Xo,  yo,  Zo). 
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L'équation  de  la  surface  intégrale  s'obtiendra  en  éliminant  Xo,  yo,  Zo 
entre  les  quatre  équations  précédentes. 

En  particulier,  si  l'on  suppose  la  courbe  (G)  dans  le  plan  yz,  le  pro- 
plème  revient  à  trouver  l'intégrale  z  qui  se  réduit  à  une  fonction 
arbitraire  f{y)  pour  a;  =  0.  On  l'obtiendra  en  éliminant  Zo  et  yo  entre 
les  trois  équations 

zo^^fiyo)    f{x,y,z)=(^{0,yo,zo),    ^x,  y,  z)-^'^{0,yo,Zo). 

Remarque.  —  Dans  le  cas  d'un  nombre  quelconque  n  -f  1  de  varia- 
bles z,Xi,...  Xn,  la  représentation  géométrique  fait  défaut,  mais  on 
étend  la  terminologie  précédente  au  cas  général. 

On  dit  que  le  système  des  intégrales  générales  des  équations  (2) 
définit  une  famille  de  courbes  intégrales  dépendant  de  n  paramètres 
arbitraires.  Ces  courbes  intégrales  s'appellent  les  caractéristiques  de 
l'équation  (1).  Toute  intégrale  de  (1)  est  un  lieu  de  caractéristique  et  la 
détermination  de  ces  intégrales  revient  à  celle  des  caractéristiques. 

Le  problème  de  Cauchy  consiste  à  trouver  l'intégrale  passant  une 
multiplicité  donnée  à  n  -  1  dimensions,  c'est-à-dire  définie  par  deux 
relations  entre  les  variables  z  et  x.  Ce  problème  admet  une  solution 
et  une  seule  pourvu  que  cette  multiplicité  ne  soit  pas  formée  de 
caractéristiques.  En  particulier,  on  peut  chercher  l'intégrale  z  qui  se 
réduit  à  une  fonction  arbitraire /"(it'a.^'a,...  ^n)  pour  a;,  =0,  ce  qui 
suppose  que  le  piano;,  =0  ne  soit  pas  lui-même  un  lieu  de  caracté- 
ristiques. Ces  problèmes  se  traitent  exactement  comme  dans  le  cas 
précédent. 

285.  Exemples.  —  I.  L'équation  des  surfaces  cylindriques  est  (n^  267) 

ap  \-  bq=  1. 

Les  équations  différentielles  des  caractéristiques  sont  : 

dx        dy        dz  „  «        i   x  —  az  =  oL, 

=  —r-  =  -i— '        d'où  ^' 

«  b  1  \    y~t)Z=^^. 

Les  caractéristiques  sont  des  droites  parallèles.  L'intégrale  géné- 
rale sera 

F(x  —  az,  y  —  bz)  =  0. 

n.  L'équation  des  surfaces  coniques  est  (n»  268) 

{X  —  a)p  ^{y  —  b)q  =  z  —  c. 
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Les  caractéristiques  ont  pour  équations  : 


dx  dy  dZ'  ,,  ,        \     z  —  c 

— —  =  — ^—^  = '      (I  ou 

—  a        y  —  b        z  —  c  j    y^b 


(f3 


Ce  sont  des  droites  passant  par  le  point  {a,  h,  c).  L'intégrale  géné- 
rale sera 


\  Z — C      z  —c  J 


III.  L'équation  des  surfaces  de  révolution  est  (n°  270) 

{cy  —  bz)p  +  {az  —  cx)q  =  bx  —  ay. 
Le  système  des  équations  des  caractéristiques  est  : 

dx  dy      _      dz 

cy  —  bz  '~  az  —  ex  ~  bx  —  ay 

On  le  ramène  à  un  système  linéaire  en  égalant  ces  rapports  à  la 
différentielle  rff  d'une  nouvelle  variable.  Il  vient 

dx  =  [cy  —  bz)dt,        dy  =  {az  —  cx)dt,        dz  =  [bx  —  ay)dt. 

On  en  tire  deux  combinaisons  immédiatement  intégrables  : 

xdx  -I-  ydy  +  zdz  =  0,  (   x-  +  y-  +  z'  =  a, 

adx  +  bdy  +  cdz  =  0.  (    ax  i-by  -\-cz  =  fl. 

Les  caractéristiques  sont  des  cercles  définis  par  ces  deux  dernières 
équations.  L'intégrale  générale  de  l'équation  aux  dérivées  partielles 
sera 

V(x'^  +  y^  -}■  z-,  ax  +  h  +  cz)  =  0. 

§  5.  Intégration  d'une  seule  équation 
aux  différentielles  totales. 

286.  Intégrabilité  complète.  —  Considérons  d'abord  l'équation  à 
trois  variables 

(1)  dz  =  X(^,  y,  z)  dx  +  Y{œ,  y,  z)  dy, 

dans  laquelle  x  et  y  sont  des  variables  indépendantes,  z  une  fonction 
inconnue  de  ces  deux  variables,  enfin  X  et  Y  des  fonctions  continues 
données  de  x,  y  et  z. 

C'est  une  équation  aux  différentielles  totales.  On  dit  qu'elle  est  com- 
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plêtement  intégrable,  si  elle  admet  une  intégrale  renfermant  une  con- 
stante arbitraire,  en  d'autres  termes,  s'il  existe  une  relation  unique 

(2)  z  =  ^[x,y,y), 

renfermant  une  arbitraire  a,  dont  l'équation  (1)  soit  la  conséquence. 

287.  Théorème  I.  —  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que 
f  équation  (1)  soit  complètement  intégrable  est  que  Von  ait,  identique- 
ment [x,  y  et  z  restant  donc  arbitraires), 

^  '  dy  dz        dx  dz 

On  suppose  Inexistence  et  la  continuité  des  quatre  dérivées  partielles 
qui  figurent  dans  cette  formule  (^). 

Pour  montrer  que  cette  condition  est  nécessaire,  substituons  la  valeur 
(2)  de  z  dans  l'équation  (1)  ;  le  second  membre  devient  une  différentielle 
totale  exacte  à  deux  variables  x  et  y.  Donc  on  a,  pour  tout  système  de 
valeurs  x  et  «/,  l'identité 

dy         Oz     dy         dx         ôz    dx 

Mais,  <p  [x,  y,  a)  étant  une  intégrale  de  (1)  par  hypothèse,  ses  deux 
dérivées  partielles  sont  X(j;,  y,  tf)  et  X{x,  y,  «p).  Donc  la  relation  (3)  est 
identiquement  satisfaite  pour  tout  système  x,  y  quand  on  y  remplace  z 
par  'f  \x,  y,  a).  On  en  conclut  qu'elle  est  identique  avant  cette  substitu- 
tion, c'est-à-dire  qu'elle  a  lieu  pour  tout  système  de  valeurs  de  x,  y,  z, 
car,  X  et  y  étant  donnés,  on  peut  disposer  de  l'arbitraire  a  de  manière  à 
donner  à  «o  (donc  à  z)  une  valeur  arbitraire.  Donc  la  condition  est  néces- 
saire. 

Cette  condition  est  aussi  suffisante,  car,  si  elle  a  lieu,  le  théorème 
suivant  prouve  qu'il  existe  une  intégrale  renfermant  une  constante 
arbitraire  : 

288.  Théorèrae  II.  —  Supposons  que  l'identité  (3)  ait  lieu  et  soit 
Xq,  yQ,  Zq  un  système  de  valeurs  initiales  arbitraires  des  variables  ;  si 
X,  Y  et  les  quatre  dérivées  partielles  de  la  formule  (3)  sont  continues 
aux  environs  de  ces  valeurs,  l'équation  (1)  admet  une  intégrale 
z  =  (f  (a;,  y)  et  une  seule  se  réduisant  à  z^  au  point  {Xq,  y^].  De  plus, 
cette  intégrale  et  sa  dérivée  partielle  par  rapport  à  z^  sont  des  fonctions 
continues  de  x,  y,  z^. 


(')  On  ne  suppose  donc  pas  l'existence  de  -^ —  ni     ^ 

ox        ay 
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Nous  allons  montrer,  en  eiïet,  que  cette  intégrale  peut  s'obtenir  par 
l'intégration  consécutive  des   deux    équations  différentielles  ordinaires 

dx    "^     '  dy  ' 

y  dans  la  première  et  x  dans  la  seconde  étant  considérés  comme  des 
paramètres. 

Intégrons  d'abord  l'équation  entre  Ç  et  a; 

et  déterminons  son   intégrale  ^  qui  se  réduit  kz^T^our  x  =  x^,.  Comme 
X  et— r —  sont  continues,  cette   intégrale  existe  et  est  unique.  De  plus, 

elle  est  fonction  continue  de  z^  et  admet,  par  rapport  à  z^,  une  dérivée, 
partielle  continue  (n»^  174-175). 

Intégrons  ensuite  l'équation  entre  z  et  y  {x  étant  considéré  comme  un 
paramètre) 

(6)  ^  =  ^'(-.!'.') 

et  déterminons  son  intégrale  z  =  tp(a;,  y)  qui  se  réduit  à  Z,  pour  «/  =■  î/^, 

en  sorte  que  ^  =  cp  (a;,  î/o).  Comme  Y,  -r —  et-^ —  sont  continues,   cette 

ox        cfz 

intégrale  existe  et  est  unique.  De  plus,  elle  est  fonction  continue  x,  y,  Ç 

et  admet,  par  rapport  à   ^,  une  dérivée  partielle   également  continue 

(no^  174- 175). Elle  est  donc  aussi  fonction  continue  x,  y,  z^  et  admet,  par 

rapport  à  Zq,  une  dérivée  partielle  fonction  continue  de  x,  y^  z^. 

Je  dis  que  z  =  v^  [x,  y)  est  l'intégrale  cherchée  de  l'équation  (1). 

En  effet,  'f  {x,  y)  se  réduit  à  t,  pour  y  =^yo  ei,  par  suite,  à  Zq  au  point 
[Xo,  yo)'  D'autre  part,  puisque  <p  [x,  y)  est  une  intégrale  de  (5),  on  a  déjà 

II  reste  à  montrer  que  l'on  a  aussi,  quand  x  seul  varie. 

Cette  relation  a  lieu  pour  y  =  y^,  car  elle  se  réduit  alors  à  l'équa- 
tion (4),  il  faut  établir  qu'elle  subsiste  pour  les  autres  valeurs  de  y. 

J  observe  d'abord  que  ~~-  existe  et  est  continue,  d'après  les  condi- 
tions de  continuité  imposées  à  l'équation  (5)  (n»  175,  III).  Il  suffit  donc  ■ 
de  montrer  que,  si  l'on  pose 

(7)  Ét^^X,., ,,,)  +  ., 
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la  fonction  continue  u,  qui   est   nulle  pour  y  =  î/q,  reste  encore  nulle 
quand  y  varie. 

A  cet  effet,  calculons  sa  dérivée  par  rapport  à  y  ;  on  a 

du    _    d   r  d^  \       (JX        <?X    dy    _  _^/^^_^_  ^_  _^  Y 
()y    ~  <?</  l^  da;  y       <?</        dz    dy         dx\dy  J       ôy        dz      ' 

pourvu,  d'après  le  théorème  de  Schwarz  sur  l'interversion  des  dérivées 

secondes  (/.  1,11°  148),  que  -^ — [  -^-  ]  soit  continue.  C'est  ce  qui  a  lieu, 

car  on  a  par  (6) 

dxK^dy  J  "'  dx  '^  dz    dx        dx  '^  d%   ^    "^  "'" 

Portant  cette  valeur  dans  l'équation  précédente,  il  vient  par  l'iden- 
tité (3) 

du         dX         dX    ,^,    ^      ,        dX         dX  ..  dX 

ày         dx         dz    ^      ^     '        dy         dz  dz 

Donc  w,  considérée  comme  fonction  de  î/,  vérifie  l'équation  linéaire 

— —  =  u  —z —  (ou  z  est  remplace  par  œ)  et  s  annule  pour  y  ~  y^.  Mais 
«I»  dz 

w  =  0  est  une  intégrale  particulière  satisfaisant  à  cette  condition  initiale 

et  c'est  la  seule,  puisque  — ^ —  est  continue  ;  donc  u  est  constamment 

nulle. 

Réciproquement,  toute  intégrale  de  (1)  ayant  pour  valeur  initiale  z^ 
doit  satisfaire  aux  équations  (4)  et  (5)  (conditions  initiales  comprises)  et, 
par  conséquent,  cette  intégrale  est  unique. 

On  conclut  de  là  que  l'intégrale  générale  de  (1)  doit  dépendre  d'une 
constante  arbitraire  permettant  d'attribuer  à  ^  la  valeur  arbitraire  Zo  au 
point  Xo,  yo. 

289.  Théorème  et  méthode  d'intégration  de  Mayer.  —  Quand  V équa- 
tion (1)  est  comjilêtement  intégrable,  son  intégratioyi  dépend  de  celle 
d'une  seule  équation  différentielle  ordinaire  renfermant  un  paramètre 
arbitraire. 

Soit  Zo  la  valeur  arbitraire  de  z  au  point  Xo^  yo,  les  conditions  de 
continuité  étant  supposées  satisfaites  dans  le  voisinage  de  ces  valeurs 
initiales  :  l'intégrale  sera  complètement  déterminée  en  un  point  quel- 
conque X,  y  par  sa  valeur  initiale  Zo.  Donc,  pour  en  trouver  la  valeur, 
il  suffit  de  faire  varier  x,  y  en  ligne  droite  depuis  l'origine  jusqu'en  ce 
point. 

Pour  simplifier  l'écriture,  nous  supposerons  que  l'on  choisisse  l'ori- 
gine comme  point  initial  dans  le  plan  x,  y.  U  suffit  d'ailleurs,  pour  rame- 
ner le  cas  général  au  précédent,  de  changer  x  en  Xq  -\-  x  ei  y  en  yo  4-  y 


346  CHAPITRE  Vil.  —  ÉQUATIONS     AUX  DIFFÉRENTIELLES  TOTALES 

dans  l'équation,  ce  qui  revient  à  un  déplacement  d'axes  dans  le  plan  x,  y. 
Pour  déterminer  la  valeur  au  point  x,  y  de  l'intégrale  qui  a  pour 
valeur  ;;o  à  l'origine,  joignons  donc  l'origine  à  ce  point  par  une  droite.  Le 
long  de  celle-ci,  on  aura,  X  désignant  un  paramètre  constant, 

y  =  Ix,         dy  =  Idx, 

et,  en  portant  ces  valeurs  dans  l'équation  (1), 

(8)  dz  ^-  (X  -f  XY)  dx. 

Il  suffit  d'intégrer  cette  relation  entre  les  deux  variables  z  Qi  x  pour 
en  déduire  l'intégrale  de  (1).  En  effet,  soit 

P(a:,  z,  X)  =  const. 

l'intégrale  générale  de  (8)  résolue  par  rapport  à  la  constante  d'intégra- 
tion ;  l'intégrale  particulière  z  de  valeur  initiale  ^o  est  la  fonction  impli- 
cite définie  par  l'équation 

F(a;,c,X)=F(0,Co,  X). 

En  remplaçant  X  par  y  :  x,  on  obtient  la  relation  qui  a  lieu  entre  x,  y, 
z^  c'est-à-dire  l'intégrale  de  l'équation  (1)  :  ce  sera 

(9)  p(.,.,l.)  =  F(o,.„,i) 

et  elle  dépend  d'une  constante  arbitraire  ^o. 

Remarque.  —  En  principe,  la  méthode  de  Mayer  ne  fournit  l'inté- 
grale de  valeur  initiale  z^  que  dans  un  domaine  où  les  conditions  de 
continuité  supposées  dans  les  théorèmes  précédents  se  vérifient.  Mais, 
dans  la  plupart  des  cas  pratiques,  les  calculs  conduisent  à  définir  l'inté- 
grale par  une  équation  entre  des  expressions  littérales  qui  se  dérivent 
toujours  par  les  mêmes  règles,  de  sorte  que  la  formule  démonirée  dans 
un  domaine  restreint  subsiste  d'elle-même  dans  un  domaine  quelconque. 
Toutefois  cette  remarque  ne  peut  être  présentée  avec  toute  la  précision 
qu'elle  comporte  qu'en  s'appujant  sur  les  propriétés  générales  des  fonc- 
tions analytiques,  qui  ne  seront  exposées  que  plus  tard. 

Dans  les  applications  que  l'on  rencontre,  le  plus  simple  sera  géné- 
ralement de  choisir  l'origine  a?,,  =  ^g  =z  0  comme  point  initial  dans  le 
plan  a;,  y.  Mais  on  ne  le  peut  pas  toujours,  parce  que  les  conditions  de 
continuité  peuvent  tomber  en  défaut  en  ce  point.  On  fait  alors  le  chan- 
gement d'axes  préalable  indiqué  dans  la  démonstration  précédente. 

Exemple.  —  L'équation  complètement  intégrable 

,   _  2xz dx-\-2y z'^dy 
\—x^  —  2yH 

satisfait  aux  conditions  de  continuité  aux  environs  de  x^y  =  0.  Cher- 
"îhons  l'intégrale  z  qui  a  pour  valeur  Zq  à  l'origine. 
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Posons  y  =  Ix,  dy  =  'kdx  et  chassons  le  dénominateur,  il  vient 

d%{\—  X-)  —2xzdx  =  2  l'  {xH  dz  +  ccz^  dx). 

Les  deux  membres  sont  des  différentielles  exactes,  l'intégrale  de  cette 
équation  différentielle  ordinaire  sera 

^  (1  —  x"^)  —  l"x^z"-  =  const.  =  ^0  ; 
et  celle  de  l'équation  aux  différentielles  totales, 
z{l-x')-^'z^=z,. 

290.  Forme  symétrique  de  l'équation.  —  L'équation  plus  symétrique 

(10)  Adx^Bdy  +  C  dz  =  0, 

où  A,  B,  C  sont  des  fonctions  données  de  x,  y,  5  et  où  C  n'est  pas  nul, 
se  ramène  à  la  précédente  en  la  résolvant  par  rapport  à  dz.  La  condition 
d'intégrabilité  complète  est  donc 

dy   ^C  J       C    dz  ^C  J       dœ  K^C  J       C    dz  \^C  J 
ou,  tous  calculs  faits  et  sous  forme  symétrique, 

Quand  cette  identité  a  lieu,  l'intégration  de  l'équation  (10)  peut  se 
faire  par  la  méthode  de  Mayer.  On  a  d'ailleurs  la  liberté  de  résoudre  à 
volonté  par  rapport  à  dx,  dy  ou  dz  et  de  considérer  x,y  on  z  comme 
l'inconnue.  On  choisira  comme  inconnue  celle  des  variables  dont  la 
détermination  paraît  la  plus  facile. 

291.  Multiplicateur  ou  facteur  intégrant.  —  Quand  la  condition 
d iyitégrahilité  complète  (11)  est  vérifiée,  il  existe  un  facteur  }x  fonction 
de  X,  y,  z  tel  que  l'expression 

\>.{kdx-^Bdy  ^G  dz) 

soit  une  différentielle  totale  exacte. 

En  effet,  l'équation  (10)  admet  une  intégrale  renfermant  une  constante 
et  qui,  résolue  par  rapport  à  cette  constante,  prend  la  forme 

(12)  F[x,y,z)^a. 
On  en  tire,  en  différentiant, 

Fi  dx  -\-¥ydy-^¥[dz^O 

et,  en  identifiant  la  valeur  de  dz  qui  s'en  déduit  avec  celle  fournie  par 
l'équation  (10), 

(13)  Z^  =  JV_  =  Zf_. 

ABC 


318  CHAPITRE  VII.  —  ÉQUATIONS  AUX  DIFFÉRENTIELLES  TOTALES 

Ces  relations  ne  contiennent  plus  a  et  elles  ont  lieu  pour  tout  système 
de  valeurs  de  x^  y,  z  satisfaisant  à  (12),  donc  pour  un  système  quel- 
conque [xo,  I/o,  zo),  car  on  peut  faire  a  =  F  [xo,  yo,  -o).  Ce  sont  donc 
des  identités.  Appelons  {/.  la  fonction  de  x,  y,  z  définie  par  l'un  de  ces 
rapports,  on  aura  identiquement 

[j.  (Adx -i- B  dy  ~\- C  dz)  =  f'c^  dx -{- Fy  dy  +  F'^dz  ^-.  dF{x,y,:.), 
ce  qui  prouve  le  théorème. 

292.  Solution  singulière.  —  Quand  l'équation  (10)  est  complètement 
intégrable,  elle  peut  admettre,  en  outre  de  l'intégrale  qui  renferme  une 
constante  arbitraire  et  qu'on  appelle  l'intégrale  générale,  une  solution 
singidiêre  ne  renfermant  rien  d'arbitraire.  On  obtiendra  d'ailleurs  immé- 
diatement cette  nouvelle  solution  quand  l'intégrale  générale  sera  connue. 

En  effet,  supposons  connue  l'intégrale  (12)  ;  on  en  déduit  immédiate- 
ment un  multiplicateur  |jl  en  formant  l'un  des  rapports  (13)  ;  il  vient 
alors 

kdx  +  Bdy  ^C  dz  =  ^  dF{x,  y,  :■). 

L'équation  ne  peut  donc  être  vérifiée  que  de  deux  manières  : 
1°  En  posant  F  =  a  :  c'est  la  solution  générale  ; 
2"  En  posant  1  :  [jl  =  0.  Si  l'on  peut  tirer  de  là  une  valeur  de  z,  ce 
sera  la  solution  singulière. 

293.  Remarque.  —  La  méthode  de  Mayer  est  la  méthode  d'intégra- 
tion la  plus  simple  au  point  de  vue  théorique.  Mais,  en  pratique,  on  ren- 
contre souvent  des  exemples  très  simples,  pour  lesquels  on  aperçoit 
facilement  un  multiplicateur.  Soit,  par  exemple,  l'expression  intégrable 

2z  (dx  —  dy)  -\-(x  —  y)  dz  =  0. 

On  sépare  la  vaiiable  z  de  x  et  y  en  divisant  par  z  (x  —  y),  ce  qui  est 
donc  l'inverse  d'un  multiplicateur.  Il  vient 

2{dx  —  dy]         dz         ^  „   ,  .  ., 

\r-y       +^7~^^'        d'où        {x  —  y)'z  =  cc. 

C'est  l'intégrale  générale.  Il  y  a  une  solution  particulière,  3  =  0,  qui 
rend  infini  le  multiplicateur  l  :  z  (x  —  y),  mais  elle  rentre  dans  l'intégrale 
générale  pour  a  =r  0. 

294.  Intégrabilité  incomplète.  —  Si  l'équation 

(14)  dz  =Xdx  +  \  dy 

ne  satisfait  pas  à  la  condition  d'intégrabilité  complète,  on  ne  peut  pas 
la  vérifier  par  une  fonction   z  des  doux  variables  x  ei  y  qui  dépende 
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d'une  constante  arbitraire.  Mais  on  le  pourra  peut-être  par  une  fonction 
-  =  cp  [x,  y)  sans  constante  arbitraire.' En  vertu  de  la  démonstration  du 
théorème  I,  celle-ci  doit  rendre  identique  la  condition 

(15)  ^L+^X^^d]^^ 

^     '  dy         dz  dx         dz 

Donc,  quand  elle  existe,  la  l'onction  z  =  (^{x,  y)  &q  tire  nécessaire- 
ment de  cette  relation. 

Ainsi,  pour  reconnaître  s'il  existe  une  solution  et  pour  la  trouver,  il 
suffit  de  résoudre  la  relation  (15)  par  rapport  à  2  et  de  substituer  la 
valeur  trouvée  dans  la  relation  (14).  Si  celle-ci  est  vérifiée,  ce  qui  sera 
l'exception,  la  valeur  trouvée  est  une  intégrale,  mais  nous  disons  que 
l'intégrabilité  de  l'expression  (14)  est  incomplète. 

En  voici  un  exemple  :  Soit  l'équation  différentielle 

dz  =^z  {dx  +  xdy). 

La  relation  (15)  est 

xz  =  z  -\-  xz,         d'où        z  -^0. 

Or  c  =  0  satisfait  à  l'équation  différentielle.  C'est  donc  une  intégrale 
et  la  seule. 

295.  Extension  à  un  nombre  quelconque  de  variables,  —  Soient  X,, 
Xg,...  Xndes  fonctions  continues  données  de  n  variables  indépendantes 
Xy.  x^,...  x„  et  d'une  fonction  inconnue  z.  Considérons  l'équation  aux 
différentielles  totales  à  n  -\-  l  variables 

(1)  d:.='éXidXi. 

On  dit  que  l'équation  est  complètement  intégrable  s'il  existe  une  rela- 
tion unique  entre  x-^,...Xn,  z,  dépendant  d'une  constante  arbitraire, 
dont  l'équation  (1)  soit  la  conséquence. 

Théorème  I,  —  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  l'équa- 
tion (1)  soit  complètement  intégrable  est  que  l'on  ait  les  ^^  ^"~     identités 

On  suppose  l'existence  et  la  continuité  de  toutes  les  dérivées  partielles 
qui  figurent  dans  ces  formules  ('). 

En  effet,  l'équation  (1)  doit  être  complètement  intégrable  quand  on  ne 


(1)  On  ne  suppose  donc  pas  l'existence  des  dérivées         * 


Oxi 
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fait  varier  que  deux  Xi  et  x^  des  variables  x,  ce  qui  exige  qu'on  ait  les 
identités  précédentes.  D'autre  part,  ces  conditions  sont  suffisantes  en 
vertu  du  théorème  suivant  : 

Théorème  II.  —  Si  les  identités  (2)  ont  lieu  avec  les  conditions  de  con- 
tinuité ci-dessus  indiquées  et  qu'on  désigne  par  x°.,  Zq  un  système  de 
valeurs  initiales  arbitraires  des  n  +  1  variables  Xt  et  z,  V équation  (1) 
admet  une  intégrale  et  une  seule,  ?  =  cp  (a?!,...  Xn  ),  se  réduisant  à  z^  au 
point  {x\,...  x^^. 

Le  théorème  est  vrai  pour  deux  variables  indépendantes  (n°  288). 
Supposons  qu'il  soit  déjà  démontré  pour  n  —  1,  nous  allons  montrer  qu'il 
subsiste  pour  n. 

Pour  plus  de  clarté,  désignons  la  variable  x^  par  y  et  le  coefficient  Xn 
par  Y.  L'équation  (1)  prend  la  forme 

(3)  dz=^\,dx,-^Xdy; 

et,  pour  k  =  n,  les  identités  (2)  sont  remplacées  par 

(4)  «L  +  Y^.^?X_  +  x<^. 
^  '  ày      '         dz  oxi  dz 

Laissons  d'abord  à  î/  la  valeur  constante  y^  =  ^°j'  Sous  les  conditions 
admises,  il  existe  une  intégrale  X,  de  l'équation 

n— 1 

(5)  o?Ç  =  S  X,(ir,,  x^,...Xn-uV<i^  "OiâXi 

et  une  seule  qui  prend  la  valeur  z^  au  pomt  {x\,..,  ^^_i ,  y^. 

Cette  intégrale  avant  été  déterminée,  faisons  varier  y  seul,  et  cherchons 
l'intégrale  unique  et  bien  déterminée  de  l'équation 

(6)  -1^=Y 
'  dy 

qui  se  réduit  à  ^  pour  y  =yo.  Je  dis  que  cette  intégrale,  ?  =  «p  {xf,  y), 
sera  aussi  l'intégrale  cherchée  de  l'équation  (3). 

Eu  effet,  cette  intégrale  se  réduit  à  Zo  au  point  (x^.,  y^)  et  l'on  a, 
tp  étant  une  intégrale  de  (6), 

Y  (.t',,a;2,...  î/,  cp). 


dy 


Il  reste  donc  simplement  à  montrer  que  l'on   a  aussi,  pour  chaque 
indice  i  en  particulier, 


dx, 
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Cette  relation  a  lieu  poui'  y  =  ^;/o  à  cause  de  (5).  Pour  prouver  qu'elle 
subsiste  quand  y  varie,  il  n'y  a  qu'à  reproduire  la  démonstration  du 
n"  288  en  affectant  de  l'indice  /  les  lettres  x  et  X  de  cette  démonstration. 
Le  théorème  est  donc  établi. 

ThéorèiME  et  méthode  d'intégration  de  Mayer.  —  V intégration 
d'une  équation  aux  différentielles  totales  co7nplêteme7it  intégrable  entre 
n  -\-\  variables  revient  à  V intégration  d'une  seule  équation  à  deux  varia- 
bles renfermant  n —  1  paramètres  arbitrairen. 

Considérons  l'équation  (1)  et  supposons  que  les  conditions  de  conti- 
nuité aient  lieu  pour  le  système  de  valeurs  initiales  x^^  ==  0,  Zo.  Au 
besoin,  on  réaliserait  cette  condition  par  un  déplacement  d'axes  dans  le 
domaine  des  Xi.  Cherchons  alors  l'intégrale  qui  a  pour  valeur  Zo  à  l'ori- 
gine des  Xi.  On  peut  aller  en  ligne  droite  de  l'origine  des  Xt  au  point 
quelconque  x^,  Xo,...  Xn  et,  pour  trouver  la  valeur  de  z  en  ce  point,  il 
suffit  d'intégrer  le  long  de  cette  droite.  On  a,  les  A  étant  constants  dans 
cette  hypothèse, 

ûO.^     "  ^2      1  '  3       '      TtX  >  '  •  •  **-^}X  ^^^  '^)l  ^1    \ 

et,  en  substituant  dans  l'équation  (1), 

dz  =  (Xi  +  X^Xo  +  ...  -h  \n  Xn  )  dX,, 

Cette  équation-ci  est  une  équation  diâérentielle  ordinaire  entre  z  %ix-^. 
On  résout  son  intégrale  par  rapport  à  la  constante  d'intégration  et  on 
choisit  la  constante  de  manière  que  z  ait  pour  valeur  initiale  Zo  II  vient 
ainsi 

F(.',  x^,\,  ).3,...  Xn  )  =  Const  =  F(.~o,  0,  À.^,  \,...  X^). 

La  valeur  de  z  au  point  x-^,  x^.,...  Xn  s'en  déduit  en  éliminant  les  X,  on 
obtient  ainsi  l'intégrale  de  l'équation  (1)  sous  la  forme 

Forme  symétrique  de  l'équation.  —  L'équation  plus  symétrique  : 
IL-^dx^  +  X.2dx^  -1-  ...  4-  Xn  dXfi  =  0 
se  ramène  à  la  forme  précédente,  en  la  résolvant  par  rapport  à  l'une  des 
différentielles  qu'elle  contient  considérée  comme  celle  de  l'inconnue.  La 
condition  d'intégrabilité  complète  s'établit  comme  dans  le  cas  de  trois 
variables.  Il  faut  que  les  identités 

aient  lieu  pour  toutes  les  combinaisons  des  indices  i,  k,  l.  Mais  ces  équa- 
tions ne  sont  pas  indépendantes.  Si  X^-  diffère  de  0,  il  suffît  que  les  iden- 
tités aient  lieu  pour  toutes  les  combinaisons  d'indices  /;,  l,  différents  de  z, 

21 
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car  ces  conditions  suffisent  pour  que  l'équation,  résolue  par  rapport  à 
doci,  soit  complètement  intégrable. 

Quand  l'équation  est  complètement  intégrable,  elle  admet  un  multipli- 
cateur. Quand  on  connaît  l'intégrale  générale,  on  peut  en  déduire  un 
multiplicateur  et,  connaissant  un  multiplicateur,  on  peut  en  déduire  la 
solution  singulière,  comme  dans  le  cas  de  trois  variables. 

,^  6.  Système  d'équations  aux  difTérentielles  totales. 

296.  Système  complètement  intégrable.  —  Pour  simplifier  l'écriture, 
nous  allons  considérer  d'abord  un  système  de  trois  équations  seulement, 
mais  les  formules,  les  démonstrations  et  les  théorèmes  s'étendront  d'eux- 
mêmes  à  un  nombre  quelconque  d'équations. 

Considérons  donc  le  système  de  trois  équations  simultanées  entre  trois 
fonctions  inconnues  x,  y,  ^  de  n  variables  indépendantes  ^j,  ti,...  ^n  • 

(1)  dx  =  S  Xe  dti,         dy  =  h  Xidtu         dz^  S  Zidtt , 

1  1  1 

les  lettres  X,  Y,  Z  désignant  des  fonctions  continues  données  de  oc,  y,  z  et 

0 

des  t.  Nous  définirons  le  symbole  d'opération  ^^  en  posant 

Cette  opération  consiste  donc  à  dériver  par  rapport  à  ti  en  considérant 
X,  y,  z  comme  fonctions  de  ti,  puis  à  remplacei'  les  dérivées  de  x,  y,  z 
par  rapjiort  à  ti  parleurs  valeurs  tirées  du  système  (1). 

On  dit  que  le  système  (1)  est  complètement  intégrable  s'il  admet  un 
système  d'intégrales  rcnf^-rmant  trois  constantes  aibitraires  distinctes, 
c'est-à-dire  permettant  d'attribuer  à  x,  y  et  z  des  valeurs  initiales  arbi- 
traires. 

297.  Théorème  I.  —  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que 
le  système  (1)  soit  complètement  intégrable  est  que  les  identités 

jx;^_jx^^     .JX^^JXl,     J^^J^, 

Ui  Otfi      '  Oti  Uh      '  Ui  Otk 

soient  vérifiées  pour  toutes  les  combinaisons  d'indices  i,  k.  On  suppose 
la  continuité  de  toutes  les  dérivées  partielles  qui  entrent  dans  le  déve- 
loppement par  (2)  de  ces  formules. 

La  cuM'iiiioii  fht  iiécessairt'.  En  effet,  l'existence  ies  intégrales  étant 
admise,  ces  relations  sont  satisfaites  quand  on  remplace  x,  y,  z  parleurs 
valeurs  en  fonction  des  t  et  des  constantes  arbitraires,  car  les  seconds 
membres  des  équations  (1)  sont  alors  des  différentielles  totales  exactes. 
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Mais  X,  y,  .:■  sont  arbitraires  avec  les  constantes,  donc  les  relations  sont 
satisfaites  par  tous  les  systènaes  de  valeurs  de  i,  x,  y,  :■. 
La  condition  est  suffisante,  en  vertu  du  tliéorème  suivant  : 

298.  Théorème  II.  —  Soient  tl^...  tn  et  xo,  yo,  zo  un  système  de 
vcdeurs  initiales  des  varicd)les  aux  environs  desquelles  les  conditions  de 
continuité  jjrécédentes  ont  lieu.  Si  l'on  a  les  identités  (3),  il  existe  un 
système  de  fonctions  x,  y,  s  et  toi  seul  prenant  les  valeurs  initiales  Xq, 
yo,  Zo  au  point  (^°,...  <°J.  De  plus,  ces  f07ictions  et  leurs  dérivées  pre- 
mières par  rapport  à  Xo,  yo,  Zo  sont  des  fonctions  continues  de Xo^y^^ZQ 
et  des  t. 

Quand  les  variables  t  se  réduisent  à  une  seule,  les  équations  (1)  forment 
un.  système  d'équations  différentielles  simultanées  ordinaires.  Dans  ce 
cas,  les  conditions  (3)  disparaissent,  l'existence  et  la  continuité  des  inté- 
grales et  de  leurs  dérivées  est  établie  (n°  177).  Donc  le  théorème  est 
vrai  dans  le  cas  d'une  seule  variable  t.  Four  prouver  qu'il  est  général, 
supposons-le  déjà  démontré  pour  n  —  1  variables  t  et  montrons  qu'il 
subsiste  pour  n. 

Laissons  d'abord  à  t^  la  valeur  constante  ^°^,  remplaçons  x^  y,  z  par 
k,  T),  ^  et  cherchons  les  intégrales  ^,  ï),  C  du  système 

(4)        dl^J'ï'y^idtu  du--^ï.\idti.         dC,  =  ^\dt 

1  1  1 

qui  se  réduisent  à  Xo,  |/o,  -^o  au  point  t\,...  t^^^_^ . 

Celles-ci  trouvées,  ne  faisons  plus  varier  que  t^i ,  et  cherchons  les 
intégrales  x,  y,  z  du  système 

dx   _  dy    _  dz    _ 

qui  se  réduisent  à  \,  r,,  X,  au  point  i!°^.  En  vertu  des  théorèmes  du  no  177, 
X,  y,  z  et  leurs  dérivées  seront  des  fonctions  continues  de  Xo,  yo,  -o  et 
des  t. 

Je  dis  que  ces  intégrales  x,  y,  z,  considérées  comme  fonctions  de 
toutes  les  variables  t,  seront  les  intégrales  cherchées  du  système  (1). 

En  effet,  elles  prennent  les  valeurs  ^o,  yo,  *o  au  point  («!J,...  <°J.  D'au- 
tre part,  on  a,  puisque  ce  sont  les  intégrales  de  (5), 

Il  reste  donc  à  montrer  que  l'on  a  aussi,  pour  un  indice  i  autre  que  n, 
auquel  cas  les  dérivées  partielles  de  x,  y,  z  relatives  à  ti  sont  conti- 
nues par  le  théorème  I  du  n°  177, 

dx  ày    _  dz 
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Ces  relations  sont  vérifiées  si  tn  =  t°^,  car,  {x,  y,  z)  se  réduisant  à 
(;,  T,,  Z),  elles  se  tirent  des  équations  (4).  Pour  montrer  qu'elles  sub- 
sistent pour  les  autres  valeurs  de  tn,  posons 

("    ^  =  -'  +  -   -k-''  +  ^'   %-''  +  - 

et  montrons  que  les  fonctions  continues  u,  u,  w,  qui  sont  nulles  pour 
tn  =  tn,  restent  nulles  quand  tn  varie. 

A  cet  effet,  calculons  les  dérivées  de  u^  v,  lo  en  ne  faisant  varier 
que  in .  On  a 


du 

d    fdx\ 

dXi 

dXi  dx 

dXi  dy 

dXi  dz 

dtn 

dtn  V  àti  J 

dtn 

dx    dtn 

dy     dtn 

dz    dtn 

ou,  en  abrégé,  eu  égard  aux  relations  (6)  et  (2),  si  l'interversion  de  déri- 
vation est  permise, 

du   _     d    f  àx  \_   oXj 

dtn  ~     dti    \   dtn  J  ùtn 

Mais  cette  interversion  est  permise,  en  vertu  du  théorème  de  Schwarz, 

dx 

car  cette  dérivée  seconde  est  continue.  En  effet,  puisque  — r —  =  X,i ,  il 

dtn 

vient,  eu  égard  à  (7), 

d    fàx\  ^dXn      dXn  dx        dXn    dy     ,  dXn  dz 
dti  ^  dtn)       dti  ^  dx     dti  "^  dy     dtt    '    dz     dit 

oXn     ,         dXn     ,     ,    OXn     ,         dXn 

oti  dx  dy  oz 

Poitant  cette  valeur  dans  l'équation  précédente, on  obtient,  grâce  à  (3), 
la  première  des  trois  équations  du  système  suivant  (les  deux  autres  s'ob- 
tenant  par  un  calcul  analogue)  : 


du 
dtn 

dXn     , 

dx     ^ 

dXn     ,           dXn 

ày    +«-    à. 

dv 

dtn 

dYn    , 
dx 

dy              dz 

dio 

dtn 

dZn      , 

dx     ' 

dZn     ,           dZn 

dy     +"    dz 

C'est  un  système  d'équations  différentielles  ordinaires  entre  tt.  v,io  et  tn. 

On  obtient  un  système  d'intégrales  s'annulant  pour  tn  =  tn  en  posant 
w  =  1'  =  ic  =  0  et  il  n'y  a  pas  d'autre  système  satisfaisant  aux  mêmes 
conditions  initiales,  donc  îc,  v  et  w  sont  bien  nuls. 

299.  Méthode  d'intégration  de  Mayer.  —  Vintégration  du  système  (1) 
complètement  mtégrabie  d  n  variables  indépendantes ^  revient  à  l'inté- 
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gration  d'un  système  dCô.qimtions  différentielles  ordinaires  renfermant 
n  —  1  paramètres  arbitraires . 

En  effet,  supposons  les  conditions  de  continuité  relatives  aux  valeurs 
initiales  réalisées  pour  un  système  de  valeurs  nulles  des  t  et  les  valeurs 
ooo,  î/o  et  2-0  des  fonctions  inconnues.  Au  besoin,  on  réalisera  cette  condi- 
tion par  un  déplacement  d'axes.  Cherchons  le  système  d'intégrales 
a?,  y,  z  ayant  ces  valeurs  initiales  à  l'origine  des  t.  Allons  en  ligne  droite 
de  l'origme  des  t  au  point  quelconque  ^j,  ^j,,...  tn  et  intégrons  les  équa- 
tions (1)  le  long  de  cette  droite.  On  a,  les  X  étant  constants, 

to    ^^       2    1?  3   ^^^       3    1^         •'■  ?i   ^^^    ^îl  ^1 

et,  en  substituant  dans  les  équations  (1),  il  vient  (>j  =  1) 

-dt;  ~  r^-^^'     n;  -  T'^^  '      -dt;  ^  r^^^^- 

C'est  un  système  d'équations  différentielles  ordinaires.  Les  intégrales, 
résolues  par  rapport  aux  constantes  d'intégration,  seront 

F,(i;,y,  z,  t,,  \,...  In)  -  a,  F^  ^  p,         F,  =--  y. 

On  détermine  les  constantes  de  façon  que  x,  y^z  aient  les  valeurs  ini- 
tiales iCo,  î/o,  Zq  pour  ^1  =  0;  il  vient  ainsi 

Fh{x,y,Z,  t,,  \,...ln)  ^F,i{a)o,yo,Zo,  0,\,...ln) 
{k^  1,2,3) 

Les  valeurs  de  x,  y,  z  au  point  quelconque  t^,...  tn  s'en  déduisent  en 
éliminant  les  X  ;  ce  sont  les  fonctions  implicites  définies  par  le  système 

F^(^,  ^,  ^,  ^o -^'•••^)-F,(^..o.  ^0,  ^'0,  0,  ^,...  Al^ 

(A  =  1,2,  3). 
Ces  équations  fournissent  les  intégrales  cherchées. 

300.  Cas  généraL —  Un  système  de  n  équations  simultanées  aux  diffé- 
rentielles totales  entre  n  fonctions  inconnues  Xji  de  m  variables  indépen- 
dantes yi  est  de  la  forme 

(8)  dxh  =  S  an  dyt  '         ' 

i=i  (    /  --  1,  2,...  m, 

où  les  a  sont  des  fonctions  continues  données  des^',  ?/.  Définissons  le 
symbole  opératoire 

Bî/ft       dyn    '  h^i  '  dx^  ' 
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le  système  sera  complètement  intégrahle  si  l'on  a  les  identités 
Ic^^^lai  \    /, /t=l,2,...m, 

Toute  l'analyse  précédente  s'étend  d'elle-même  au  cas  général,  moyen- 
nant la  continuité  de  toutes  les  dérivées  partielles  qui  interviennent  dans 
ces  dernières  formules.  En  particulier,  l'intégration  du  système  (8)  se 
ramène  par  la  méthode  de  Mayer  à  celle  d'un  système  de  n  équations 
différentielles  ordinaires.  Nous  utiliserons  cette  méthode  au  n"  307. 

§  7.  Systèmes  d'équations  linéaires  et  homogènes 

par  rapport  aux  dérivées  partielles 

d'une  même  fonction  inconnue. 

301.  Systèmes  d'équations  indépendantes.  —  Considérons  un  système 
de  q  équations  linéaires  et  homogènes  quant  aux  dérivées  partielles 
d'une  fonction   inconnue   f  par  rapport    à    n    variables    indépendantes 


(î=l,2,..,  î) 
Ici  X  désigne  donc  le  symbole  opératoire 

^     ,  (?      ,  ,  à 

et  les  a  des  fonctions  données  de  x^,  x^,...  Xn. 

Le  symbole  opératoire  X,  qui  n'est  qu'une  combinaison  linéaire  de  déri- 
vées, obéit  aux  règles  générales  de  dérivations.  On  a,  par  exemple, 

X{u  +  u  +  ...)  =  Xm  +  Xy  +  ... 
X.UV  =  uXv  +  vX.u 
XFiu,  .,...)  =  \{u)  ^—  +  (X.)  ^-  +  ... 

Nous  dirons  que  les  q  équations  X/=  0  sont  indépendantes  lorsqu'il 
n'existe  entre  elles  aucune  relation  identique  de  la  forme 

x,x/+x,X2/-+...  4-X^X^/-=0, 

où  les  X  sont  des  fonctions  de  œ^,  x^,...  Xn  non  toutes  nulles  ;  et  nous 
disons  que  cette  relation  est  identique  lorsque  les  coefficients  de  toutes 
les  dérivées  partirlles  sont  identiquement  nuls,  c'est-à-dire  quand  on  a 
les  n  identités  suivantes  : 


\ai  +  >^2«i  + 


"Q' 


{i=l,2,...n) 
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D'après  cela,  un  système  linéaire  à  n  variables  indépendantes  ne  peut 
pas  contenir  plus  de  n  équations  indépendantes.  En  effet,  si  l'on  avait 
q  y  n,  le  système  écrit  en  dernier  lieu  admettrait  toujours  des  solutions 
Xj,  Xg,..,  Xç  non  toutes  nulles,  qui  le  rendraient  identique,  et  les  équa- 
tions Xif=  0  ne  seraient  pas  indépendantes. 

Supposons  q  ^  n.  S'il  y  a  dans  le  système  proposé  n  équations  indé- 
pendantes, par  exemple  celles  d'nidices  i=l,  2,...  n,  c'est  que  le  sys- 
tème 

(/=1,  2,...n) 

n'est  satisfait  que  si  tous  les  X  sont  nuls,  ce  qui  exige  que  le  déterminant 
des  coefficients  «/  du  système  soit  différent  de  zéro.  Les  n  équations 
indépendantes    du    système    proposé    forment  donc  un  système   de   n 

équations  homogènes  entre  les  dérivées  partielles  ~~  tel  que  le  déter- 
minant des  coefficients  an  du  système,  déterminant  qui  est  le  même  que 
le  précédent,  est  différent  de  0.  Par  conséquent,  le  système  des  équa- 
tions Xt/=0  n'a  que  la  solution  banale 

-^-  =  -^; —  =.  ..   =  ~-      ^  0,  d  OU  /  =  const. 

axi        aoc^  âxn 

Si  le  système  proposé  contient  moins  de  n  équations  indépendantes, 
comme  on  peut  supprimer  du  système  une  équation  qui  est  une  consé- 
quence de  celles  que  l'on  garde,  on  peut  remplacer  le  système  proposé 
par  un  système  de  q'  équations  indépendantes  {q' <n)  et  équivalent  au 
premier. 

Nous  pouvons  donc  supposer  maintenant  q<.n  et  les  équations  indé- 
pendantes. 

302.  Réduction  d'un  système  quelconque  à  un  système  complet.  — 
Supposons  le  syvstème  proposé  formé  de  g-  <  w  équations  Xtf  =  0.  Nous 
allons  démontrer  la  proposition  suivante  : 

On  peut  for7ner  d(.'.  nouvelles  équations  linéaires  qui  seront  satisfaites 
par  toutes  les  sohdions  du  système  proposé. 

En  effet,  soit  /"une  solution  ;  on  aura  identiquement 

par  suite,  aussi 

XniXif)  ^  XnXir=  0,         X^iXf^n  =  Xe  X^f=^  0, 
d'oîi 

X.Xft /"- X;,  X,/ =^  (X,  X;,  -  Xa  X,  )  /  -  0. 

Les  solutions  /"vérifient  donc  toutes  les  équations  de  cette  forme  et 
nous  allons  montrer  que  celles-ci  sont  encore  linéaires.  Il  suffit  de  con- 
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stater  que  les  dérivées  secondes  se  détruisent  dans  le  premier  membre. 
Il  vient,  en  développant  les  calculs, 

x,x,/^  sx/4^)  =  s  (X.4)  4^  +  s  4x,.-^- 

h      V      axh  I      h  oxji  oxji 

La  dernière  somme  est  symétrique  en  h^l  \  elle  se  reproduit  donc  aussi 
par  la  permutation  des  indices  /,  A,  car  celle-ci  revient  à  celle  des 
indices  A,  l.  Permutant  donc  les  indices  i,  k  dans  l'équation  et  sous 
trayant  membre  à  membre,  il  reste  la  formule  de  développement  : 

[Xi  X,  -  X^  X,)  /•  =  s  (X,  ai  -  Xx.  ai  )  -^  , 

qui  montre  que  l'équation  en  question  est  linéaire. 

Formons  donc  les  équations  (X/X/.  —  X/.X?)/  ^  0  pour  toutes  les 
combinaisons  d'indices.  Ajoutons  au  système  proposé  toutes  celles  de  ces 
équations  qui  sont  indépendantes  entre  elles  et  qui  forment  avec  le  sys- 
tème primitif  un  système  d'équations  indépendantes.  Nous  obtenons  un 
nouveau  système  d'équations  indépendantes 

x,/  =  o,       x,/--o, ..        X.,_s/-0. 

Si  q  -\-  s  =^  n,  ce  système  et,  par  suite,  le  système  proposé  n'ont  que 
la  solution  banale  /"=  const.  Si  q  +  s  <  n,  on  recommencera  sur  le 
nouveau  système  l'opération  faite  sur  le  proposé,  et  ainsi  de  suite.  On 
arrivera  finalement  soit  à  un  système  de  n  équations  indépendantes, 
auquel  cas  le  système  proposé  n'a  que  la  solution  banale  f  =  const.,  soit 
à  un  système  de  r  équations  indépendantes  (r  <  n]  tel  que  toutes  les 
combinaisons  (Xj  X^ —  X^Xi]  /soient  des  combinaisons  linéaires  de  XJ, 
Xif,...  Xrf.  Dans  ce  dernier  cas,  l'application  de  la  méthode  précédente 
ne  fournit  plus  d'équations.  Clebsch  a  donné  à  un  tel  système  le  nom 
de  système  complet. 

On  voit  ainsi  que  la  recherche  des  intégrales  d'un  système  linéaire 
quelconque  se  ramène  à  celle  des  intégrales  d'un  système  complet. 

La  théorie  des  systèmes  complets  repose  sur  le  thérorèrae  suivant  : 

303.  Transformation  des  systèmes  complets.  —  Théorème.  —  Si  Von 
remplace  vu  système  compAet 

Xi/-=.o,      XJ=0,...      Xrr=o, 

par  un  autre  système 

Z,r=0,  Z,f=0,...  Zrf-O, 

équivalent  au  premier ,  c'est-à-dire  tel  qttonait 

Zi  /•=  xi  Xi  /•+  x*2  x.,f-{ — {-y^Xrf 
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potcr  i=l,  2,...  r,  les  X  désignant  des  fondions  des  x  dont  le  détermi- 
nant nest  pas  nul,  le  nouveau  système  sera  encore  complet. 
En  effet,  des  deux  relations 

h  l 

on  conclut 

z,  Zx-  /■  =-  S  A  (x„  xf  )  X,  /-  H- 1:  xi  xf  X,  x,  r. 

h,l  h,l 

La  dernière  somme  est  symétrique  en  h,  l  ;  elle  ne  change  donc  pas 
par  la  permutation  de  ces  indices.  Permutons  /,  k  dans  toute  l'équation 
précédente,  7i,  l  dans  la  dernière  somme  seulement  et  soustrayons  mem- 
bre à  membre  ;  il  vient 

[Zi  Z,  -  Z,  Z,)  /■  -  s  [X^,  (X„  Xf  )  -  X^  (X;,  l\)  I  X,  /■ 

'Ij 
Puisque  le  système  primitif  est  complet,  le  second  membre  est  une 
fonction  linéaire  des  expressions  X/";  par  suite,  à  cause  des  dernières 
relations  de  l'énoncé  d'où  l'on  tire  réciproquement  les  Xfen  fonction 
linéaire  des  Z/",  ce  second  membre  est  aussi  linéaire  par  rapport  aux  Z/". 
Donc  le  nouveau  système  est  encore  complet. 

304.  Réduction  d'un  système  complet  à  un  système  Jacobien.  — 
Considérons  maintenant  un  système  complet  de  m  équations  linéaires 
à  m  -\~  n  variables  indépendantes.  Pour  introduire  plus  de  symétrie 
dans  les  calculs,  nous  représenterons  ces  variables  par  y^,  yo,...  ym  et 
a?!,  x^,...  Xn.  Résolvons  le  système  par  rapport  à  m  des  dérivées  par- 
tielles choisies  de  manière  que  le  déterminant  de  leurs  coefficients  ne  soit 
pas  nul,  ce  qui  est  possible  puisque  les  équations  sont  indépendantes. 
Supposons  que  ce  soient  les  dérivées  par  rapport  aux  y  ;  le  système 
primitif  sera  remplacé  par  un  autre  de  la  forme  suivante  : 

dyi  dxy  dx.^  ôxn 

(/-1,2,...  m) 

qui  sera  encore  complet  (no  303).  On  donne  à  un  système  complet  de 
cette  forme  le  nom  de  système  Jacobien.  Un  système  Jacobien  est  donc 
un  système  complet  résolu  par  rapport  à  autant  de  dérivées  qu'il  y  a 
d'équations.  Ces  systèmes  jouissent  de  la  propriété  fondamentale  suivante: 

Théorème.  —  Dans  tout  système  jacobien,  tel  que  le  précédent,  les 
expressions  (Zj  Z^  —  Z^  Zj)  (sont  identiquement  nulles. 
En  effet,  le  système  étant  complet,  on  a  identiquement 

(Z,  Zk  —  1kZt)f=  ^lZ,/+  1214+  '"  +  ^mZm/'. 
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Mais  les  dérivées  par  rapport  aux  y  ont  disparu  dans  le  premier  mem- 
bre, comme  le  montre  la  formule  du  développement  donnée  au  n"  302  ; 
d'autre  part,  ces  mêmes  dérivées  ont  pour  coefficients  respectifs 
^1,  '^2,--.  ^m  dans  le  second  membre.  Donc  tous  les  X  sont  nuls,  ce  qui 
prouve  le  théorème. 

Corollaire.  —  Si  œ  est  une  intégrale  d'une  des  équations  du  système 
Jacobien,  par  exemple  Zj  f=  0,  les  expressions 

sont  aussi  des  intégrales  (distinctes  ou  non)  de  la  même  équation. 

En  effet,  Zif  est  nul  par  hypothèse,  par  suite,  Z2  Zj  «>  l'est  aussi  ;  et, 
puisque  le  système  est  jacobien,  on  a  identiquement 

ZjZo'f  =  Z2Z1  cp  =  0. 

305.  Equivalence  entre  un  système  jacobien  et  un  système  d'équations 
aux  différentielles  totales.  —  On  sait  que  l'intégration  d'une  seule  équa- 
tion linéaire  et  homogène  aux  dérivées  partielles  est  équivalente  à  celle 
d'un  système  d'équations  différentielles  ordinaires.  C'est  un  cas  particu- 
lier de  la  correspondance  qui  existe  entre  les  systèmes  jacobiens  d'équa- 
tions aux  dérivées  partielles  et  les  systèmes  complètement  intégrables 
d'équations  aux  différentielles  totales.  Nous  allons  donc  généraliser  ici  la 
théorie  du  n"  278. 

Considérons  le  système  jacobien 

^  àyi      h=i      dœn  \    h--\,2,...n. 

On  aura  une  série  d'identités  de  la  forme 

(ZiZ^  — Z^.Zé)/=0, 

qui  se  décomposent  chacune  en  n  autres  par  la  formule    du  n"  302. 
Ces  identités  qui  expriment  que  le  système  (1)  est  jacobien  sont  donc 

(        A  --=  1,  2,...  n. 

Multiplions  les  m  équations  (1)  par  oJ^/i,  dy^,...  dym  considérés  comme 
des  différentielles  indépendantes,  et  ajoutons  membre  à  membre.  Nous 
formons,  les  dy  étant  arbitraires,  une  équation  unique  équivalente  au 
système  (1)  : 


(3)  .^.  ^  ^Vi  +  ^.  i-^^  l/^  dy^  -  0- 


Posons  le  système  d'équations  aux  différentielles  totales 

m 
(4)  dxn  ^  S  a\  dyi  (/^  =  1,  2,...  n\ 
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Nous  commençons  par  observer  que  les  conditions  (2)  qui  expriment 
que  (1)  estjacohien  sont  les  mêmes  que  celles  qui  expriment  que  (4)  est 
complètement  intégrable,  à  savoir  (n°  300) 


(5) 

oai 

{ 

2 

2 

irce  que  ] 

l'on 

a 

8 
^k 

d 

n 

= 

h=i     oxn 

et  l'identité  (5)  est  la  même  que  (2). 

Mais  on  doit  supposer  réalisées  les  conditions  de  continuité  qui  servent 
de  base  à  la  théorie  des  équations  aux  différentielles  totales  telles  que  (4), 
à  savoir  la  continuité  des  coefficients  a  et  de  leurs  dérivées  partielles  qui 
figurent  dans  les  formules  (5).  autant  dire  dans  les  formules  (2).  Nous 
admettrons  donc  que  ces  conditions  ont  lieu. 

Nous  allons  maintenant  montrer  que  l'intégration  du  système  jaco- 
bien  (1)  ou  du  système  complètement  intégrable  (4)  sont  deux  problèmes 
complètement  équivalents. 

Appelons  intégrale  de  (1)  toute  fonction  /'des  x  et  des  y  qui  satisfait  à 
l'équation  (1),  intégrale  de  (4)  toute  fonction  f  des  x  et  des  y  qui 
demeure  constante  en  vertu  des  équations  (4).  Je  dis  que  les  systèmes 
(1)  et  (4)  admettent  les  mêmes  intégrales. 

P  Toute  intégrcde  de  (1)  est  une  intégrale  de  (4). 
En  effet,  toute  intégrale  /'  de  (1)  vérifie  l'équation  (3),  qui  se  réduit, 
par  les  équations  (4),  à 

df=0,         d'où        /"=  const. 

Donc  toute  intégrale  de  (1)  demeure  constante  en  vertu  des  équations  (4). 

2**  Toute  intégrale  de  (4)  est  une  intégrale  de  (1). 

En  effet,  soit /"une  fonction  qui  demeure  constante  en  vertu  de  (4). 
Donnons  aux  variables  x,  y  un  système  de  différentielles  satisfaisant  aux 
relations  (4)  ;  nous  aurons 

df=^-§-dy,^^^dxn  =  0. 
i  oyi  h  0  Xji 

Remplaçons  les  dx  par  leurs  valeurs  tirées  de  (4),  cette  relation  se 
transforme  dans  (3),  et  (3)  se  décompose  dans  (1)  puisque  les  dy  sont 
arbitraires, 

306.  Théorème.  —  Tout  système  jacobien,  donc  aussi  tout  système 
complet,  de  m  équations  linéaires  à  {m  +  n)  variables  indépendantes 
admet  n  intégrales  distinctes  et  toute  autre  intégrale  est  une  fonction  des 
précédentes. 
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En  effet,  intégrons  le  système  (4)  ;  les  intégrales  détiendront  de  n 
constantes  arbitraires  permettant  d'attribuer  aux  x  des  valeurs  arbi- 
traires pour  un  système  arbitraire  de  valeurs  des  y  (n"  300).  Ce  système, 
résolu  par  rapport  aux  constantes  arbitraires,  sera  de  la  forme 

{  (r=\,2,...n] 

Nous  avons  ainsi  obtenu  n  intégrales  cp^  du  système  (4),  donc  aussi  du 
système  (1)  ;  et  ces  intégrales  sont  distinctes,  puisque,  les  a,,  étant  arbi- 
traires, il  ne  peut  exister  aucune  relation  entre  les  fonctions  ta. 

Montrons  maintenant  que  toute  autre  intégrale  est  une  fonction  des 
précédentes. 

Remarquons,  à  cet  effet,  qu'on  a  identiquement 

%!'  y2,"-ym,  ?i,  ?2,---  ?n)   ^  Q^(?i,  ?2.-.'  yn)   . 
«^(^1.  y;,...ym,OC^,Xz,...  Xn)  d{œi,X2,...  Xn) 

Le  second  déterminant  fonctionnel  n'est  pas  nul,  puisque  le  système  (6) 
peut  être  résolu  par  rapport  aux  variables  x  ;  le  premier  ne  l'étant  par 
conséquent  pas  non  plus,  les  quantités  î/  et  tp  sont  indépendantes  entre 
elles,  et  on  peut  les  prendre  comme  nouvelles  variables  indépendantes  au 
lieu  des  x,  y. 

Les  équations  (1),  transformées  par  ce  changement  de  variables,  sont 
(nO  278,  IV) 

âf         "  âf 

1if=~-  +  S  (Z.cp,  )  -^  =  0         H^\,  2,...  m) 

et,  les  (f  étant  des  intégrales,  elles  se  réduisent  à 

àyi        dy^       '"       dym 

Ces  équations  expriment  donc  que  toute  intégrale  /,  étant  indépen- 
dante des  y,  est  une  fonction  des  cp  seulement,  ce  qui  prouve  la  proposi- 
tion. 

Réciproquement,  toute  fonction  des  'f  est  une  intégrcde,  puisqu'elle 
demeure  constante  en  même  temps  que  les  cp. 

307.  Méthode  d'intégration  de  Mayer.  —  Théorème.  —  Vintégra- 
tion  d'un  système  jacobîen  de  m  équations  linéaires  à  m  +  n  variables 
indépendayites  se  ramène  à  Vintégration  d'une  équation  linéaire  unique  à 
{n-\-\)  variables  indépendantes. 

La  détermination  des  intégrales  <p,.  du  n"  précédent,  ou  l'intégration 
du  système  (4)  aux  différentielles  totales,  se  ramène,  en  effet,  par  la 
méthode  de  Mayer  (n°  299),  à  celle  d'un  système  d'équations  différentielles 
ordinaires  renfermant  des  paramètres  arbitraires  ). 
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Nous  supposons  que  les  conditions  de  continuité,  rappelées  au  n°  305, 
sont  satisfaites  aux  environs  des  valeurs  a?"  des  x  et  nulles  des  y,  sinon 
on  commencerait  par  réaliser  cette  condition  par  un  changement  d'axes. 
Dans  ce  cas,  le  système  des  équations  de  Mayer  correspondant  à  (4)  est 
le  suivant  : 

(7)  .     '^^"      .-=rfy,  j    '<-l,2,...>'. 

an  +  ^  li  Oh  I     /  =  2,  3, . . .  m. 

i 

Il  admet  n  intégrales  {r=\,2,...n) 

'\fr  {yi,  ^1,  ^z,".  ^n>  ^21-. •  ^'m)  =  Const. 
Celles-ci   connues,   l'intégration  du  système  (4)  est  effectuée  par  les 
formules  (n"  299) 

,„(,...,,,....„,  l.,...|..).,,.(o,.;,....»,|.-|f) 

(r=l,2,...  n) 

où  les  x^  sont  les  valeurs  initiales  des  x  pour  les  y  nuls,  et  ces  valeurs  sont 
les  constantes  d'intégration.  Les  intégrales  'f^-  du  n"  précédent,  qui  sont 
celles  du  système  jacobien,  s'obtiennent  en  résolvant  le  système  précé- 
dent par  rapport  à  ces  constantes.  En  d'autres  termes,  ce  sont  les  fonc- 
tions cp  qui  se  tirent  du  système 

(9)    |t,.(!/.,.„....„,i,  -  &')«+,.(o,ï„.„...ï„,J|^.  -  |-^) 

(,-=l,2,...«) 

et  se  réduisent  respectivement  à  ^'i,  x^,,..  Xn  quand  les  y  s'annulent. 

On  voit  donc  que  le  problème  se  ramène  à  l'intégration  du  système  (7) 
d'équations  différentielles  ordinaires,  ou  à  celle  de  l'équation  linéaire 
unique  aux  dérivées  partielles  équivalente,  à  savoir 


(10)  ^  +  s  U+i:x,4)-^f  = 

'  ôy^      h=i\         i         J  dXfi 


Celle-ci  est  à  w  -|-  1  variables  indépendantes  et  le  théorème  est 
démontré. 

Corollaire.  —  Il  existe  une  intégrale  et  une  seule  dit  système  jaco- 
bien se  réduisant  à  une  fonction  arbitraire  F  [x^,x^^...  Xn)  des  varia- 
bles X  quand  on  annide  tous  les  y. 

En  effet,  soient  tpi,  f^,...  fn  les  intégrales  précédentes,  se  réduisant 
respectivement  à  a;,,  x^,...  x^  quand  les  y  s'annulent.  L'intégrale 
F  (cpi, 'fg,...  !p„)  se  réduit  à  ¥  {x^,  x^,...  Xn)  quand  les  y  s'annulent. 
Toute  autre  intégrale  •t  (cp^,  cog,..-  ^n)  jouissant  de  la  même  propriété 
sera  identique  à  la  précédente,  puisque,  en  annulant  les  y,  on  obtient 

<I>  {x^ ,  X^,. ..  X„)  ^F  (x^,  X^,...  Xn) 

et,  les  X  étant  arbitraires,  les  deux  fonctions  F  et  <I>  sont  identiques. 
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Cette  conclusion  suppose  les  conditions  de  continuité  réalisées  dans  le 
domaine  des  valeurs  des  x  et  aux  environs  des  valeurs  nulles  des  y  que 
l'on  considère. 

308.  Autre  démonstration  de  la  méthode  de  Mayer.  —  Si  l'on  a  préa- 
lablement établi  l'existence  des  intégrales,  on  peut  justifier  la  méthode 
de  Mayer  sans  passer  par  le  système  aux  différentielles  totales. 

Proposons-nous  donc  de  déterminer  les  intégrales  cpi,  'fg,...  :pn  du 
système  (1)  se  réduisant  à  x^,  x^,.-.  Xn  quand  les  y  s'annulent.  Pour 
cela,  faisons  le  changement  de  variables 

Nous  formerons  le  système  transformé  de  (1)  en  substituant  aux  -v^ 

ày 

leurs  valeurs  tirées  de  (1)  dans  les  équations  suivantes  foù  le  membre 
auxiliaire  du  milieu  est  à  supprimer)  : 

J^  ^  ^   ày_^      Jl^   dy^  ^   df  df  df 

dt        dy,     dt   '^  dy,     dt    ~^  ôy,  ^  ^'-  dy,  "^  ^'^  dy,  ^  '" 

dzi        dyi    dzi    '    dy^    dzi  '^  '"         dyi 
La  p?'emière  équation  sera  [i  =  2,  3,...  m) 

-^  4-  S  \arrr  S  Zi  an)  ~~-  -  0  • 

C'est,  celle  que  nous  avons  intégrée  au  n"  précédent. 

Le  changement  de  variables,  transforme  les  intégrales  cpj,...  cp„  du 
no  précédent  en  des  fonctions  cjj,...  njn  de  t,  z,  qui  sont  des  intégrales  de 
cette  équation  se  réduisant  k  x^,,.-  x^  pour  la  valeur  ^  =  0  qui  annule  tous 
les  y.  Or  cette  condition  suffit  pour  déterminer  ces  intégrales.  En  effet, 
cette  équation  peut  s'intégrer  isolément  en  considérant  les  z  comme  des 
paramètres.  Soient 

'}^r{t.X^,...Xn,Z^,...  z.,n)        (r=l,2,.  .  n) 

un  système  de  n  intégrales  distinctes  ;  celles  qui  se  réduisent  à  Xj,...  Xn 
pour  t  =  0,  se  tirent  du  système 

|;.(^  a;,,...  Xn,  Zr.,...  Zm)  =  '>;-(0,  Ô7i,...  ï^>j  ,  Cj,...  Zyn) 

et  celles  ci  des  équations  primitives  se  tirent  du  système  transformé 

*'■(—■-];■••■  lf)-*"(«'^ ^-ff'-r 

On  reconnaît  les  équations  de  tout  à  l'heure. 
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309.  Deuxième  théorème  de  Mayer.  —  La  détermination  d'une 
seule  intégrale  d'un  système jacobi en  se  ramène  à  la  détermination  d'une 
seule  intégrale  de  l'équation  linéaire  unique  qui  lui  correspond. 

Supposons,  en  effet,  que  l'on  connaisse  une  seule  intégrale  4'r  de  l'équa- 
tion (10)  on  du  système  équivalent  (7).  Les  intégrales  inconnues  du 
systènae  jacobien,  ©,,  (pg,...  cp„ ,  vérifient  la  relation  (9).  En  résolvant 
cette  relation  par  rapport  à  (pi,  on  en  tire 

Effectuons  sur  cette  identité  l'opération  Z^  ;  il  vient,  puisque  les  (f 
sf'nt  des  intégrales, 

Le  premier  membre  dépend  en  général  des  variables  x,  y  et  (ç,  mais  cp, 
a  disparu.  Si  les  autres  cp  disparaissent  aussi,  l'équation  doit  se  réduire  à 
une  identité,  car  il  n'y  a  pas  de  relation  entre  les  variables  x,  y.  Si  ceci 
se  présente  quel  que  soit  h,  6j  fournit  l'intég.'-ale  commune  du  système 
jacobien  en  y  remplaçant  cpj,...  tp»  par  des  constantes  et  la  question  est 
résolue. 

Supposons  donc  que  (pg  entre  encore  dans  l'équation  précédente  pour 
une  valeur  donnée  de  A  ;  en  la  résolvant  par  rapport  à  tpg»  on  aura 

Effectuons  de  nouveau  sur  cette  identité  l'opération  Z/; .  Si  Z/j  6,,  est 
identiquement  nul  quoi  que  soit  h,  Og  fournit  l'intégrale  commune  que 
l'on  cherche  en  y  remplaçant  les  'f  par  des  constantes. 

Dans  le  cas  contraire,  on  obtient  au  moins  une  relation  Z/i  60  =  0 
non  identique,  mais  renfermant  au  moins  une  fonction  w,  par  exemple  «fg, 
et  d'où  l'on  tirera 

Ts^^s  (yi"--  2/m,  ^1,...  ^71,  ?4,-..  fn)- 

En  continuant  ainsi  de  suite,  ou  bien  on  trouvera  une  intégrale  com- 
mune avant  n  opérations,  ou  bien,  après  n  opérations,  les  autres  tp  seront 
éliminés  et  l'on  obtiendra  l'intégrale  cherchée 

310.  Ordre  d'une  intégration.  —  On  appelle  opération  d'ordre  n  la 
recherche  d'une  intégrale  d'une  équation  linéaire  k  n  -\-  \  variables 
indépendantes  ou  du  système  d'équations  différentielles  ordinaires  simul- 
tanées qui  lui  correspond. 

D'après  le  théorème  IV  du  n»  278,  l'intégration  complète  d'une  équa- 
tion linéaire  k  n  -\-  \  variables  indépendantes  ou  du  système  d'équations 
ordinaires  qui  lui  correspond,  exige  que  l'on  fasse  successivement  des 
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opérations  d'ordres  n,  [n —  1),  (w  —  2),...  2,  1.  Si  l'on  connaît  déjà  k 
intégrales,  la  détermination  d'une  nouvelle  intégrale  est  une  opération 
d'ordre  n  —  h. 

La  recherche  d'une  intégrale  d'un  système  jacobien  de  rn  équations  à 
m  -\-  n  inconnues  est  donc  une  opération  d'ordre  w,  en  vertu  du  second 
théorème  de  Mayer  (n°  309).  L"intégration  complète  du  système  exige 
des  opérations  successives  d'ordre  w,  {71 —  1),...  2,  1. 


CHAPITRE  VIII. 

Notions  sur  le  calcul  des  variations 
et  le  calcul  des  différences. 


§  1.  Calcul  des  variations. 

311.  Variation  d'une  intégrale  définie.  —  Soient  y  une  fonction  f{x) 
et  y'  sa  dérivée,  F(.t,  y,  y')  une  fonction  donnée,  continue  ainsi  que 
ses  dérivées  partielles  des  divers  ordres  ;  considérons  l'intégrale 


(1)  I  ^pF(a',  y,  y'}  dx. 


Pour  étudier  les  changements  que  subit  cette  intégrale  quand  on 
modifie  la  fonction  y  et  les  limites  x^  et  Xi,  on  imagine  que  ces  chan- 
gements résultent  de  la  variation  d'un  ou  de  plusieurs  paramètres, 
que  l'on  introduit  de  la  manière  suivante  : 

L'équation  y  =  f{x)  est,  entre  Xq  et  a-,,  celle  d'un  arc  de  courbe  AB 
et  Tintégrale  (1)  est  prise  le  long  de  cet  arc.  Quand  on  altère  y  et  les 
limites  Xq,  x^,  cela  revient  à  remplacer  l'arc  AB  par  un  autre  AjB,. 
Pour  étudier  les  changements  éprouvés  par  l'intégrale  quand  on  passe 
d'un  arc  à  l'autre,  on  fait  un  changement  de  variables  et  l'on  considère 
une  représentation  paramétrique  de  l'arc  :  on  pose,  t  désignant  la 
nouvelle  variable  indépendante  et  aj,  aj,...  des  paramètres  dont 
dépendent  la  forme  et  les  extrémités  de  l'arc, 

(2)  X^<f{t,cc„ct^,...\,  </ -<>(f,  ai,a.,,...). 

On  conçoit  que  ces  valeurs  de  x,  y  se  réduisent  à  x^,  y^  et  à  a;,,  y/j 
respectivement  pour  i  =  0  et  pour  t  -=  i  ;  ensuite  que,  pour  des 
valeurs  particulières  des  paramètres  (nulles  par  exemple),  l'arc  défini 
par  les  équations  (2)  se  réduise  à  l'arc  AB.  Alors  cet  arc  se  déforme 
et  se  déplace  quand  les  paramètres  varient.  On  verra  par  la  suite 
qu'il  est  généralement  inutile  de  former  explicitement  les  fonctions 
cp(/,  a),  m,  cl)  et  que  le  point  de  vue  que  nous  venons  de  définir 

22 
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importe  seul  pour  la  conduite  des  calculs.  Ce  point  de  vue  étant 
établi,  les  définitions  se  réduisent  aux  suivantes  : 

La  variation  de  l'intégrale  I  est  sa  différentielle  totale  par  rapport 
aux  paramètres  a. 

La  variation  d'une  fojiction  quelconque  de  x,  y,  y',  y",-.,  est  sa  diffé- 
rentielle totale  par  rapport  aux  a. 

Les  variations  se  représentent  avec  la  caractéristique  o  pour  les 
distinguer  des  différentielles  par  rapport  à  t,  que  l'on  appelle  simple- 
ment différentielles  et  que  l'on  continue  de  représenter  avec  la  carac- 
téristique d.  D'où  la  règle  suivante  : 

Les  symboles  d  et  o,  désignant  des  différentielles  relatives  à  des  varia- 
bles indépendantes,  peuvent  toujours  être  intervertis. 

Arrivons  maintenant  au  calcul  de  la  variation  81  de  l'intégrale.  Ce 
calcul  se  fait  par  l'application  des  règles  générales.  On  prend  t  comme 
variable  d'intégration  ;  il  vient 

et,  les  limites  étant  constantes,  ôl  se  calcule  par  la  règle  de  Leibnitz 


Jo      dt  Jo 


dt 


dt. 


Après  la  substitution  Zdx  =  d^x,  on  peut  faire  une  intégration  par 
parties  sur  le  second  terme  de  l'intégrale  ;  et  l'on  trouve,  en  revenant 
à  X  comme  variable  d'intégration. 


(3) 


ùl  =  [¥hx]l  +  p^SF  —- ^  hx^  dx. 


Il  y  a  lieu  de  transformer  cette  expression.  Posons,  en  abrégé, 

^  '  dx  dy  dy'  ' 

nous  aurons 

8F  =  \hx  -f  Y82/  +  rhy\  ^  =  x  +  Yy'  +  Vy"  ; 

et  il  viendra 

ol  =  [Yùx]  +  pVx-  [Y(8î/  -  y'ox)  -f  Y'  iZy'  —  y"hx)]. 
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Pour  simplifier,  définissons  une  quantité  w  (appelée  parfois  élément 
déformateur)  par  la  formule 

(5)  w  =  oy  —  y'ox  ; 

il  viendra,  en  différentiant  par  rapport  à  t, 

dM  =  ody  —  y'klx  —  dy'^x 
et,  en  remplaçant  My  par  t{y'dx)  =  oy'dx  +  y'Mx, 

(6;         d(o  -=  ^y'dx  —  dy'hx,        d'où        w'  --=  oy'  —  y"ùx, 
où  w'  est  la  dérivée  de  w  par  rapport  à  x.  On  a  donc 

SI  =  [Fô^i;  +  r'(Ya>  +  Y'w')  dx. 
M, 

Celte  intégrale  se  transforme  enfin  au  moyen  d'une  intégration  par 
parties  sur  le  second  terme,  et  il  vient  définitivement 

(7)  SI  ^  [FS^  +  Y'coj;  +  ["^  ^Y  -  ^^  (0  dx. 

312.  Cas  où  F  contient  deux  fonctions.  —  Soient  z  une  seconde 
fonction  de  x  et  2'  sa  dérivée.  La  variation  de  l'intégrale 


l^r'nx,y,y\z.,z')dx 


se  définit  et  se  calcule  en  considérant  z  aussi  comme  fonction  de  t  et  a. 

On  obtient  donc  SI  en  ajoutant  aux  expressions  du  no  précédent  les 

r)F 

termes  analogues  provenant  de  la  variation  de  ;;.  Soient  Z  =         , 

^F  ^^ 

Z'  -=  -^  les  expressions  analogues  à  Y  et  Y'  ;  définissons  une  quan- 
tité auxiliaire  ts^  analogue  à  w  : 

Ts  =  oz  —  z%x,         d'où         ct' -=  5:ï' —  ^"Sa;  ; 
il  faut  compléter  l'expression  (7)  de  Si  comme  ci  dessous  : 

j  SI  -  [F  Ix  +  Y'w  +  Z'cT]; 

313.  Cas  où  F  contient  des  dérivées  d'ordre  supérieur.  —  Les  calculs 
du  no  311  s'étendent  facilement  à  l'intégrale 


I  =  pF(x,//,y'7y",...) 


dx. 
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dans  laquelle  F  renferme  des  dérivées  d'ordre  supérieur  de  y.  En 
effet,  la  formule  (3)  subsiste  et  l'on  a 


51 

Jo 

s::i" 

rfF 
dx 

Sa;  j  dx. 

Sil 

'on 

pose,  en 

abrégé^ 

> 

X 

ôY 

"   dx    ' 

Y  = 

^F 

.      Y'  --= 

Y"  = 

d¥ 
ôy" 

la  quantité  oF -, —  hx  à  intégrer  prend  la  forme 

Y  (%  -  p'ùx)  +  Y'  {hy'  -  y"  ox)  +  Y"(ô^''  -  y'"  àx)  +  ... 
Mais  nous  avons  posé 

w  =  %  —  y'dx,       d'où        (o'  ^-  oy'  —  !/"  hx 
et  on  en  conclut,  en  remplaçant  successivement  y  par  y\  y",... 
aj"=gî/"  —  y"'ox,        ui'"  =  oy'"  —  y^^ox,... 
11  vient  donc 

51  =  ÏVùxT  +  p  (/^Iyw  +  Y'w'  +  Y"co"  +  ...  j  . 

On  fait  disparaître,  par  un  nombre  suffisant  d'intégrations  par  par- 
ties, toutes  les  dérivées  de  w  par  rapport  à  x  qui  figurent  sous  le  signe  J 
et  l'on  trouve  ainsi  l'expression  définitive 

r  d\"  1 

ol  =    F  ùx  +  YVo  +  Y"co'  —  -^  (u  4-  - 

Si  F  contenait  une  seconde  fonction  z  de  x,  il  faudrait  compléter 
ol  de  termes  relatifs  à  z  comme  au  n°  312. 

314.  Cas  où  F  dépend  des  valeurs  de  x,  y,  z  aux  limites.  -  Si  F 
contient  les  quantités  x^,  «/„,  z„  x,,  y„  z„  il  faut  encore  ajouter  aux 
expressions  déjà  obtenues  de  SI  l'ensemble  des  termes  qui  proviennent 
des  variations  de  ces  quantités,  à  savoir 

Ces  termes  ne  dépendent  que  des  variations  aux  limites. 
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315.  Condition  nécessaire  de  maximum  ou  de  minimum  d'une  inté- 
grale définie.  —  L'objet  principal  du  calcul  des  variations  est  de  déter- 
miner les  maxima  et  les  mininna  d'intégrales  définies  dont  les  éléments 
dépendent  d'une  ou  de  plusieurs  fonctions  inconnues. 

Dans  le  cas  le  plus  général,  on  considère  l'intégrale 

I  -        F{x,y,y',y",...  z,z',...)  dœ. 

La  fonction  F  est  donnée,  mais  les  fonctions  y  et  z  ûe  x  sont  incon- 
nues. Quant  aux  limites  j:;o,  ^i,  et  aux  valeurs  correspondantes  de 
y,  z,  y',...,  elles  peuvent  être  soit  données,  soit  complètement  arbi- 
traires, soit  encore  liées  par  une  ou  plusieurs  équations.  Il  n'y  a  d'ail- 
leurs aucune  relation  de  condition  entre  les  variables  elles-mêmes  et 
leurs  valeurs  aux  limites.  On  demande  de  déterminer  y  ei  z  el  ce  qui 
reste  d'indéterminé  dans  les  quantités  aux  limites  de  manière  que  l'in- 
tégrale I  soit  maximum  ou  minimum. 

La  recherche  des  conditions  nécessaires  et  suffisantes  à  cet  effet 
est  un  problème  ardu,  dans  lequel  nous  ne  voulons  pas  entrer.  Mais 
le  théorème  suivant,  qui  ne  donne  qu'une  condition  nécessaire,  suffit 
à  la  détermination  pratique  du  maximum  ou  du  minimum  s'il  existe  : 

Théorème.  —  Le  système  des  valeurs  de  y,  z,...  et  des  quantités  aux 
limites  qui  rend  l'intégrale  maximum  ou  minimum  doit  annuler  sa 
variation  SI  pour  tout  système  de  variations  de  x,  y,  z,...  et  des  quan- 
tités aux  limites  compatibles  avec  les  conditions  imposées. 

Soient,  en  effet,  y,  z,...  Xo,  x^,...  les  valeurs  qui  fournissent  le 
maximum  ou  le  minimum  cherché.  Altérons  infiniment  peu  ces 
valeurs  en  respectant  les  conditions  imposées,  et  cela  au  moyen  de  la 
variation  d'un  ou  de  plusieurs  paramètres  ai,  a^,...  ;  l'intégrale,  con- 
sidérée comme  fonction  de  ces  paramètres,  doit  être  maximum  ou 
minimum.  Donc  (abstraction  faite  des  cas  de  discontinuité,  que  nous 
écartons)  sa  différentielle  totale  81  est  nulle. 

316.  Décomposition  de  la  condition  Si  =:  0.  —  Premier  cas.  —  Con- 
sidérons l'intégrale,  qui  ne  dépend  que  d'une  fonction  inconnue  y, 

l=^r'¥{x,y,y')dx. 

Sa  variation,  fournie  par  la  formule  (7).  est  de  la  forme 


(9)  SI  =  A  +  f  ""'  B 


dx. 
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OÙ  A  est  une  fonction  linéaire  et  homogène  des  variations  des  quan- 
tités  aux  limites  et  où  l'on  a  B  =  Y -j—  • 

Comme  il  n'y  a  pas  de  relation  imposée  entre  les  variables  et  leurs 
valeurs  aux  limites,  l'équation  SI  =  0  se  décompose  en  deux  autres. 

En  effet,  on  peut  d'abord  laisser  fixes  les  quantités  aux  limites,  alors 
A  est  nul  et  il  vient 


B  w  dx  --  0. 


Mais  M=.oy  —  y'hx  est  arbitraire  avec  %  et  ox  pour  chacune  des 
valeurs  de  x.  La  relation  précédente  ne  peut  donc  subsister  quel  que 
soit  w  que  si  l'on  a,  pour  chaque  valeur  de  x, 

B-.Y--^„o. 
dx 

L'équation  B  =  0  est  une  équation  différentielle,  qui  porte  le  nom 
û'équation  principale  et  qui  sert  à  déterminer  la  forme  de  la  fonction 
inconnue  y. 

Maintenant,  B  étant  nul,  l'équation  ol  =  0  se  réduit  à 

A=  I  Fox-f- Y'io  1=0. 

L  Jo 

L'équation  A ---  0  est  Vequation  aux  limites.  Elle  sert,  comme  nous 
le  montrerons  dans  les  exemples  traités  plus  loin,  à  déterminer  les 
constantes  introduites  par  l'intégration  de  l'équalion  principale. 

Deuxième  cas.  —  Quand  F  renferme  deux  fonctions  inconnnes  y,  z 
et  leurs  dérivées  premières,  la  variation  de  l'intégrale 

l=-r'F{x,y,y\z,z')dx 

est  donnée  par  la  formule  (8)  ;  ol  est  donc  de  la  forme 


(10)  51  =-  A  +       (B  (0  +  C  îTî)  dx, 


en  désignant  par  A  l'ensemble  des  termes  aux  limites  et  en  posant 

dx  dx 

Si  on  laisse  d'abord  fixes  les  quantités  aux  limites,  on  a 

r*  (Bco  +  te)  dx  =  0. 
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Or  ceci  exige  que  Boj  -|-  Cci  soit  nul  quel  que  soit  x^  car,  dans  le 
cas  contraire,  on  pourrait,  en  changeant  au  besoin  les  signes  des 
variations,  rendre  Bw  +  Ccj  partout  positif,  et  l'intégrale  ne  serait 
pas  nulle. 

L'équation  SI  =  0  se  décompose  donc  en  deux  autres,  comme  dans 
le  premier  cas  :  V équation  principale 

et  Véquatioîi  aux  limites  A  =  0.  Cette  dernière  sert  encore  à  détermi- 
ner les  constantes  introduites  par  l'intégration  de  l'équation  princi- 
pale. Mais,  en  ce  qui  concerne  l'équation  principale,  il  y  a  deux 
hypothèses  à  examiner  : 

1°)  Si  l'on  ne  donne  aucune  relation  entre  x,  y  et  z,  les  quantités 
0)  =^  ?jy  —  y'^x  e[Ts  =  ùz  —  z'^x  sont,  avec  ox,  oy  et  5^,  des  indéter- 
minées indépendantes  et  l'équation  principale  se  décompose  en  deux 
autres  :  B  =  0,  G  -=  0.  Ce  sont  deux  équations  différentielles  simulta- 
nées qui  déterminent  la  forme  des  fonctions  inconnues  y  et  ;:•. 

2°)  Si  l'on  donne  une  relation  F(x,  y,  z)  =  0,  les  variations  seront 
liées  par  la  condition 

dF  ^     ,    d¥  ^     ,    OF  . 

-^r—  bx  -f-  -3 —  ày  +  ^ —  ùz  =  0. 
ôx         ^  dy     ^  ^    dz 

Mais,  en  dérivant  totalement  F  =  0  par  rapport  à  x,  il  vient 

et,  en  soustrayant  de  la  précédente  cette  dernière  relation  multipliée 
par  Zx,  on  trouve 

^F   ,.  ,.  ,   ,    dF  ^.  ,.  ,       ^F       ,    (?F 

-^ioy-yox)+^[oz^zox)^^.-^^r.  =  0. 

Donc  il  existe,  dans  ce  cas,  une  relation  entre  o>  et  nr  et  l'on  ne 
peut  plus  annuler  séparément  les  deux  termes  B  et  C  de  l'équation 
principale.  Celle-ci  donne,  par  l'élimination  de  w  et  w,  la  relation 

ûy  dz 

qui,  jointe  à  F{x,  y,  z)  ---  0,  déterminera  la  forme  des  fonctions  incon- 
nues y  et  z. 

Remarque.  —  Nous  avons  supposé  que  F  ne  renfermait  que  des 
dérivées  premières,  ce  qui  simplifie  les  expressions  de  A,  B  et  C, 
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mais  la  discussion  s'étend  d'elle-même  au  cas  où  il  y  aurait  des  déri- 
vées plus  élevées.  D'ailleurs  ce  dernier  cas  ne  se  présentera  pas  dans 
la  solution  des  problèmes  que  nous  poserons  tout  à  l'heure. 

317.  Méthode  pratique  de  calcul.  —  En  pratique,  il  est  plus  com- 
mode de  conduire  les  calculs  autrement  que  dans  l'analyse  précé- 
dente. Reprenons  les  deux  cas  examinés  ci-dessus. 

Premier  cas.  —  Considérons  l'intégrale 

Prenons  encore  /  comme  variable  indépendante  et  remplaçons  y' 
par  —r-;  l'intégrale  se  ramènera  à  la  forme 


1--=  {'¥{x,y,dœ,dy). 


Soient  respectivement  X,  Y,  X',  Y'  les  dérivées  partielles  de  F  par 
rapport  à  x,  y,  dx,  dy  ;  il  viendra 


Ç  oF  =  p  l\ox  +  Xoy  +  X'dox  +  Y'f%), 


Par  des  intégrations  par  parties,  on  fait  disparaître  sous  le  signe  j* 
les  différentielles  des  variations,  ce  qui  conduit  à  un  résultat  de  la 
forme 


(11)  ol  =A+ r(Poa-  +  Q5,(/), 


en  désignant  par  A  la  partie  tout  intégrée  qui  ne  dépend  que  des 
variations  aux  limites,  par  P  et  Q  des  coefficients  indépendants  des 
variations. 

Etudions  maintenant  la  condition  ol  =  0  du  maximum  ou  du  mini- 
mum. Véquation  principale  sera  Poa;  +  QÔy  =  0  et  Véquation  aux 
limites  A  =  0.  Mais,  comme  ùx  et  ùy  sont  des  indéterminées  indépen- 
dantes, l'équation  principale  se  décompose  en  deux  autres  P  ==  0  et 
Q  =  0.  Il  y  a  donc  surabondance  d'équations  pour  déterminer  la 
forme  de  la  fonction  inconnue  et  l'on  prévoit  qu'elles  rentrent  l'une 
dans  l'autre.  Vérifions-le. 

Pour  cela,  comparons  les  deux  expressions  (9)  et  (11)  de  21,  elles 
doivent  rentrer  l'une  dans  l'autre  après  qu'on  a  remplacé  dans  (9)  w 
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par  o.(/  —  y'ox.  Donc,  ox  et  5?/  étant  des  indéterminées,  leurs  coeffi- 
cients sous  les  signes  )  sont  les  mêmes  de  part  et  d'autre,  il  vient 
donc 

P  -  —  By'dx  -  —  B dy,  Q  =  B dx. 

Ainsi  les  deux  équations  P  ==  0  et  Q  =  0  reviennent  l'une  et  l'autre 
à  l'équation  B  -=  0  du  n"  précédent  et  ne  nous  apprennent  rien  de 
plus.  11  suffira  d'intégrer  l'une  d'elles  choisie  à  volonté. 

Voici  encore  une  remarque  souvent  utile. 

Supposons  qu'on  fasse  varier  y  seul,  x  et  les  quantités  aux  limites 
étant  fixes  (indépendantes  des  paramètres)  ;  toutes  les  variations 
autres  que  Zy  étant  nulles,  la  formule  ill)  se  réduit  à 


ot=  ^Qoy 


et  la  condition  ol  ---  0  donne  Q  =-  0.  De  même,  si  l'on  ne  faisait  varier 
que  X  seul,  y  et  les  quantités  aux  limites  restant  fixes,  la  condition 
SI  =  0  conduirait  à  l'équation  P  =  0.  On  voit  donc  que  si  l'on  se 
borne  à  chercher  l'équation  principale,  on  l'obtiendra  en  ne  donnant 
de  variation  qu'à  y  ou  bien  qu'à  x  à  son  choix  et  en  annulant  toutes 
les  variations  aux  limites. 

Deuxième  cas.  —  Considérons  l'intégrale 

l  -       F  {x,  y,  y',  z,  z')  dx. 

K 

Prenons  i  comme  variable  d'intégration  et  remplaçons  ?/'  par  -p- 
d%  ^ 

et  2'  par  -p^  ;  l'intégrale  sera  ramenée  à  la  forme 

I  --=  (  F  [x,  y,  X,  dx,  dy,  dz). 

On  en  tire,  avec  des  notations  analogues  aux  précédentes, 

ol  ^  )  V:f  =  {\\ox  4-  Y%  -h  Zlz  4  Vodx  +  X'Uu  +  l'Zdz); 

et,  au  moyen  d'intégrations  par  parties,  31  prend  la  forme 

(12)  rA^k+^\?ox  -^Qoy  +  R82), 

où  A  désigne  encore  la  partie  tout  intégrée,  qui  ne  dépend  que  des 
variations  aux  limites. 
La  condition  SI  =  0  se  décompose  dans  Véquatmi  aux  limites  A  =  0 
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et  dans  l'équation  principale  ?ox  f  Qoî/  -f  Roz-  =  0.  Il  y  a,  comme  au 
no  précédent,  deux  hypothèses  à  examiner  ; 

1")  S'il  n'existe  aucune  relation  entre  x,  y,  z-,  les  variations  o^-,  oy,  oz 
sont  des  indéterminées  indépendantes  et  l'équation  principale  se 
décompose  en  trois  autres  P  =  0,  Q  =  0,  R  =  0.  Mais,  en  identilianl  les 
expressions  dO)  et  (12)  de  ol,  on  reconnaît  facilement  que  ces  trois 
équations  se  réduisent  à  deux  distinctes  B  =  0  et  G  =  0.  Toutefois  la 
considération  simultanée  des  trois  équations  introduit  souvent  plus 
de  symétrie  dans  les  calculs. 

2°)  S'il  existe  une  relation  F  {x,  y,  z)  =  0,  on  en  tire 

Dans  ce  cas,  on  se  sert  avec  avantage  de  la  méthode  des  multiplica- 
teurs. On  multiplie  l'équation  précédente  par  \  et  on  l'ajoute  avec 
Poo;  +  Qoî/  +  R82  -.  0,  il  vient 

En  vertu  de  (13),  il  n'y  a  que  deux  des  variations  qui  soient  indé- 
pendantes. Si  l'on  choisit  À  de  manière  à  annuler  le  coefficient  de  la 
variation  dépendante,  les  coefficients  des  deux  variations  indépen- 
dantes seront  nuls  aussi.  On  est  donc  conduit  à  poser 

Ces  trois  équations  et  F  =-  0  forment  un  système  de  quatre  équa- 
tions (se  réduisant  à  trois  distinctes  seulement)  qui  servira  à  détermi- 
ner y,  %  et  A  en  fonction  de  x. 

Remarque.   —  Les  méthodes   de  calcul  qui  précèdent  peuvent 
s'étendre  au  cas  où  F  renferme  des  dérivées  d'ordre  supérieur  ?/",... 
il  faut  alors  faire,  en  plus,  les  substitutions  plus  compliquées 
,,  _   dx  d-y  —  dy  d^x 

y  ~       W'       '■*■ 

et,  par  intégrations  par  parties  consécutives,  faire  disparaître  toutes 
les  différentielles  des  variations.  Les  calculs  deviennent  pénibles  et, 
dans  ce  cas,  les  méthodes  du  no  316  sont  préférables. 

318.  Problème.  Surface  de  révolution  minimum.  —  On  donne  deux 
poiiits  X  et  B  et  une  droite  daiis  un  plan  ;  on  demande  de  mener  entre 
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ces  detix  points  la  courbe  qui,  en  tournant  autour  de  cette  droite,  engen- 
dre la  surface  de  révolution  dont  Faire  soit  la  plus  petite  possible. 

Prenons  l'axe  de  révolution  pour  axe  des  x  et  une  perpendiculaire 
pour  axe  des  y.  Soient  Xo,  yo  et  a?,,  y^  les  coordonnées  des  points  A 
et  B.  Appliquons  la  méthode  du  numéro  précédent.  Considérons  x  et 
y  comme  des  fonctions  d'une  variable  t,  qui  varie  de  0  cà  1  quand  le 
point  X,  y  décrit  AB.  L'intégrale  à  rendre  minimum  sera 


I  -=     yds,         où        ds  =--  \Jdx'-{'dy'^. 

Jo 

Calculons  ôl  ;  il  vient  successivement 

ol  =  {\oy  ds  +  y  Us)  =  |i  {oy  ds -{- y -^  dox  +  y    ^^-  doy) 

V équation  aux  limites  est  donc 

ry  {dxox  +  dy8y)l'^^ 

L  ds  Jo 

et  Véquation  principale  se  décompose  en  deux  autres  : 

On  sait  que  ces  deux  équations  sont  équivalentes  et  l'on  peut  se 
borner  à  considérer  la  seconde.  Il  vient,  en  l'intégrant,  séparant  les 
variables  et  intégrant  de  nouveau, 


dy  _ 
dx 

y  dx  =  Cds- 

=  C\Jdx'  +  dy', 

+  e^ 

Vl-^' 

/   «-Ci 

CC-C.-. 

4i 

^-0"- 

"-) 

Donc  la  courbe  cherchée  est  une  chaînette  ayant  l'axe  de  révolution 
pour  base. 

Si  les  points  A  et  B  sont  donnés,  leurs  coordonnées  ne  reçoivent 
pas  de  variations  et  Téquation  aux  limites  disparaît.  Les  deux  con- 
stantes d'intégration  C  et  Cj  se  déterminent  par  la  condition  que  la 
courbe  passe  par  les  deux  points  A  et  B. 
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Supposons  maintenant  que  les  points  A  et  B,  n'étant  pas  donnés, 
soient  seulement  assujettis  à  se  trouver  sur  deux  courbes  MN  et  PQ. 
Comme  les  déplacements  des  points  A  et  B  sur  chacune  de  ces 
courbes  ne  dépendent  aucunement  l'un  de  l'autre,  les  variations  à  la 
limite  0  sont  indépendantes  de  celles  à  la  limite  1  et  l'équation  aux 
limites  se  décompose  en  deux  autres  : 

dxo  8xo  +  dyo  %o  -=  0,        (tel  oa,',  -f  dy^  oy^  =  0. 

Ces  relations  serviront  à  déterminer  les  constantes.  Elles  expriment 
une  propriété  géométrique  de  la  courbe  qui  fournit  le  minimum.  La 
première  montre  que  le  déplacement  {oxo,  %o)  du  point  A  sur  la 
courbe  MN  est  perpendiculaire  au  déplacement  {dxo,dyo)  sur  la 
courbe  AB.  La  seconde  s'interprète  de  même.  Donc  la  courbe,  menée 
entre  deux  courbes  données  MN  et  PQ,  qui  engendre  la  plus  petite  sur- 
face de  révolution,  est  une  chaînette  qui  rencontre  normalement  ces 
deux  courbes. 

C'est  Meusnier  vers  1776  qui  a  découvert  la  propriété  de  la  chaî- 
nette que  nous  venons  d'étudier. 

319.  Problème.  Ligne  la  plus  courte  dans  l'espace.  —  Soit  à  trouver 
la  ligne  la  plus  courte  entre  deux  points  k[Xo,  yo,  zo)  et  B{x,,  y^,  «,) 
de  l'espace.  Opérons  comme  au  n°  317  (1°  du  deuxième  cas).  Consi- 
dérons X,  y,  z  comme  des  fonctions  d'un  paramètre  t  qui  varie  de 
0  à  1  le  long  de  la  ligne.  L'intégrale  à  rendre  minimum  sera 

1  =  1  ds  =  \  \/dx'  H-  dy'^   \-  dz-. 

Calculons  Si  ;  il  vient 

-sy^pg  .        j'^  dx  dox  -j-  dy  doy  +  dz  dH 

~)o      *  ~  Jo  ds 

rdxZx-j-  dyBy  -{-dzozY      CV-    ^  dx    ,  .     ,  dy     ,  ,    ,  dz  \ 

Les  fonctions  x,  y,  z  étant  indépendantes,  leurs  variations  ox,  By 
et  h  sont  indépendantes  et  l'équation  principale, 
^     j  dx     ,   ^    ,  dy     ,   ^    ,  dz 

se  décompose  en  trois  autres  (se  réduisant  à  deux  distinctes)  : 

^_^:X_  _  jdy_  ^  ,  d^  .,  ,       dx  _        dy  _^      dz  _^ 

ds  ds  ds    ~    '  ds         '    ds  ~~^^     ds  ~'' 
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en  désignant  par  a,  [3,  y  trois  constantes.  Ce  sont  les  cosinus  direc- 
teurs de  la  tangente  à  la  courbe  cherchée,  donc  la  ligne  la  plus 
courte  est  une  droite. 

Si  les  points  A,  B  sont  donnés,  les  variations  aux  limites  sont  nulles 
et  l'équation  aux  limites  disparaît.  La  droite  est  déterminée  par  la  con- 
dition de  passer  par  les  deux  points. 

Si  les  points  A  et  B  sont  seulement  assujettis  à  se  trouver  sur  deux 
surfaces  S  et  S',  ayant  respectivement  pour  équations  : 

tf(œo,yo,ZQ)^0,        4'(^^,î/,,2i)="0, 
l'équation  aux  limites  sera 

rdx  8x  -{-  dy^y  +  dz  8z  "1  ^  ^  „ 
L  ds  Jo 

Mais,  comme  les  déplacements  des  points  A  et  B  sur  S  et  S'  sont 
indépendants,  elle  se  décompose  en  deux  autres  : 
dxo  oxo  +  dyo  oyo  +  dzo dzo  =  0,         dx^  oxi  +  rft/i oi/i  +  dz^  ô^,  ==  0. 
Celles-ci  expriment  qu'une  droite  de  longueur  minimum  entre  les 
deux  surfaces  est  une  perpendiculaire  commune. 

320.  Ligne  la  plus  courte  sur  une  surface.  —  Soit  Y{x,  y,z)=:0 
Nquntion  d'une  surface  S  ;  on  demande  de  tracer  sur  la  surface,  entre 
deux  de  ses  points  A{xo,  yo,  Zo)  et  B(a:„  ?/,,  z^),  la  ligne  la  plus  courte 
possible. 

Il  faut  annuler  la  même  variation  SI  qu'au  n°  précédent,  mais, 
comme  la  ligne  cherchée  doit  être  tracée  sur  la  surface,  les  variations 
^x,  8y  et  82  sont  liées  par  la  relation 

-^ —  ox  +  -^ —  oy  4-  ~  r—  oz  ^  0. 
dx  dy     ^       ôz 

Par  conséquent,  l'équation  principale 

^    j  dx    ,   r.    ,  du     ,   rf    j   dz       „ 

oa;  d—, ôw  d  —~—  ■{■  bzd  —j—  =  0 

ds         ^       ds     '  ds 

ne  se  décompose  plus  en  trois  autres.  Employons  la  méthode  des  mul- 
tiplicateurs (no  317).  En  ajoutant  à  l'équation  principale,  que  nous 
venons  d'écrire,  l'équation  qui  la  précède  multipliée  par  un  facteur  X, 
on  est  conduit  à  poser  les  trois  équations  : 

,  dx     ,  ^    dF       „        ,   dy     ,  .    dF       „         ,   dz     .  .    dF       ^ 
ds     ^       dx  ds     ^       dy  ds     '       dz 
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Ces  trois  équations,  jointes  à  F  =  0,  sont  les  équations  différen- 
tielles de  la  ligne  cherchée.  L'équation  aux  limites  sera 

rdx  Bx  -^  dy  oij  -{-  dz  ozV      „ 

L ds Jo^"^- 

Les  lignes  les  plus  courtes  sur  une  surface  s'appellent  lignes  géodé- 
siques.  On  déduit  des  équations  précédentes  une  propriété  géomé- 
trique de  ces  lignes.  On  en  tire,  en  effet, 


ds 

d^f 
ds 

,   dz 
'  ds 

^F 

dF 

dY 

dx. 

dy 

dz 

Les  numérateurs  sont  les  coefficients  directeurs  de  la  normale 
principale  à  la  ligne  cherchée,  les  dénominateurs  ceux  de  la  normale 
à  la  surface  S.  De  là  le  théorème  suivant  : 

La  normale  principale  à  une  ligne  géodésique  coïncide  en  chaque  point 
avec  la  normale  à  la  surface  sur  laquelle  cette  ligne  est  tracée. 

Si  les  points  A  et  B  sont  donnés,  la  ligne  géodésique  est  déterminée 
par  la  condition  de  passer  par  ces  deux  points. 

Si  les  points  A  et  B  sont  seulement  assujettis  à  se  trouver  sur  deux 
lignes  L  et  L'  tracées  sur  S,  l'équation  aux  limites  se  décompose  dans 
les  deux  équations  écrites  à  la  tin  du  no  précédent  et  exprime  que  la 
géodésique  rencontre  normalement  les  lignes  L  et  L'. 

321.  Brachistochrone.  —  C'est  la  ligne  que  doit  suivre  un  point 
pesant  pour  aller  du  point  A  au  point  B  dans  le  temps  le  plus  court 
possible.  Nous  allons  la  déterminer  en  supposant  nulle  la  vitesse 
initiale. 

Prenons  trois  axes  rectangulaires,  celui  des  x  étant  dans  le  sens  de 
la  pesanteur.  Soient  {xo,yv,Zo)  et  {x^,yy,Zi)  les  coordonnées  des 
points  A  et  B.  La  vitesse  au  point  (a-,  î/,î)  étant  v  =  \ '2^ h  =  V2^ {x—Xq), 
le  temps  T  du  parcours  AB  sera 

ds 


ig  ,'^0  \  ^'  —  ^-0 
L'intégrale  à  rendre  minimum  sera  donc 


=i 


ds 


^- '  en  posant         X---V^  — ^o. 

Calculons  SI  par  la  méthode  du  n"  317,  mais  en  observant  que  Xo 
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peut  varier  {n°  314)  ;  il  vient,  sans  difficulté,  en  écrivant  sur  la  pre- 
mière ligne'tous  les  termes  qui  dépendent  des  variations  aux  limites, 

'dx  ùx  +  dy  oy  -\-  dz  02-y  ,     S^'o  f^i   ds 


[  ,-       \dx  ùX  +  dy  oy  -\-  dz  oz'^  ^  ,     hXo  r 


0      - 


L'équation  principale  se  décompose  en  trois  autres  (deux  distinctes)  : 

On  lire  des  deux  dernières  dy  ^  a  \ds  et  dz  -=  [3  Xds,  en  désignant 
par  a,  p  des  constantes.  Par  suite,  ^  dy  =  ^iz  et 

^y  =  ^z  +  Y, 

ce  qui  prouve  que  la  courbe  cherchée  est  dans  un  plan  vertical. 

Forme  de  la  courbe.  —  Pour  déterminer  la  nature  de  la  courbe, 
prenons  son  plan  comme  plan  xy  et  plaçons  l'origine  au  point  de 
départ  A,  ce  qui  réduit  X  à  \/^-  La  seconde  équation  (15jnous  donne, 

en  appelant  t/_L  la  constante  d'intégration, 

"^-\/^'  d'où         ^-\/"^". 

ds       Y  2rt  dx       \  'ia  —  x 

Faisons  la  substitution 

X  =  fl(l  —  cos  0  ; 

il  vient  {x,  y  s'annulant  avec  /  au  point  A) 


dy  =^  a  sin  t  dt  \  /l 22ii  =  ail  —  cos  t)  dt, 

V  1  +  cos  f 

.    y  z=:  a{t  —  sin  t). 

C'est  la  représentation  paramétrique  d'une  cycloïde.  La  courbe 
cherchée  est  donc  une  cycloïde  verticale,  engendrée  par  un  cercle  de 
rayon  a  qui  roule  inférieurement  sur  l'horizontale  du  point  A. 

Détermination  des  constantes.  —  Si  A  et  B  sont  donnés,  la  cycloïde 
se  détermine  par  la  condition  de  passer  par  ces  deux  points. 

Supposons  que  les  points  A  et  B  soient  seulement  assujettis  à  se 
trouver  respectivement  sur  deux  courbes  données  MN  et  PQ.  Les 
déplacements  des  points  A  et  W  étant  alors  indépendants,  l'équation 
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aux  limites,  A  =  0,  où  A  est  la  première  ligne  de  ôl  dans  (14),  se 
décompose  en  deux  autres  : 


S^oll     -^-(-.^j     |-%o(^)-o.o(^^^-)-^0. 


r  r-^i  ds      f  dx  ^l 

LL  2X^-1  XrfTAj-^^" 


La  première  exprime  que  la  cycloïde  rencontre  normalement  la 
courbe  PQ  au  point  d'arrivée  B. 

Faisons,  dans  la  seconde,  les  substitutions  suivantes,  obtenues  en 
intégrant  de  Xo  à  x^  les  relations  (15)  : 

p^i  ds    ^       r  dx  y    f   dy   \^f  dy    \    f    dz    ]  _  f   dz    \ 
Jor^  2X3  L  Xdsjo  '  V  Xds  J,     \  \ds  A'  V  \ds  JJ"  \  \ds  7,' 

elle  se  réduit  à 

dXi  ôa;o  +  rf//i  Sî/o  -h  dZi  ozo  =  0, 

et  elle  exprime  que  la  tangente  à  la  cycloïde  au  point  d'arrivée  B  est 
normale  à  la  tangente  à  la  courbe  MN  au  point  de  départ  A. 

Le  problème  que  nous  venons  de  traiter  a  été  résolu  par  Jean  Ber- 
noulli  vers  1696. 

Remarque.  —  Quand  la  vitesse  initiale  est  nulle,  le  problème  sup- 
pose évidemment  le  point  de  départ  A  au  moins  à  la  hauteur  de  B  ; 
mais  les  deux  points  peuvent  être  à  la  même  hauteur  et,  dans  ce  cas, 
la  brachistoclirone  est  une  arcade  entière  de  cycloïde. 

322.  Maxima  et  minima  relatifs.  —  Il  existe  une  autre  classe  de 
problèmes  que  l'on  comprend  sous  le  nom  de  maxima  et  de  minima 
relatifs  ou  de  problèmes  des  isopérimètres,  d'après  les  applications 
géométriques  qui  en  ont  fourni  les  premiers  exemples.  On  considère 
une  intégrale 

I  =  p  F{x,  y,  y')  dx 

et  il  s'agit  de  rendre  cette  intégrale  maximum  ou  minimum,  sous  la 
condition  qu'une  autre  intégrale,  prise  entre  les  mêmes  limites, 


\^r'<P{x,y,y')dx 


-0 

conserve  une  valeur  constante  /. 

La  détermination  des  maxima  et  minima  relatifs  se  ramène  à  celle 
des  maxima  et  minima  absolus  par  la  règle  suivante  : 
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Règle.  —  Pour  déterminer  les  maxima  et  minima  relatifs  de  l'inté- 
grale I,  on  désigne  par  k  une  constante  inconnue  et  on  opère  comme 
pour  détermi7ier  les  maxima  et  minima  absolus  de  l'intégrale 

l  —  kY. 

On  détermine  ai7isi  tous  les  éléments  inconnus  en  fonction  du  para- 
mètre inconnu  k,  et  celui-ci  se  détermine  lui-même  au  moyen  de  la  con- 
dition V  =  /. 

Pour  justifier  celte  règle,  remarquons  que,  dans  le  cas  du  maximum 
ou  du  minimum  relatif,  on  doit  avoir  ol  ^  0  pour  tous  les  systèmes 
de  variations  satisfaisant  à  la  condition  ôV  =  0. 

En  développant  ces  variations  comme  cela  a  été  fait  au  n^  311  et 
avec  les  notations  du  n^  316,  on  voit  donc  que  l'équation 

SI  -  A  +  p  Bto  dx  =  0 

doit  être  une  conséquence  de  l'équation 

les  termes  A  et  Aj  ne  dépendant  que  des  variations  aux  limites. 

On  en  conclut  d'abord  que  le  rapport  B  :  Bj  doit  demeurer  constant 
dans  l'intervalle  (a,-o,  .l'i).  En  effet,  soient  iiet^g  deux  points  quel- 
conques de  cet  intervalle.  Annulons  toutes  les  variations  sauf  dans 
les  deux  intervalles  infiniment  petits  (ii,  ?i  +  e)  et  (^g.  ^2  +  e)  ;  il  fau- 
dra que  la  relation 

% 

soit  une  conséquence  de  la  relation 


SI  =  Bw  dx  -{-  \        Bco  rfa;  =  0 


Dans  ces  relations,  w  est  une  indéterminée  fonction  de  x.  Rempla- 
çons-la par  une  autre  indéterminée  a  en  posant,  d'une  part,  w  =  a  :  Bi 
entre  ii  et  ^1  +  e  et,  de  l'autre,  (o  ==  —  a  :  Bj  entre  ^^  et  Çg  +  £•  II 
faudra  que  la  relation 

(1)  ^y.dx  =  \        ^cf.dx 

23 
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soit  une  conséquence  de  la  relation 

(2)  a.dx-=-\       ctdx. 

Supposons  l'indéterminée  a  positive  et  appliquons  le  théorème  de 
la  moyenne  de  manière  à  faire  sortir  B  :  B,  du  signe  j  dans  la  rela- 
tion (1).  A  cet  effet)  soient  respectivement  wij  et  m^  des  valeurs 
moyennes  de  B  :  B,  dans  le  premier  et  le  second  des  intervalles  d'in- 
tégration. La  relation  (1)  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

ce  qui  donne  mj  =wî2.  eu  égard  à  (2).  Mais,  £  étant  infiniment  petit, 
les  quantités  m^  et  m^  tendent  respectivement  vers  les  valeurs  de 
B  :  Bj  aux  points  ii  et  Eg.  Donc  ces  dernières  valeurs  sont  égales  et 
le  rapport  B  :  Bj  est  constant.  Soit  k  sa  valeur  ;  on  aura 

B-^Bi  =  0. 

Ceci  posé,  il  faut  que  l'équation  ol  —  m  =  0,  qui  se  réduit  à 
A  — ^•Â,  =  0, 

soit  aussi  une  conséquence  de  oV  =  0  ;  mais,  comme  elle  ne  contient 
plus  co,  elle  doit  avoir  lieu  indépendamment  de  oV  =  0.  On  trouve 
donc  les  conditions  B  —  AB,  =  0  et  A  —  kX^  =  0,  qui  sont  celles  du 
maximum  ou  du  minimum  absolu  de  l'intégrale  I  —  AV.  La  règle  est 
ainsi  justifiée. 

323.  Problèmes  de  maxima  et  de  minima  relatifs.  —  Premier  pro- 
DLÉME  —  Etant  (Imui'S  deux  points  A  ^f  B  d  ms  un  plan,  trouver, 
parmi  toutes  les  courbes  ayant  même  longueur  2/,  celle  pour  laquelle  le 
segment  compris  entre  l'arc  AB  et  sa  corde  est  maximum. 

Prenons  la  droite  AB  pour  axe  des  x  et  la  perpendiculaire  au  milieu 

de  AB  pour  axe  des  y.  En  supposant  que  AB  =  2a,  il  faut  rendre 

maximum  l'intégrale  .    . 

/-+  a  r+a 

S=       ydx,      sous  la  condition  ds.=  ^l. 

J—  a  J—  « 

D'après  la  règh  .  i  lirnlions  le  maximum  absolu  de  l'intégrale 

r-\-  u  , 


1=        {y  dx  —  k\dx- -r  dy-). 
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Les  points  A  et  B  étant  donnés,  les  variations  aux  limites  seront 
nulles.  II  vient  ainsi 

81  =p^(ty dx  +  yd ox  - k ^îll^vAÈL^ 

On  doit  donc  annuler  les  coefficients  de  ox  et  de  hy,  ce  qui  fournit 
deux  formes  équivalentes  de  l'équation  principale  (n°  317).  On  obtient 
ainsi  immédiatement  les  deux  intégrales  premières  : 

r  1  dy  ni   dx   . 

ds  ''         '  ds 

puis,  la  courbe  clierchée,  en  ajoutant  leurs  carrés  ;  c'est  le  cercle  : 


Pour  î/  =  0,  on  doit  avoir  x  =  ±  a,  donc  C  =0  et  Ci  =  ±  \lk'^  —  a\ 
ce  qui  correspond  aux  deux  solutions  symétriques  par  rapport  à  AB. 
Enfin,  il  faut  faire  en  sorte  que  l'arc  soit  égal  à  2/.  Soit  29  l'angle  au 
centre  sous-tendu  par  AB  ;  on  a  SA;  =  /  et  k  sin  9  =  a.  Eliminant  k,  on 
a,  pour  déterminer  6  (et,  par  suite,  k),  l'équation  transcendante 


9  / 

En  supposant  a  infiniment  petit,  cette  analyse  prouve  que,  parmi 
toutes  les  courbes  fermées  de  même  périmètre,  c'est  le  cercle  qui 
enferme  la  plus  grande  aire. 

Deuxième  problème.  —  Parmi  toutes  les  courbes  isopérimètres  tracées 
entre  deux  points  k  et  B  dans  le  plan  xy,  trouver  celles  qui,  en  tournant 
autour  de  l'axe  des  x,  engendrent  les  surfaces  de  révolution  d'aire  maxi- 
mum ou  minimum  ;  ou,  ce  qui  revient  au  même,  celles  dont  le  centre  de 
gravité  est  le  plus  haut  ou  le  plus  bas  possible. 

On  doit  rendre  maximum  ou  minimum  J</rfs  sous  la  condition 
j  ds  =  l,  ce  qui,  selon  la  règle,  conduit  à  poser 


8  j  (</  —  k)  ds  =  0. 


Cette  équation  ne  diffère  de  celle  traitée  au  n°  318  que  par  la  sub- 
stitution dey  —  k  à  y,  ce  qui  n'altère  ni  8?/  ni  ex.  Il  suffit  donc  de 
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changer  aussi  y  en  y  —  k  dans  le  résultat  :  la  courbe  cherchée  est  une 
chaînette 

C 


Les  constantes  se  déterminent  par  la  condition  de  faire  pas;5er  la 
courbe  par  les  points  A  et  B  et  de  donner  à  l'arc  AB  la  longueur 
voulue.  Il  y  aura  généralement  plusieurs  solutions,  correspondant  à 
des  maxima  ou  à  des  minima  suivant  que  la  concavité  sera  tournée  ou 
non  vers  l'axe  de  révolution. 

Troisième  problème.  —  Parmi  toutes  les  courbes  isopérimètres  tracées 
entre  X  et  B  comme  dans  le  problème  précédent,  trouver  celles  qui 
engendrent  les  volumes  de  révolution  maximum  ou  minimum. 

On  doit  rendre  J  y^dx  maximum  ou  minimum  sous  la  condition 
J  ds  =  /.  On  est  donc  conduit  à  poser 

0  (  {y~dx  —  k  ds)  =  0. 

Les  points  A  et  B  étant  donnés,  les  variations  aux  limites  seront 
nulles.  Pour  obtenir  l'équation  principale,  on  peut  ne  faire  varier  que 
y  (no  317)  ;  il  vient  ainsi  successivement 

1(2, Z,  rfx  -  lÈlAÈL)  ^  0,       J (%  0.  +  lé^)  %  =  0. 
L'équation  principale  est  donc 

Or,  en  observant  que  l'on  a  (R  étant  le  rayon  de  courbure  et  tp  l'in- 
clinaison de  la  tangente) 

d    f  dy  \_  d  sin  (p    _   cos  y  rfy  _  d^    ^-  j-  JL  , 
dx  \ds  )~~      dx      ~       dx  ds  R 

cette  équation  peut  s'écrire,  en  changeant  au  besoin  le  signe  de  k, 

Donc  le  rayon  de  courbure  est  en  raison  inverse  de  l'ordonnée.  La 
courbe  cherchée  est  la  courbe  élastique  et  son  équation  a  été  intégrée 
au  ip  252  (sauf  que  les  axes  sont  intervertis). 
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324.  Maximaet  minimades  intégrales  doubles.  —  Nous  n'examine- 
rons que  le  cas  le  plus  simple.  Soit  z  une  fonction  de  deux  variables 
indépendantes  x,  y  et  soient  p  et  q  ses  deux  dérivées  partielles  pre- 
mières. Considérons  l'intégrale  double 


--\\Y{x,y,z,p,q]  dx,dy, 


étendue  à  un  domaine  déterminé  D.  On  donne  la  fonction  F  et  la 
valeur  de  ;*  sur  le  contour  du  domaine  d'intégration  ;  on  demande  de 
déterminer  z  en  fonction  de  x,  y  de  manière  que  l'intégrale  double 
soit  maximum  ou  minimum. 

Pour  résoudre  ce  problème,  on  raisonne  comme  précédemment.  On 
imagine  que  z  dépende  de  certains  paramètres,  dont  la  variation 
détermine  Bz  et  on  exprime  que  la  variation  correspondante  ol  est 
nulle  dans  le  cas  du  maximum  ou  du  minimum. 

Pour  calculer  ol,  désignons  par  Z,  P,  Q  les  dérivées  partielles  de  F 
par  rapport  à  z,  p,  q.  On  a,  en  intervertissant  d  et  8, 


ôx  dy 

d'où, 

81  ==|Jz  0.  dx  dy  +  \dy^?^  dx  +/^^-|Q^  ^y. 

Donc,  en  intégrant  par  parties  sous  le  signe  J,  et  en  observant 
que  oz  s'annule  par  hypothèse  sur  le  bord  du  domaine  D,  il  vient 


81 


■/j(-l-f)^-"^- 


De  là,  pour  un  maximum  ou  un  minimum,  la  condition  : 

dx        dy 
C'est  une  équation  aux  dérivées  partielles  qui  doit  servir  à  détermi- 
ner 2. 

325.  Surfaces  minima.  —  Proposons-nous  de  déterminer  la  surface 
d'aire  minimum  parmi  toutes  celles  qui  s'appuient  sur  un  contour 
fermé  donné. 

Soit  z  =  f{x,  y)  l'équation  de  cette  surface,  l'aire  est  représentée 
par  l'intégrale  double,  étendue  à  un  domaine  donné, 


1/ 


V4  +p-  +  5^  dxdy. 
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On  a,  dans  le  cas  actuel, 

L'équation  aux  dérivées  partielles  à  laquelle  ~-  doit  satisfaire  devient 

àl_,àQ^_  Ki  +  g')  -  '2pqs  +  ^  (1  +  P^)  _  . 
dx  "^  d</  (1  +ir^  +  </2)3/, 

c'est-à-dire 

Cette  équation  est  l'équation  aux  dérivées  partielles  des  surfaces 
minima.  Nous  verrons  plus  loin  qu'elle  exprime  que  la  courbure 
moyenne  de  la  surface  est  nulle  en  chaque  point. 

Exercices  . 

1.  P^'oblême.  —  Montrer  que,  parmi  les  surfaces  de  révolution  de 
mênae  aire,  celle  qui  enferme  le  plus  p^tit  volume  est  la  sphère. 

2.  Abaissement  de  V équation  'principale.  —  Quand  y"  est  la  plus 
haute  dérivée  qui  entre  dans  la  fonction  à  intégrer,  l'équation  principale, 

Y' -z j -^— ^  :=  0,  est  généralement  du  4^  ordre  (Y"  contenant  y"). 

Cet  oriire  s'abaisse  dans  les  cas  suivants  : 

V  Si  F  ne  contient  pas  explicitement  ^,  on  a  Y  =  0  et  l'on  obtient 
immédiatement  une  intégrale  première  (du  3*^  ordre) 

dx 

2°  Si  F  ne  contient  explicitement  ni  x  ni  y,  on  peut  éliminer  Y'  de  la 
relation  précédente  au  moyen  de  dV  =  X'dy'  -j-  \"dy'',  d'où 

dF  =  Cdy'  +  y'dV  +  \"dy"  =  Cdy'  +  d{y"V') 

et  on  obtient  une  intégrale  deuxième  (du  second  ordre) 

F  =  C, +  C^'+^"Y". 

3.  Problême.  —  Entre  deux  points  A  et  B  du  plan,  mener  une  courbe 
AMB  telle  que  l'aire  comprise  entre  cette  courbe,  les  rayons  de  cour- 
bure aux  points  A  et  B  et  la  développée  soit  un  minimum. 

R.  Soit  R  le  rayon  de  courbure  ;  l'intégrale  à  rendre  minimum  est 


l.^JRds^j^^±pld.. 


y 

Observons  que  F  ne  contient  ni  x  ni  y  et  que  y"\"  ==  — F  ;  l'inté- 
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grale  deuxième  de  l'exercice  précédent  devient   2F  =-  Cj  -f-  Cy' .  Mais 

ds 
F  =  R  — —  ;  il  vient  donc,  en  appelant  o  l'inclinaison  de  la  tangente, 

ds 

2R  -^  =  Cl  +  Cy',         d'où         2R  -=  Cj  cos  co  4-  C  sin  o, 

c'est  Véquation  mtrhisèque  (no  255,  remarque)  d'une  cycloïde. 

Si  l'on  donne  les  extrémités  A  et  B  et  les  directions  des  rayons  de 
courbure  en  ces  deux  points,  ces  conditions  serviront  à  déterminer  les 
constantes  d'intégration.  Dans  le  cas  contraire,  il  faudra  recourir  à 
l'équation  aux  limites. 

4.  Dérivées  exactes.  —  Trouver  la  condition  pour  que  F(a;,  y,  y',...  ^'^  ) 
soit  la  dérivée  exacte  d'une  fonction  de  x,  y,.,.  //""*  quel  que  soit  y 
(no  248). 

R.  Il  faut  que  JF{x,  y,  y',...)  dx  ne  dépende  que  des  valeurs  de  x,  y, 
y\...  aux  limites  de  l'intégration  et  non  du  choix  de  ?/  ;  il  faut  donc 
que  sa  variation  soit  nulle  quand  les  quantités  aux  limites  sont  fixes.  On 
a  donc,  quel  que  soit  w, 

_  ^       c^^Y" A  ^  ^^  _  Q 

dx  dx-         '  ' J 

La  condition  cherchée  est  qu'on  ait  identiquement 

t/Y'        (i'-Y" 
dx  dod^ 

5.  Propriétés  des  lignes  géodésiques.  —  1°)  Si,  à  partir  d'un  point  A 
situé  sur  une  surface,  on  mène  dans  toutes  les  directions  des  lignes 
géodésiques  d'égale  longueur  AM,  le  lieu  de  leurs  extrémités  M  est  une 
courbe  orthogonale  aux  lignes  géodésiques. 

2°)  Si,  en  chaque  point  d'une  ligne  MN  sur  une  surface,  on  élève  une 
géodésique  normale  à  MN  et  de  longueur  constante,  le  lieu  de  leurs 
extrémités  rencontre  aussi  normalement  les  lignes  géodésiques. 

30)  Si  l'on  prend  sur  une  surface  deux  points  F  et  F'  et  que  l'on 
cherche  le  lieu  des  points  M  de  la  surface  tels  que  la  somme  de  leurs 
distances  géodésiques  à  F  et  F'  soit  constante,  ce  lieu  coupe  sous  le 
même  angle  les  deux  lignes  géodésiques  MF  et  MF'. 

Ces  propriétés,  énoncées  par  Gauss,  se  tirent  facilement  du  calcul  des 
variations.  Démontrons  seulement  la  première,  les  autres  s'établissant 
d'une  manière  analogue.  Soient  (ajo,  yo,  «0)  et  (a?,,  î/i,  z^)  les  coordonnées 

de  A  et  M.  La  longueur  de  la  ligne  AM  est  donnée  par  l'intégrale  l  ^\  ds 

et  sa  variation  est  nulle  quand  on  passe  d'une  ligne  géodésique  à  la 
suivante.  Cette  variation  SI  se  calcule  par  la  formule  du  no  319.  Mais, 
dans  cette  formule,  l'intégrale  est  nulle,  parce  qu'il  s'agit  d'une  ligne 
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géodésique  ;  les  termes  à  la  limite  0  sont  nuls  aussi,  puisque  A  est  fixe  ; 
il  reste  seulement 

ce  qui  prouve  le  théorème. 

6.  Problème.  —  Soit  p  une  fonction  /'(r)  donnée  du  rayon  vecteur  OM 
dans  l'espace. Trouver  la  courbe  le  long  de  laquelle  fp  ds  est  maximum  ou 
minimum. 

R.  Prenons  le  pôle  0  comme  origine  de  coordonnées  rectangulaires. 
L'équation  principale  se  décompose  en  trois  autres  : 

<^^)-''^'^'  <^^)-*^-  <^^)-*4- 

Multiplions  les  parles  cosinus  X,  Y,  Z  de  la  binormale  et  ajoutons  :  il 
vient  facilement  Xa? -j- Y«/  +  Zx =0,  c'est-à-di re  que  le  wronskienW(a;,  y,  z) 
est  nul.  Donc  œ,  y,  z  sont  liés  par  une  relation  linéaire  homogène  et  la 
courbe  est  dans  un  plan  passant  par  0. 

Pour  trouver  son  équation,  prenons  les  coordonnées  polaires  r  et  6 

dans  son  plan.  L'intégrale  à  rendre  maximum  ou  minimum  est  j  p  o?5  ou 
1  p\/o?r- -j- r'^o?e".  Calculons  l'équation  principale  en  ne  faisant  varier 
que  6,  nous  trouvons  immédiatement 

,f    r-dd  \       ^  ,,  ,  r-d^         k 

a 


ds  p 


Les  variables  r  et  0  se  séparent  et  l'intégration  est  ramenée  aux  qua- 
dratures. 

7.  Cas  'particulier  du  problème  précédent  :  f[r)  =  1  :  (r^  ±  /-).  — 
Dans  ce  cas,  on  achève  facilement  la  solution,  la  dernière  équation 
devient,  en  coordonnées  rectangulaires, 

xdy—  ydx       ,,  o    ,     o  ,    .^s 

ou,  en  appelant  »  l'inclinaison  de  la  tangente, 

(1)  X  sin  tp  —  y  cos  cp  =  k[xr  +  «/"  ±  /'). 

Dérivons  par  rapport  à  5  ;  il  vient  [l  étant  une  constante) 


(iccos  cp  -j- î/sm  cf))— 7^  =  2A  (^  cos  f +  1/  sin  'f). 

En  annulant  la  parenthèse,  on  trouve  une  solution  particulière  (droites 
passant  par  0).La  solution  générale  doit  se  tirer  de  c^f  :  c?s  =  2Â.  C'est 
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donc  un  cercle  de  rayon  1  :  2A,  mais  il  faut  exprimer  qu'il  satisfait  à  (1). 
Soit  «,  b  son  centre  :  substituons  dans(l)  les  valeurs  sur  la  circonférence  : 

^  =  «+^^  sincf,  î/  =  è  — -g^cos(ç; 

nous  trouvons,  entre  les  constantes  a,  b,  k,  la  relation 

Conservons  a,  b  comme  constantes  d'intégration  et  éliminons  A;  les 
cercles  cherchés  ont  pour  équation 

(2)  x"  ^t  —  2ax  —  1by  =^  ±1^. 

Ces  cercles  peuvent  se  définir  par  leur  relation  avec  le  cercle  fixe 
a;2  -[-  y-i-  =  r- ^  Dans  le  cas  du  signe  +,  l'axe  radical  passe  par  0  et  les 
cercles  (2)  coupent  le  cercle  fixe  en  deux  points  diamétralement  opposés. 
Dans  le  cas  du  signe  — ,  l'axe  radical  est  la  polaire  du  point  0  et  les 
cercles  (2)  coupent  orthogonalement  le  cercle  fixe. 

Si  l'on  regarde  \  :  /(r)  comme  l'échelle  d'une  carte  de  l'espace  non- 
euclidien  dans  l'espace  euclidien,  ces  résultats  fournissent  une  représen- 
tation intéressante  des  deux  géométries  non-euclidiennes,  riemanienne 
(signe  +)  et  lobatschefskienne  (signe  — ).  Les  cercles  trouvés  donnent 
la  carte  des  droites  dans  chaque  système. 

§  2.  Calcul  des  différences  finies. 

326.  Définitions  et  notations.  —  Soient  Vo,  i/i,  yzf-  yn,--.  une 
suite  de  valeurs  que  reçoit  une  variable  y.  Les  accroissements  suc- 
cessifs de  y  quand  on  passe  d'une  valeur  à  la  suivante  s'appellent  les 
différences  premières  de  ces  valeurs.  La  formation  de  ces  différences 
est  une  opération  qui  se  désigne  par  A.  On  pose 

^Vo-yi-Vo^    ^yy  =  y2  —  yu"-    ^yn=^yn+i  —  yn,... 

Les  différences  des  différences  premières  sont  les  différeiices  secondes 

^'yo=-^yi  —  ^yo,       ^'yl=-^yi  —  ^yl,... 
Les  différences  troisièmes  seront,  de  même, 

à'y,  =  ^'y,  —  l'y,,        l'y,  =  l'y,  —  A-'î/„... 

et  ainsi  de  suite. 

Il  est  souvent  avantageux  de  représenter  par  V  (qui  s'énonce 
pseudodelta)  l'opération  qui  consiste  à  passer  d'une  valeur  à  la  sui- 
vante dans  la  suite  yo,  2/1.  ï/zv  On  a,  par  définition, 

V2/o  =  ï/i,  Vî/,-î/2,...        Vyn  =  yn+i,... 
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L'opération  V  peut  aussi  se  répéter  successivement.  On  aura 

et,  en  particulier,  Vi/o  =  ?/«  . 

Remarque.  —  Comme  yn+i  =  y,i  +  ^yn  ,  on  a 

^Vn  =  y 71  +  Aî/n=  (1    f  Aji/n  , 
%n  =  (V  —  i)yn  . 

Ainsi  les  opérations  A  et  V  sont  liées  par  les  formules  : 
V  =  l-l-A,         A  =  V  — 1. 

327.  Propriétés  des  opérations  A  et  V.  —  1")  On  a,  en  vertu  des 
définitions  précédentes, 

^P^%^  =^<i^Pyn=!^P^^yn; 

et,  de  même, 

V^  A^  yn  -  Vi-  \Pyn  -  V^+^^n  =  yn+p  Vi- 

Les  opérations  A  et  V  jouissent  donc  des  propriétés  : 

A^  A«  =  A^  A^  =  Ap+5,         V^  V*  =  V*  V-^  "^  V^*«. 
2o  Si  M,  u,  2,...  sont  des  quantités  variables,  on  a 

A(m  -\-  V  —  z  -\- ...)  ^  Am  4-  Ad  —  A^  -j-  ••• 
V(u  +  z;  —  2  +  ...)■=  Vm  4- Vi' —  V^  +  ••• 
et,  si  a  est  une  constante, 

Aflî/  =  a^y,        Vay  -^  aXy. 

328.  Expression  de  A"«/(,  en  fonction  de  yo,  yi,...  «/n .  —  On  a,  en 

vertu  des  propriétés  établies  au  n»  précédent,  les  symboles  A  et  V  se 
comportant  comme  des  quantités  dans  les  calculs, 

^î/o  =  (V  — l)i/o, 

^*yo  =  (V  -  1).  (V  -  \)yo  =  (V  -  l)2j/o 
et,  en  général, 

A«î/o  =  (V  — i)»î/o. 
Si  l'on  développe  et  remplace  V^î/o  par  y^  ,  on  trouve 

^"2/o  =  î/n  —  nyn-i  -T  j[^ yn-2 ±   i/o- 

329.  Expression  de  yn  ,  en  fonction  de  «/»,  A«/o,...  A'^î/o.  — On  a 

yi  =  Vi/o  =  (1  +  A)î/o 
ï/«  =  Vî/i-(l-i-Aj2i/o 
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et,  en  général, 

Si  l'on  développe,  il  vient 

yn  =  yo-h  n^yo  +  "^^^  ^       A'j/o  +  ■••  +  A"  yo. 

Rem(miue.  —  Les  résultats  de  ce  n»  et  du  précédent  peuvent  être 
considérés  comme  compris  dans  les  relations  symboliques  : 

A«=(V  — 1)»^        et        V^^il  +  A)". 

330.  Différences  des  fonctions  simples.  —  Nous  allons  considérer 
simultanément  une  variable  indépendante  x  et  une  fonction  y  de  x. 

Nous  représenterons  par  yo,  yi,yo,...  les  valeurs  successives  de  y 
quand  on  donne  à  x  une  série  d'accroissements  égaux  représentés 
par  h.  Les  valeurs  successives  de  y  et,  par  conséquent,  leurs  diffé- 
rences successives,  déi)endent  de  la  valeur  initiale  de  x  et  de  l'accrois- 
sement h.  Ce  sont  donc  des  fonctions  de  x  et  de  h  qu'il  s'agit  de 
déterminer. 
2°)  Fonction  entière.  Supposons  y  de  degré  m 

y  ==  kx'^  +  Bx'''-'  -h  Ca'^-2  +  ...  +  Ka;  4-  L. 
On  a  d'abord 

\y  =  A[{x  +  hy»  -  x'^']  +  B[{x  +  h)»'-' —x^'-']  -] h  KA. 

et,  en  ordonnant  par  rapport  à  x, 

A?/  ^  mAx»''--^h  +  B'x"^-^  H 1-  K'. 

Le  premier  terme,  qui  est  de  l'ordre  le  plus  élevé  en  x,  est  de 
degré  m  —  1  et  son  coefficient  s'obtient  en  multipliant  celui  du 
premier  terme  de  y  par  le  degré  de  ce  terme  et  par  h. 

En  opérant  de  même  sur  ^y,  il  en  résulte 

^^J  =^  mim  —  1)  Ax'»-^¥  -f  B"a;"^-3  -\ \-  K'' 

et  ainsi  de  suite.  Le  degré  de  chaque  différence  successive  va  en 
diminuant  d'une  unité.  Donc  ^''^y  est  de  degré  0  et  se  réduit  à  son 
premier  terme,  dont  la  loi  de  formation  est  connue.  On  a  donc 
^rny  =  1.2...  mkh»^. 

Ainsi  la  différence  m"*^  d'une  [onction  entière  de  degré  m  est  constante 
quand  la  variable  x  varie  par  degrés  égaux  et,  par  conséquent,  toutes 
les  dilJérences  suivantes  sont  nulles. 
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2°)  Fonction  exponentielle.  On  a 

^p^ax+t)  __  J^a[x+Ax)+b  ^ax+b  __  p^ax+bi^a^x |\ 

^zp^ax+b  _  rj^a^x \\  ^\ax+b  _.  p^ax+b  rp^a^x |\2 

et,  en  général, 

^n  p^ax+b  __  p^ax+b  (^p^a^x 1)**  . 

3°)  Fonctions  circulaires.  On  a 

A  sin  (ax  +  b)  =  sin  {ax  +  ^  +  «A^)  —  sin  {ax  +  &) 

„    .     a^x        f       .   ,    ,    aAo; 
=  2  sm  -2—  cosf  aa;  +  h  H ^^ 

=  2  sin  —^ —  sin  [ax  -^o  ^ 


2     ""'  ^""^  ^  ''    '  2 

et,  en  général, 

at^x  \^  .   f       .   ,    ,       aH^x 


f  a^x  \"      / 

à»^  sin  (a^-  4-  è)  =  f  2  sin  — ^ —  1  sin  (  ar  +  è  +  n  ■ 

De  même, 
^^  cos  (aa;  +  b)  ^--  (^2  sin  -^)'cos(ax-  +  b  +  M^^+i^) 

331.  Produits  équidifférents.  —  1°)  Soit  symboliquement 

xt^l  r^x{x  —  h)  [x  —  2h)...  {x—p  —  ih)  ; 
on  aura 


^x\•P^  =  x{x  —  h)...(x  —  p  -  2  h) ph 
=  p  x^P-^^  ^x 
De  même, 

i^x^p]  =  p^x  ^x^p-'  =rp{p  —  i)  ict^-»]  ^x- 

et,  en  général, 

A«  a;[^]  =  j9  (p  —  1). . .  (]?  —  n  -f  1)  a;[-P-"J  Aa;"  . 

L'analogie  avec  la  règle  pour  différentier  une  puissance  dans  le 
calcul  différentiel  est  évidente. 
2°)  Soit  encore  symboliquement 

1 

^-tpj  = — -— = —  ; 


xix-i-  h){x+^h)...  {xi-p  —  ih)i 
on  trouve  sans  peine 

Aa;-[-P]  =  -7 — .    ~^^ jT  -  —px-iP+''-  ^x, 

x{x  +  h)...(_x-\-ph)  ^ 

d'où,  en  général, 
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332.  Calcul  inverse  des  différences.  Addition  d'une  fonction  périodique 
arbitraire.  —  Le  calcul  inverse  des  difterences  est  au  calcul  direct  ce 
que  le  calcul  intégral  est  au  calcul  différentiel,  il  a  pour  objet  de 
déterminer  une  fonction  quand  on  connaît  sa  différence  finie  ou,  plus 
généralement,  une  relation  entre  cette  fonction,  quelques-unes  de  ses 
différences  et  la  variable  indépendante.  Nous  ne  nous  occuperons  ici 
que  du  premier  cas. 

Soit  X  la  variable  indépendante,  dont  l'accroissement  ^x  =  h  est 
supposé  constant  ;  soient  F{x)  la  fonction  inconnue  et  f{x)  la  diffé- 
rence donnée  :  on  doit  avoir 

AF(j;)  ^  r{x),        ou        F  {x  +  /i)  —  F  {x)  -  f{x). 

La  fonction  ¥{x)  dont  la  différence  est  f{x)  se  représente  par  S  f{x) 
et  se  nomme  Vintégrale  aux  différences  finies  de  f{x).  D'après  ces 
notations,  les  caractéristiques  A  et  2  appliquées  à  la  même  fonction 
se  détruisent  et  l'on  a 

\:::f'{x)  =  nx). 

Dans  le  calcul  intégral  ordinaire,  quand  on  a  obtenu  une  intégrale 
particulière  d'une  différentielle  donnée,  on  ajoute  à  cette  première 
solution  une  constante  arbitraire  pour  former  l'intégrale  générale. 
Dans  le  calcul  intégral  aux  différences  finies,  ce  n'est  pas  une  con- 
stante arbitraire  qu'il  faut  ajouter,  mais  la  fonction  la  plus  générale 
dont  la  différence  est  nulle,  c'est-à-dire  une  fonction  quelconque  de 
période  h  =  ^x.  Nous  désignerons  une  pareille  fonction  par  n. 

D'après  cela,  f[x)  étant  une  fonction  particulière  dont  la  différence 
est  A  f{x),  on  a 

S  A  f(x)  =  f{x)  +  n. 

Donc  les  symboles  2  et  A  se  détruisent  encore,  quand  S  précède  A, 
mais  il  faut  ajouter  une  fonction  périodique  arbitraire  II, 

En  vertu  de  celte  remarque,  les  calculs  effectués  au  n"  330  et  334 
donnent  réciproquement 

V.r 

sui  {ax ^  +  b) 

S  cos  {ax  +  b)= T h  n. 

2  sin  \- 
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333.  Intégrale  définie  aux  différences.  —  L'intégrale  aux  diflerences 
jouit  d'une  propriété  analogue  à  celle  des  fonctions  primitives  dans 
le  calcul  infinitésimal  :  Soient  a^i,  j;2>---^n  une  suite  de  valeurs  de 
différences  h,  et  Y[x)  une  intégrale  aux  différences  de /(a-)  ;  on  a 

¥{x,)-nx,y-=ax,],    ¥[X,)-Y{x,)=f{x,),...     Y{Xn\-nXn-i)-f{Xn-i) 

et,  en  additionnant  toutes  ces  relations, 

Y{Xn)-  F[X,)=f{x,)  +  f{x,)  -I-  ...  +  [(Xn-,). 

C'est  la  propriété  que  nous  voulions  établir.  Le  second  membre 
s'appelle  l'intégrale  définie  aux  différences  de  f{x)  et  se  désigne,  en 

Xn-h 

abrégé,  par  2  f{x).  L'équation  prend  ainsi  la  forme 

"s  \{x)  =  Y{xn)  -  F(a;,), 
^1 

et  l'analogie  avec  les  formules  de  quadratures  est  évidente.  Par  exem- 
ple, au  moyen  de  l'intégrale  de  A^  indiquée  à  la  fin  du  11°  précédent, 

on  obtient,  h  étant  égal  à ' 

°  n 

b-h  \b  \a 


A'»  — 1 


§  3.  Nombres  et  polynômes  de  Bernoulli. 

334.  Nombres  de  Bernoulli.  —  Les  nombres  de  Bernoulli  sont  les 
nombres  Bj,  B2....  B»,...  définis  paf  le  développement  en  série  de 
Maclaurin  : 

La  fonction  du  premier  membre  et  ses  dérivées  sont  continues  pour 
a;  =  0.  Le  développement  peut  donc  se  poursuivre  indéfiniment.  Nous 
ne  nous  occupons  pas  ici  de  la  qu'^stion  de  convergence.  Toutefois  nous 
constaterons  au  n^  350  que  le  développement  est  valable  dans  .un  cercle 
de  rayon  2Tr.  La  fonction  du  premier  membre  est  la  fonction  génératrice 
des  nombres  de  Bernoulli. 

Nous  observerons  d'abord  que  la  fonction 

X  X  e  ^  -\-  e     '^ 


est  une  fonction  paire  de  xAl  s'ensuit  évidemment  que  B,  est  égal  à  -y 
et  que  tous  les  autres  B  d'indice  impair  sont  nuls. 

Pour  mettre  en  évidence  les  propi-iétés  des  nombres  de  Bernoulli,  il 
est  commode  de  se  servir  de  la  notation  symbolique  suivante  : 
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Convenons  de  remplacer  B"  par  Bn  dans  le  développement  de  e^^  en 
série  potentielle,  la  formule  (1)  pourra  s'écrire  symboliquement 

(2) 


gX  — 


L'utilité  de  cette  notation  vient  de  la  propriété  suivante  : 
Si   l'on  multiplie  le  développement  e^^  par  une  autre  exponentielle 
e^^,  on  aura  aussi  symboliquement 

Cela  veut  dire  que  le  développement  en  série  de  Maclaurin  de  la  fonc- 
tion du  premier  membre  se  fait  par  la  formule 

xe'*^         ,    ,     B  +  a  ^   ,    (B  +  a)2  ^2 


1  H f —  ^  +  ^-4r^  ^'  + 


e^—l  '1  '1.2 

à  condition  de  développer  les  puissances  de  B  f  a  dans  le  second  mem- 
bre et  de  remplacer  B"  par  Bn  . 

En  effet,  le  second  membre  de  cette  formule  est,  d'après  la  règle  de 
multiplication  des  séries,  le  produit  des  développements  de  e^^  et  e^^. 
D'autre  part,  le  développement  en  série  de  Maclaurin  d'un  produit  de 
deux  fonctions  s'obtient  en  faisant,  par  la  même  règle,  le  produit  des  déve- 
loppements des  facteurs,  car  l'exactitude  des  coefficients  ainsi  obtenus 
résulte  de  la  règle  de  Leibnitz  pour  dériver  un  produit. 

Revenons  maintenant  à  l'équation  (2).  On  peut  chasser  les  dénomina- 
teurs (on  vertu  du  principe  de  la  multiplication  des  séries  de  Maclaurin 
que  nous  venons  d'invoquer),  et  il  vient 

Par  suite,  en  égalant  les  coefficients  de  a?"  ,  dans  les  deux  membres, 
on  obtient,  pour  w  >  1,  l'équation  symbolique 

(4)  (B+  1)"  — B'î  =  0. 

Elle  fournit,  pour  w  =  2,  3,  4,...,  une  suite  d'équations  récurrentes  à 
coefficients  entiers 

2B,  +  1=0,  3B2+3B,  4- 1  =0.... 

qui  déterminent  de  proche  en  proche  Bj,  B^,...  Donc  les  nombres  de 
Bernoulli  sont  rationnels. 

Nous  savons  que  tous  les  B  d'indice  impair  sont  nuls,  sauf  B,  qui  est 
égal  à—  y.  Quant  aux  B  d'indice  pair,  ils  ont  pour  valeurs  : 

5  691         7  3617 

^12  =  — ô^orT'   ^14=  -fi-'     ^16^ 


B, 


66      '''     2730     '"   6     "'  510 

43867   ^     174611   ^    854513 


798     =*"     330     ''=    138 


—  >  ■ 
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On  remarque,  dans  ce  tableau,  que  les  nombres  de  BernouUi  d'indice 
pair  sont  de  signes  alternés.  C'est  une  règle  générale,  comme  nous  le 
démontrerons  plus  loin. 

335.  Propriétés  des  nombres  de  Bernoulli.  —  Multiplions  la  formule 
(2)  par  ev^^  ;  il  vient 

d'où,  en  égalant  les  coefficients  de  a;"  de  part  et  d'autre, 
;5)  7iyn-i  _  (B  +  1  +  y)n  -  (B  +  «/)«  . 

Cette  relation  montre  que  l'identité 

(6)  /•(?/+B  +  i)-n^  +  B)=r(î/) 

a  lieu  pour  chaque  terme  d'un  polynôme  /"(î/),  elle  a  donc  lieu  pour  le 
polynôme  lui-même  et  c'est  l'identité  fondamentale  à  laquelle  satisfont 
les  nombres  de  Bernoulli. 

On  peut  même  étendre  la  formule  (6)  à  certaines  fonctions  autres  que 
des  polynômes.  Ainsi,  si  f[y)  est  une  série  potentielle  convergente, 
"Lany^^  ;  et  si  les  séries  léUn  (î/  +  B  -f  Ij'^et  2«n(«/  +  B)" convergent, 
la  formule  (6)  conservera  un  sens  et  sera  exacte. 

Voici  quelques  cas  particuliers  : 

1°)  Faisons,  dans  (5),  î/  = ô~  '  ^^  vient 

(B-^i)"-(B-i)"=»(-4r 

Faisant  successivement  n  =  2,  4,...  cette  formule  permet  do  vérifier 
de  proche  en  proche  que  tous  les  B  d'indice  impair  sont  nuls  à  partir 
deBj. 

20)  Soit  r{y)  =y{l/+^){y  +  2)  ...  {y  +  p)  -,  la  formule  (6)  donne, 
pour  y  =  0, 

[p  +  1)  [B  +  1){B  +  2)  ...  (B+p)  =  p  \ 

3°)  Soit  l  ^  q  ^p  ;  posons  f{y)={y  —  \)^^  y-^ ,  il  vient,  pour  y  =  0, 

BP  (B  +  1)«  —  B«  (B  —  l)P  =  0. 

Cette  forme,  due  à  Stem,  ne  contient  que  les  nombres  d'indices  com- 
pris entre  q  et  p  +  q.  C'est  peut-être  la  plus  commode  pour  le  calcul. 

336.  Polynômes  de  Bernoulli. —  Ce  sont  les  polynômes  (fi^v),  <f2(v),... 
définis  par  le  développement  de  Maclaurin  suivant  : 

(7)      Ç^  =  ^  +  ?i(^)^  +  f.{^)~  +  -  +  'fn{v)^  +  ... 

Ces  polynômes  dépendent  des  nombres  de  Bernoulli  et  on  obtient  leur 
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expression  symbolique  en  mettant  la  fonction  génératrice  sous  la  forme 


^gVX  _  1) 


X  a; 

Le  coefficient  de  a;"  :  w  !  sera 
,8,  „,„)=(B±I^B»^'. 

Les  poli/nomes  de  Bernoulli  fournissent  Vexpression  générale  des 
puissances  semblables  des  nombres  entiers.  On  a,  en  effet, 

qVX  1 

1  +  e^  +  e2^  H h  e[^--i)^  =      x_Y~  ' 

d'où,  en  égalant  les  coefficients  de  x^^  :  n  ! , 

1  +  2«  +  3"  +  ...  +  (y  -  1)"  =  ^n{v). 

337.  Propriétés  des  polynômes  de  Bernoulli.  —  1"  Les  polynômes  de 
Bernoulli  s  annulent  si  v  =  0  ou  si  v  —  \.  C'est  la  conséquence  immé- 
diate des  formules  (8)  et  (4). 

2°  Pour  déterminer  fni-^),  considérons  les  relations 

e^"— 1 

et  égalons  les  coefficients  de  a;'»+i  dans  les  deux  membres  extrêmes  ;  il 
vient 

/  1  \"+i  /  B  \"+' 

(B+i-)      +B«.  =  2(|.) 

et  on  en  conclut,  par  (8), 


"(i)  =  -^ 


(9)      ?nhr   =-2    1 


1    \B, 


2^+iJn  +  1 

Donc  les  2^olynomes  d'indice  pair  s\mnulent  pour  v  ~  -^  • 
3°  Si  l'on  dérive  la  formule  (8),  il  vient 

cp;(t;)  =  (B  +  v)n  =  Mcp„_i(u)  +  Bn  . 
Il  y  a  deux  cas  à  distinguer  :  selon  que  n  =  2A  ou  2Â  +  1,  on  aura 
?'2ft(w)  =  2Â  f  2ft-i(^)  +  Bas, 

On  en  conclut  encore,  en  dérivant  une  fois  de  plus, 
(11)  <f>,=-2A(2A-l)<p,s_^(t;). 


(10) 
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4*'  Un  polynôme  ^z)ij^i[v)  d'indice  impair  ne  peut  reprendre  plus  de 
deux  fois  la  même  valeur  quand  v  varie  de  0  à  1 . 

En  effet,  s'il  reprenait  trois  fois  la  mênae  valeur,  sa  dérivée  (2  A  -[- 1)  cp^^ 
s'annulerait  pour  les  valeurs  0, 1  et  deux  valeurs  intermédiaires  au  moins, 
donc  au  moins  quatre  fois  dans  l'intervalle  0,1.  Alors  sa  dérivée 

s'annulerait  au  moins  trois  fois,  et  ^2h-i  reprendrait  au  moins  trois  fois  la 
même  valeur  dans  l'intervalle  0,1.  Il  en  serait  de  même  de  (f2k-3,  f-2h-5,-" 
©1,  ce  qui  est  impossible,  cDj  étant  du  second  degré. 

En  particulier,  un  polynôme  (p^  d'indice  impair  ne  peut  s'annuler 
pour  V  =  Y-  Donc,  par  la  formule  (9),  aucun  nombre  de  Bernoulli 
d'indice  pair  ne  peut  être  tiid. 

5°  Un  polynôme  d'indice  impair  ne  change  pas  de  signe  quand  v 
varie  ofe  0  à  1.  En  effet,  il  ne  pourrait  changer  de  signe  qu'en  s'annulant 
et,  comme  il  s'annule  aux  deux  lircites,  il  s'annulerait  trois  fois,  ce  qui 
est  impossible. 

6°  Un  polynôme  ^2k  d'indice  pair  s'anmde  pour  les  valeurs  0,  1  et 
Y  (voir  1"  et  3°),  mais  il  ne  s'anmde  pour  aucune  autre  valeur  de  v 
entre  0  et  \.  En  effet,  si  f^/^  s'annulait  quatre  fois,  ^2h—\  reprendrait  au 
moins  trois  fois  la  même  valeur,  comme  on  l'a  montré  dans  la  démon- 
stration 4°,  ce  qui  est  impossible. 

On  en  conclut  que  c'est  pour  v  =  y  que  les  polynômes  d'indice  impair 
prendront  leur  plus  grande  valeur  absolue  entre  0  et  1,  puisque  c'est  la 
racine  de  leur  dérivée. 

7°  Deux  polynômes  consécutifs  d'indice  pair  sont  de  sigties  contraires 
pour  v  compjris  entre  0  e^ . 

En  effei,  cp^^j  s'annulant  aux  points  0  et  -|-,  sa  dérivée  s'annule  pour 
une  valeur  intermédiaire  Vo  ;  et  l'on  .a,  par  la  formule  de  Taylor  (0  <  e  <  1), 

(fjft  {vo  +  t)  =  (p2ft(M  +-2~  "^'ih  ^^°  ^  ^^^  ' 
d'oïl,  pour  t  ==  —  ^o,  en  ayant  égard  à  (11), 

0  =  T2a(^o)  +  ^  2A  {2k  -  1)  ^,ft_,  (9t;o). 

j 

Donc  cpjjTj  et  '^ih-2,  qui  sont  de  signe  invariable  entre  0  et  -^,  sont  de 

signes  contraires.  De  même,  dans  l'intervalle  (  -— ,  1  ). 

8°  Deux  polynômes  consécutifs  d'indice  impair  sont  a^issi  de 
conttriires  dans  l'intervalle  \0,  1). 
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En  effet,  (^^h+ii'^)  s'annule  pour  v  =  0,  par  suite,  pour  v  positif  et  suf- 
fisamment petit,  ce  polynôme  aura  le  sig-ne  de  sa  dérivée  {2k-\-\)o2h{v) . 
Donc  cogft-fia,  dans  tout  l'intervalle  (0,  1),  le  signe  de  cpj/t  dans  l'inter- 
valle f  0,  -^  j  et  il  n'y  a  qu'à  appliquer  la  propriété  précédente. Comme  ©i 
est  négatif,  on  voit  que  le  signe  de  cpjft  entre  0  et  —,  ou  celui  de  cpaA+i 
entre  0  et  1,  sera  celui  de  ( —  1)''+*. 

Ce  signe  est,  en  vei"tu  de  l'équation  (9),  celui  de  —  Bo/.-i-.,.  Donc /es  nom- 
bres B  d'indice  pair  sont  de  signes  alternés. 

9°  La  fonction  (fn  (t  +  w)  ^st  une  fonction  paire  de  u  si  n  est  im- 
pair, une  fonction  impaire  si  n  est  pair. 

En  effet,  la  fonction  génératrice  du  développement  : 

est  la  fonction  paire  de  x  : 


cx. 


Donc,  les  puissances  impaires  de  x  devant  disparaître,  (s.^hi-i  (v  +  ^<) 
est  une  fonction  paire.  Alors  -^ok  [j  +  w),  qui  est  sa  dérivée  à  un  facteur 
numérique  près,  est  impaire. 

338.  Développement  des  polynômes  de  Bernoulli  en  séries  trigonomé- 
triques.  —  Ces  développements  dans  l'intervalle  (0,1)  sont  donnés  par 
les  deux  formules  suivantes,  que  nous  allons  démontrer  : 

f  /  X       ,      -,,.„  (2A-— 1)  !  <»      1 — cos2w7ra; 


(12)  ^     '       "^' 

Désignons  par  <I>p  (x)  la  pr?mière  ou  la  seconde  des  deux  sommes  : 

„sin2wua;  „cos2n7Ta; 

Il )  Zt > 

n  nP  „  nP 

selon  que  p  est  impair  ou  pair.  On  aura,  en  tous  cas, 

Maintenant  les  deux  formules  (12)  rentrent  dans  la  formule  générale 

(13)  cp„  =  Kn  [^n+iH  -  ^n+m 

OÙ  Kn  est  une  constante  convenable.   Nous  allons  d'abord  démontrer 
qu'il  existe  une  relation  do  cette  forme  (13)  quel  que  soit  n.  Pour  cela, 
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nous  allons  %'ériâei'  qu'il  existe  une  relation  de  cette  forme  pour  w  =  1, 
ensuite  qu'une  telle  relation  existant  pour  n,  on  en  déduit  une  autre  sem- 
blable pour  (n  +  1). 

D'abord,  pour  w  =  1,  je  dis  qu'on  a 

cpi  =  K,[$,(:i-)--a>,(0)]. 

En  effet,  les  deux  membres  s'annulant  pour  a;  =  0,  il  suffit  de  montrer 
qu'ils  ont  même  dérivée.  Or,  on  a,  entre  0  et  1,  (voir  n°  145). 

,  X'—X  1 

et  les  dérivées  seront  les  mêmes  si  Kj  =  l  :  27:^, 

Supposons  maintenant  la  relation  (13)  vraie  pour  n.  Il  suffit  de  l'inté- 
grer pour  trouver  l'analogue  pour  n  +  1.  En  effet,  ;p„  et  ^n+i  sont  res- 
pectivement les  dérivées  de  (Dn+i  ^t  de  ^n+z  à  un  facteur  et  une  constante 
additive  près.  On  a  donc,  en  intégrant  et  en  désignant  par  Kn+u  A.  B 
des  constantes  convenables, 

<Dn+i  =  Kn+i  [*n+2H  —  ^n+t{0)]  +  Ao;  +  B. 

Mais  A  est  nul  parce  que  o  et  <I>  reprennent  la  même  valeur  aux 
limites  0  et  1,  B  l'est  aussi  parce  que  cp  s'annule  avec  a;.  Donc  l'équation 
(13)  est  générale. 

Pour  déterminer  Kn  ,  on  dérive  m  fois  l'équation  (13),  d'où 

n,n+l) 


n!(p;=Kn(— 1)     '      (27r)»<E)i. 

D'ailleurs  les  valeurs  de  cp|  et  <ï>£  que  nous  venons  d'écrire  plus  haut 
donnent  <^i  :  oî  =  —  ir,  ce  qui  conduit  aux  valeurs  de  Kn  mises  dans  les 
équations  (12). 

Remarque.  —  Les  propriétés  1°,  5°,  7°,  8"  et  9°  du  n"  337  sont  immé- 
diatement apparentes  dans  les  formules  (12). 

339.  Nouvelles  expressions  des  nombres  de  Bernoulli.  —  Portons 
dans  la  relation  (10)  les  valeurs  de  cp-ï^i  et  o^h-i.  tirées  de  (12)  et  posons, 
eu  général, 

00        1 


la  relation  (10)  se  réduit  à 

(2A)! 


B,,  =  (-i)^-2-45:i^.,,. 
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Quand  k  augmente,  s^^f  tend  rapidement  vers  1.  Cette  formule  montre 
donc  que  les  nombres  de  Bernoulli  croissent  très  rapidement  avec  k. 

Remarque.  Cette  valeur  de  Ba/.  nous  permet  de  déterminer  le  rajon  de 
convergence  R  du  développement  (1).  D'après  la  théorie  des  séries  poten- 
tielles, ce  sera  l'inverse  de  la  plus  grande  limite  de  "^V^h  :  >^  !,  donc 


V    Bn 


R-^limt/if_^  =  27c. 


§  4.  Formule  d'Euler  et  de  Maclaurin. 
Relation  entre  les  sommes  et  les  intégrales. 


340.  Formule  préalable.  —  Considérons  la  formule  de  Maclaurin 
2!  '    ^  '  ^  (2i3! 


(1)  ï{x)  -  m = ^Y'iO)  4- 1:  ^'(0)  +  -  +  tS  t'm  +  ^2^+^ 


avec 


l'expression  du  reste  (t.  1,  n°  403)  : 


I^-+'  =  (2^f>"(— ^) 


Remplaçons  successivement  dans  cette  formule  la  fonction  f  par  ses 
dérivées  f',f",...  en  remplaçant,  en  même  temps,  2^3  par  [2p  —  1), 
{2p  —  2),...    1.   Multiplions  successivement   ces   équations    par   B^x, 

B^x^       Box^  B''P-^  x'P-^      ,      ^  ^,  . 

-,    »  —^, —  '•••  — ; — r-'   les  B  désignant  les  nombres  Bernoul- 

2  !  3!  [2p  —  1)  !  ° 

liens,  et  ajoutons-les  membre  à  membre  avec  (1).  Il  viendra  un  résultat 
de  la  forme 

=  xf[Q,)  +  K^x^  /"'(O)  +  h,x'r"[0)  +  -.  +  P^2pX-'H'i^[0)  +  R, 

en  posant 

_X       B,      (1  +  B)^-B-^ 
^^~  2!  '^T~  2l 

A    =J^    '  -^^^-   (1+B)3-B^ 


3!    '  2!  1   '   2!  3! 

A    -   ^     I     ^1     ,      ^2      ,    B3^(l  +  B)^-B^ 
'      4!  ^3!  1  ^2!  2!  "^3!     "  4! 

et,  en  désignant  par  R  l'intégrale 

}o'^       ^"^      'a"(22^+T7(2p-^l)7+    2!(2p-2)!     +  -J 

On  remarque  d'abord  que  tous  les  coefficients  Ag,  A^,,...  sont  nuls  par 
les  relations  (3)  du  no  334.  Quant  à  l'expression  entre  crochets  dans  Fin- 
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tégrale  R,  elle  revient  à  un  polynôme  de  Bernoulli  (n"  336),  car  on  peut 
l'écrire  comme  il  suit  ; 

(  — -  -t-  B  I    —B^P 
it+Bœyp-{Bx)^P_         Kx   ^     J         ^  co^P  fj\ 

{2p)\  {2p)\  {^p-l)l^'''-\xj' 

Il  vient  donc,  cp  désignant  un  polynôme  de  Bernoulli, 


(2»  '^-(2^^1>"(--^)ï'''-'(i) 


di. 


En   se  rappelant  (n"  334)  que  tous  les  B  d'indice  impair  sont  nuls, 
sauf  B,  qui  est  égal  à   -  y,  nous  avons  ainsi  obtenu  la  formule  suivante  : 

m  -  m  -  .  ^«"^  -  -If  inx)  -  rm  -  ■■■ 


B2p^^-2 


\f^p-^x)  —  pp-HO)]  +  R. 


(2p  — 2)! 

341.  Simplification  de  R.  —  Utilisons  les  propriétés  des  polynômes 

de  Bernoulli  {n°  337).  Comme  —  varie  de  0  à  1  dans  l'expression  (2), 

^■ip~i  (  —  )  "e  change  pas  de  signe  (propriété  5°),  et  l'on  peut  poser  par 

le  théorème  de  la  moyenne,  0  étant  compris  entre  0  et  1  (en  sorte  que  bx 
est  une  valeur  intermédiaire  de  l'argument  x  —  i). 

Cliangeons  encore  t  en  tx  dans  l'intégrale,  il  viendra 

L'intégration  s'effectue  immédiatement  en  remplaçant  (f-zp-i  par  sa 
valeur  donnée  par  l'équation  (10)  du  no337,  à  savoir 

_     ygp  —  ^iP 

^^^^^ 2^ ' 

et  en  observant  que  l'intégrale  de  ^'  est  nulle,  puisque  o  s'annule  aux 
deux  limites  0  et  1  (n»  337).  Il  vient  donc  simplement 

(4)  ^--^^^rr-f'"'"^'''^- 

342.  Formule  d'Euler  et  de  Maclaurin.  —  Ce  n'est  qu'une  transfor- 
mation de  la  formule  (3).  Remplaçons  dans  le  premier  membre  la  fonc- 
tion f{x)  par  l'intégrale 


I        f{x)  dx  =     /"(«  +  X)  dx 
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il   faudra   remplacer   dans   le   second    membre    la   dérivée   f^{x)   par 
f^—^{a  -f  x)  et  cela  pour  A  =  1,  2,...  ;  il  viendra  donc 

(5)r" 

et  la  valeur  (4)  de  R  deviendra  (0  <  6  <,  1) 

(6)  ^---^^^^r-Ha  +  Ox). 

La  formule  (5)  est  la  formule  dCExder  et  de  Maclaurin,  mais  com- 
plétée par  l'expression  du  reste  que  ces  géomètres  n'ont  pas  donnée. 
Comme  les  nombres  Bg,  B^...  croissent  rapidement  en  valeur  absolue, 
cette  formule  deviendrait  le  plus  souvent  divergente  si  l'on  faisait  croî- 
tre p  indéfiniment.  Mais,  en  donnant  à  p  une  valeur  convenable,  on 
pourra  généralement  faire  en  sorte  que  R  soit  suffisamment  petit  pour 
être  négligé  en  pratique,  l'expression  (6)  de  R  permettant  d'agir  en 
sûreté. 

On  se  sert  de  la  formule  d'Euler  et  de  Maclaurin  pour  ramener  le  cal- 
cul des  intégrales  au  calcul  des  sommes  et  réciproquement.  C'est  ce  que 
nous  allons  montrer, 

343.  Application  au  calcul  approché  des  intégrales  définies.  —  Four 

appliquer  la  formule  (5)  au  calcul  de  l'intégrale  I  ({x)  dx,   il  suffit  évi- 

Ja 
demment  de  poser  a;=6  —  a.  Mais,  si  l'intervalle  d'intégration  est  un 

peu  grand,  il  convient,  pour  obtenir  plus  d'exactitude,  de  le  décomposer 
en  plusieurs  parties.  Posons  h  = ;  on  aura 

Jrb  ra-\-h        ra+2h  ra+nh 

\  fdx^i        +  +  -  +  fdx. 

a  Ja  Ja-\h  Ja-r(n—i]?i 

Appliquons  à  chacune  de  ces  intégrales  partielles  la  formule  (5),  où 
l'on  remplacera  x  par  h,  et  ajoutons  les  résultats  ;  il  viendra 

/  jj{x)  dx  =  a[^  +  na  +  A)  +■••+/(«  +  ^^^=T h)  +  ^] 

(7)  )  -  ^  [m -/■'(«)] -4T-[r(^)-r(«)]- - 


\  ['^P-2)\ 

et  le  reste  R  sera  donné  parla  formule 


R  =  —  w  [j. 


B,ph^-P+' 


(ji  désignant  une  valeur  moyenne  de  /"-^  [x)  entre  a  et  b. 
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La  formule  (7)  est  celle  que  nous  voulions  obtenir.  Le  terme  écrit  sur 
la  première  ligne  au  second  membre  est  susceptible  d'une  interprétation 
géométrique  :  il  représente  la  somme  des  trapèzes  inscrits  dans  la  courbe 
y  =  f{x)  et  déterminés  par  des  ordonnées  équidistantes.  Quant  au  pre- 
mier membre,  il  représente  l'aire  de  la  courbe. 

344.  Formule  sommatoire  d'Euler  et  de  Maclaurin.  —  Réciproque- 
ment, la  formule  (7)  peut  servir  à  ramener  le  calcul  d'une  somme  à  celui 
d'une  intégrale  définie.  Posons,  b  étant  égal  ka  -{-  nh, 

'ïLfix)  =  f[a)  +  ([a  +  h)^f{a-\-2h)  +  ...  +  f{b  -  h). 
a 

On  tirera  de  la  formule  (7) 

(  'y  w  -  ij/w  "^  -^^^+ If  (m  -  r(a)] + - 

C'est  1h  f'o7'mule  sommatoire  d'Euler  et  de  Maclaurin  complétée  par 
l'expresssion  du  reste.  Elle  est  souvent  très  utile  quand  la  quadrature 
indiquée  s'effectue  simplement. 

345.  Expression  s3nnbolique  de  la  formule  d'Euler  et  de  Maclaurin. 
Intégration  aux  différences  d'un  polynôme.  —  Soit  /"(y)  un  polynôme. 
Faisons  successivement  y=l,  2,..,  [n — 1)  dans  la  formule  (6)  du 
n°  355  et  ajoutons  ;  il  vient 

r(0)  -f  f\\)  +  •••  +  f\n  -  1)  =/-(B  +  n)  -  /-(B). 

On  généralise  cette  formule  en  remplaçant  la  fonction  f\y)  par  /  (a  +  hy) 
considérée  comme  fonction  de  y  ;  elle  devient  ainsi 

(9)         "f  f(a  +  hy)  -  n..  +  (B+»)^l-rW  +  BA) 

C'est  la  formule  la  plus  élégante  pour  la  sommation  d'un  polynôme.  Ce 
n'est  d'ailleurs  qu'une  expression  symbolique  de  celle  d'Euler  et  de 
Maclaurin  (où  /  est  remplacée  par  /"')  dans  le  cas  où  cette  formule  est 
limitée  et  le  reste  nul. 

Si  /  n'est  pas  un  polynôme,  on  peut  encore  considérer  la  formule  \9) 
comme  une  expression  symbolique  de  celle  d'Euler  et  de  Maclaurin  pro- 
longée à  l'infini,  mais  elle  n'est  plus  légitime  que  si  le  reste  de  la  for- 
mule (8)  tend  vers  zéro,  ce  qui  sera  l'exception. 

§  5.  Interpolation. 

346.  Objet  de  l'interpolation.  —  L'objet  de  l'interpolation  est  de 
trouver  une  fonction  d'une  variable,  connaissant  les  valeurs  de  cette 
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fonction  pour  un  certain  nombre  de  valeurs  données  de  la  variable. 
Ce  problème  est  indéterminé  tant  qu'on  ne  fixe  pas  la  forme  de  la 
fonction  cherchée,  car  il  revient  à  faire  passer  une  courbe  par  des 
points  donnés,  ce  qui  peut  se  faire  d'une  infinité  de  manières  tant  que 
la  courbe  n'est  pas  définie.  Le  problème  de  l'interpolation  devient 
déterminé  quand  la  forme  de  la  fonction  est  donnée  et  qu'elle  ren- 
ferme autant  de  paramètres  distincts  qu'il  y  a  de  valeurs  données  de 
la  fonction.  Ainsi  une  fonction  entière  de  degré  n  —  1  renferme  n 
paramètres  et  peut  se  déterminer  si  l'on  donne  n  valeurs  de  la  fonction. 

347.  Formule  d'interpolation  de  Lagrange.  —  Le  polynôme  y  de 
degré  n  —  1  qui  prend  n  valeurs  données»/,,  yz,...  yn  pour  les  valeurs 
a,*!,  a-'a,,..  Xn  de  x  est  unique.  En  effet,  s'il  y  en  avait  deux,  leur  diffé- 
rence, qui  est  de  degré  n  —  1  au  plus,  ayant  n  racines  Xi,...a;„, 
serait  identiquement  nulle,  et  les  deux  polynômes  seraient  identiques. 

On  peut  écrire  immédiatement  le  polynôme  P,  de  degré  n  —  1  qui 
prend  la  valeur  1  pour  x  =  x^  et  s'annule  pour  x  =  x^,  x^,...  Xn .  C'est 

p    _  (x  —  X,)  {x  —  x^) ...  (x  —  Xn)^ 

Le  polynôme  Pi,  égal  à  1  pour  x  =  Xi  et  nul  pour  les  autres 
valeurs  x^ ,  se  déduit  du  précédent  par  la  permutation  des  indices 
1  et  i.  Par  suite,  le  polynôme  y  de  degré  n  —  4  qui  prend  les  valeurs 
î/i,...  yn  aux  points  Xi,...Xn  s'exprime  par  la  formule 

C'est  la  formule  d'interpolation  de  Lagrange,  qui  est  très  utile  dans 
les  raisonnements,  mais  se  prête  mal  au  calcul. 

348.  Formule  d'interpolation  de  Newton.  —  Soit  f(x)  une  fonction 
quelconque.  Proposons-nous  de  déterminer  le  polynôme  y  de  degré 
n — 1  qui  prend  les  valeurs  f(Xi),  f{x.^),...f{Xn)  aux  points  x^,  x^,...  Xn  . 

Désignons,  en  général,  par  Qj  le  polynôme  de  degré  i  —  1  qui  prend 
les  valeurs  f[Xi),f[X2)  •••  f\Xi)  aux  points  x^,  x.^,...  Xt.  Nous  serons 
conduits  à  la  formule  de  Newton  en  écrivant  le  polynôme  y  sous 
la  forme 

mais  il  faut  transformer  les  termes  de  cette  somme.  Le  polynôme 
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Qi  —  Qi-i  de  degré  i  —  1  s'annule  (d'après  sa  définition)  aux  points 
a;,,  Xi,...  Xi-i.  Il  ne  diffère  donc  du  produit  (a:  — j^i)  •••  {x  —  Xt-i)  que 
par  un  facteur  constant,  égal  au  coefficient  de  a;"~^  dans  Qj  —  Qz_i, 
donc  dans  Q?,  c'est-à-dire,  d'après  l'expression  de  Q^-  par  la  formule 
de  Lagrange,  égal  à 

{Xi  —  X2)--{Xi—Xi)        iX2—Xi]--{x.^—Xi)        '"       {Xi—Xi)-.'{Xi—Xi^i) 

Ce  coefficient  est  donc  une  fonction  symétrique  de  ^i,...  xi  et  nous 
désignerons  cette  fonction  par 

f\X\i  ^2>'"  Xi). 

Ainsi  la  valeur  de  y  peut  s'écrire 

\y  --  f{Xi]  ^  [x—x;)t{x^,x^)  +  [x—x,]  [x—x^)  f{X,,X^,X^)  +  .: 


(2) 

"T  \X  —  ^'i)  •••  \X        Xn—i.)  I  \Xi,  X2,.,.  Xn  )• 

Telle  est  la  formule  d'interpolation  de  Newton  pour  former  le  poly- 
nôme «/ de  degré  w— 1  qui  prend  les  n  valeurs  données  i{Xh)  aux 
points  Xk . 

On  donne  à  f{x\ ,  a;,),  f[x^,x^,Xz) , . .  .les  noms  àe  première,  deuxième, . . . 
fonction  i7iterpola7ite  de  f{x).  On  les  calcule  psr  un  procédé  de  proche 
en  proche  que  nous  allons  faire  connaître. 

349,  Calcul  des  fonctions  interpolantes.  —  Si  l'on  fait  x  =  Xn  dans 
la  formule  de  Newton  (2),  elle  donne  f{Xn)  ;  par  conséquent,  si  l'on 
remplace  Xn  par  x,  on  aura,  quel  que  soit  x,  l'identité 

[f{x)  =  f{x,)  +  [x  —  X,)  f{x„  X,)  +  ... 

(3)  -f  {x—  Xy)  ...  {x  —  Xn-i)  f{Xi,  X^,...  Xn-i) 

V  +(X  —  Xil:-{X  —  Xn-2){x  —  Xn-i)f{Xi,...Xn-i,X). 

Si  l'on  soustrait  de  cette  identité  celle  qu'on  en  déduit  en  rempla- 
çant n  par  n  —  1,  on  en  conclut 

fl^      ^  ~  ^\ I  [X^,...  Xn—2,  x)         J[Xi,...  Xn^z,  Xn—\) 

Il  vient  donc  pour  n  =  2,  3,...  le  système  de  formules  : 

'  ^    ^       '  X  —  X^  /  V    1'     2>     /  X  —  X^ 

fournissant  un  procédé  systématique  pour  calculer  de  proche  en 
proche  les  fonctions  interpolantes. 
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350.  Reste  de  la  formule  d'interpolation  de  Newton.  —  Etablissons 
d'abord  une  propriété  générale  des  fonctions  interpolantes,  dans 
l'hypothèse  oii  f{x)  est  dérivable  jusqu'à  l'ordre  «  —  4.  Désignant 
encore  par  y  le  polynôme  défini  par  la  formule  (2),  considérons  la 
différence  f[x)  —  y.  Elle  s'annule  aux  points  x^,...Xn\  donc,  en 
appliquant  le  théorème  de  Rolîe,  on  en  conclut  que  ses  dérivées 
1",  2^,...  (?i  —  l)'ne  s'annulent  au  moins  n  —  \,  w— 2,...  1  fois 
respectivement  dans  un  intervalle  contenant  ces  valeurs.  Soit  donc  ^ 
la  racine  de  la  dernière  dérivée,  qui  est  une  moyenne  entre  x^,...Xn; 
on  a 

0  =  n^-'HÎ)  -  D'^-^  y  =  fin-i)  ^^)  _  (n  _  i)  !  /^(a;^,...  ^,J, 

d'où  la  propriété  en  question  : 

f(n-i)(C\ 

w  /(-..- -")  =  ^-f- 

Revenons  maintenant  à  la  formule  de  Newton. 
Transformons,  par  la  propriété  précédente,  le  dernier  terme  de  la 
formule  (3),  mais  après  y  avoir  changé  n  en  n  -f- 1.  Il  vient 

r{x)  =  f{Xi)  +  (x  -  X,)  [{x,,  x.;)  +  ... 

+  [X  —  X^)  >'•  {x  —  Xn-i)  f{Xy,  X.^,...  Xn)  +  R, 
R  =  (^  — ^l)-(^  — ^n)  ^(n)(Ç)^ 

OÙ  ^  est  maintenant  une  moyenne  entre  x^,.,.  Xn ,  x. 

Donc  R  représente  l'erreur  que  l'on  commet  quand  on  calcule 
approximativement  f{x)  par  la  formule  (2)  ou  par  la  formule  d'inter- 
polation de  Newton.  C'est  pourquoi  R  s'appelle  le  reste  de  la  formule 
de  Newton  ;  et  l'expression  que  nous  venons  de  lui  donner  rappelle 
celle  du  reste  de  la  formule  de  Taylor. 

35 1 .  Formule  de  Newton  dans  le  cas  de  valeurs  de  x  équidistantes.  — 

Considérons  le  cas  où  les  valeurs  successives  Xo,  Xi,  x^,...  sont  en 
progression  arithmétique.  En  changeant  au  besoin  x  en  x  -j-  Xo,  on 
peut  faire  en  sorte  que  ces  valeurs  soient 

a;o  =  0,        Xi  =  h,        Xz  =  ^h,...        Xn  =  nh. 

Soient  I/o,  </i,...,  y^i  les  valeurs  correspondantes  du  polynôme  y  de 
degré  n  à  déterminer.  L'expression  de  ce  polynôme  par  la  formule  de 
Newton  peut  se  déduire  immédiatement  d'une  formule  du  calcul  des 
différences. 
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Formons,  en  effet,  les  différences  successives  ^yo,  A^î/o,...  A"î/o  ; 

nous  aurons 

.       ,   ??i(m  — 1)   .„      , 

y  m  =  J/o  +  wA«/o  H Y.Y~^   ^°  "^  "■ 

Ce  développement  se  termine  de  lui-même  au  terme  qui  renferme 
A^^o.  Remplaçons  dans  ce  développement  m  par  x  :  h  et  poursuivons 
le  développement  jusqu'au  terme  en  A"j/o  ;  nous  pouvons  poser 

^    X    t^yo  ,    X  f  X        .\  A^î/o 


,      IC  f  X  ,\        f  X  ,    ,'\     A"  I/o 


L'exactitude  de  cette  formule  se  vérifie  immédiatement,  car  ce 
développement  se  réduit  à  celui  de  ym  quand  x  =  mh.  C'est  l'expres- 
sion très  simple  de  la  formule  de  Newton  pour  le  cas  des  valeurs 
équidistantes  et  elle  se  rattache  au  calcul  des  différences. 

On  peut  mettre  en  évidence  l'analogie  de  cette  formule  avec  celle 
de  Maclaurin.  Posons,  d'après  la  notation  des  produits  équidifférents, 

ictp]  =  x{x  —  h) .-.  {x  —  ph-\-  h) 

et  remplaçons  h  par  ^x  ;  il  vient 

_  x_^yoj^^ryo,        ,__fî!ll__^^ 

y-yo-\-   ^    Aa;  "^  1.2    A^-  "^         '~1.2..,n    Aa;«  ' 

Cette  formule  ne  peut  d'ailleurs  pas  être  autre  que  la  formule  (2) 
adaptée  au  cas  actuel,  puisqu'elle  se  complète,  comme  elle,  d'un 
terme  par  le  changement  de  n  en  n  +  1  et,  par  conséquent,  les 
termes  de  même  rang  sont  identiques. 

352.  Formules  d'approximation  pour  les  quadratures.  —  Les  for- 
mules d'interpolation  peuvent  servir  au  calcul  de  l'intégrale 

lorsque  cette  quadrature  ne  peut  se  faire  exactement.  On  remplace,  à 
cet  effet,  la  courbe  y  =  f{oc)  par  une  autre  que  l'on  sait  intégrer. 

On  peut  remplacer  f{x)  par  un  polynôme  de  degré  n  à  l'aide  de  la 
formule  de  Lagrange.  Cela  revient  à  remplacer  la  courbe  y==f[x)  par 
une  parabole  du  ?r*  degré  ayant  n  +  i  points  communs  avec  elle.  Si 
les  abscisses  de  ces  points  sont  en  progression  arithmétique,  on 
obtient  la  méthode  d'intégration  de  Cotes  et  de  Newton,  qui  est  d'ailleurs 
peu  recommandable. 


INTERPOLATION.  381 


Gauss  a  considérablement  amélioré  la  méthode  précédente  en  modi- 
fiant le  choix  des  points  de  subdivision  de  manière  à  augmenter  l'ap- 
proximation. Mais  l'exposition  complète  de  la  méthode  de  Gauss  exige 
trop  de  calculs  pour  trouver  place  ici. 

Au  lieu  de  faire  l'interpolation  dans  l'intervalle  {a,  b)  tout  entier,  on 
peut  partager  cet  intervalle  en  parties  consécutives  et  interpoler  dans 
chaque  partie.  On  peut  remplacer  f{x)  par  une  suite  de  polynômes  du 
premier  degré,  c'est-à-dire  la  courbe  par  une  suite  de  droites,  et  l'on 
obtient  la  formule  des  trapèzes. 

On  peut  aussi  remplacer  f{x)  par  une  suite  de  polynômes  du 
deuxième  ou  du  troisième  degré,  c'est-à-dire  la  courbe  par  une  suite 
d'arcs  de  paraboles,  et,  en  supposant  les  intervalles  égaux,  on  obtient 
la  formule  de  Simpson  (t.  I,  n»  367). 

353.  Expression  empirique  de  certaines  lois.  —  Quand  la  loi  exacte 
des  variations  de  certaines  quantités  n'est  pas  connue,  comme  cela  a 
lieu  pour  la  plupart  des  phénomènes  naturels,  on  peut  recourir  aux 
formules  d'interpolation.  On  détermine  les  valeurs  de  la  fonction  pour 
une  série  de  valeurs  de  la  variable  et  les  formules  d'interpolation 
fournissent  une  règle  empirique  pour  calculer  les  valeurs  de  la  fonc- 
tion pour  d'autres  valeurs  de  la  variable.  Les  formules  ainsi  établies 
ne  méritent  généralement  que  peu  de  confiance. 


CHAPITRE  IX. 

Applications  géométriques  complémentaires. 


§  1 .  Points  singuliers  des  courbes  planes. 

354.  Points  ordinaires  et  points  singuliers.  —  Considérons  l'équa- 
tion d'une  courbe  plane,  en  axes  rectangulaires  ou  obliques, 

(1)  /•(^■.  y)  -  0, 

et  supposons  que  /soit  une  fonction  continue  et  uniforme  indéfiniment 
dérivable  dans  le  voisinage  du  point  M{a,  b)  de  la  courbe. 

Si  fyia,  b)  n'est  pas  nul,  l'équation  (1)  n'a,  dans  le  voisinage  du 
point  M,  qu'une  seule  solution,  y  =  f(x),  ce  qui  représente  une  seule 
branche  continue  de  courbe,  passant  par  le  point  M,  et  douée  d'une 
tangente  déterminée  dont  la  direction  varie  d'une  manière  continue 
avec  la  position  du  point  de  contact.  C'est  la  conséquence  du  théo- 
rème général  sur  l'existence  des  fonctions  implicites  (t.  1,  n^  173).  Un 
point  M  qui  possède  ces  caractères  s'appelle  un  point  ordinaire  de  la 
courbe. 

Si  fl  était  nul  au  point  M  mais  fx  dilférent  de  0,  on  pourrait  résou- 
dre l'équation  (1)  par  rajiport  à  x  et  la  conclusion  serait  analogue. 

Donc,  si  nous  Sippe\ons  points  singuliers  les  points  qui  ne  possèdent 
pas  les  caractères  énumérés  plus  haut,  nous  pouvons  énoncer  la  con- 
clusion suivante  : 

Quand  f{x,  y)  et  toutes  ses  dérivées  sont  continues  et  uniformes,  la 
courbe  f{x,  y)  ^  0  n'a  d'autres  points  singuliers  que  ceux  dont  les  coor- 
données a  et  b  satisfont  siiiiultanément  aux  trois  équations  : 

Donc,  dans  ce  cas,  pour  trouver  les  points  singuliers  de  la  courbe, 
il  faut  chercher  les  systèmes  de  solutions  des  trois  équations  précé- 
dentes. 
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355.  Points  singuliers  de  divers  ordres.  —  Soit  M  (a,  b)  un  point 
singulier.  Développons  f{x,  y]  par  la  formule  (limitée)  de  Taylor  sui- 
vant les  puissances  de  x  —  aety  —  b.  Gomme  /;  f^  et  /^  s'annulent 
au  point  M  par  hypothèse,  les  termes  des  ordres  0  à  1  disparaissent  et 
le  développement  débute  par  les  termes  du  second  ordre.  On  a  donc 

/'(^,  ^)  =  ?2  +  ?3,  +  ■••  +  ?n-i  +  Rn  , 

en  désignant  par  cpo,  tpg,...  des  polynômes  homogènes  en  ix  —  a)  et 
{y  —  b)  de  degrés  2,  3,...  et  par  R„le  terme  complémentaire. 
Si  l'ensemble  des  termes  du  second  ordre,  à  savoir 

ne  disparaît  pas  identiquement  comme  les  précédents,  c'est-à-dire  si 
l'une  au  moins  des  dérivées  secondes  de  /'ne  s'annule  pas  au  point  M, 
on  dit  que  M  est  un  point  singulier  du  second  ordre  (^). 

Si,  au  contraire,  fi,  fa.  ?3»--  'fn-i  sont  identiquement  nuls  mais  que 
(pnue  le  soit  pas,  on  dit  que  le  point  M(a,  b)  de  la  courbe  est  un  point 
singulier  de  V ordre  n  {^), 

356.  Points  singuliers  du  second  ordre.  —  D'après  ce  qui  précède, 
un  point  singulier  du  second  ordre  M(a,  b)  de  la  courbe  f{x,  y)  =  0, 
est  caractérisé  par  ce  fait  que  le  développement  de  f{x,  y)  suivant  les 
puissances  ûex  —  a,  y  —  ft  est  de  la  forme 

f{x,y)^f2-\-?3  +  - 
où  cp2  n'est  pas  identiquement  nul. 

La  forme  de  la  courbe  dans  le  voisinage  du  point  M  est  liée  aux 
propriétés  de  l'équation  homogène  du  second  degré  f^  =  0,  qui 
représente  un  faisceau  de  deux  droites  réelles  ou  imaginaires,  dis- 
tinctes ou  confondues,  passant  par  M. 

Désignons,  en  effet,  par  A  le  discriminant  de  f^,  à  savoir 


da  db  J        da^    db^ 

(M  Ou  dit  un  point  double  dans  la  théorie  des  fonctions  analytiques,  parce  qu'il 
passe  par  ce  point  deux  branches  réelles  ou  imaginaires.  Nous  nous  plaçons  ici 
au  point  de  vue  exclusif  des  variables  réelles. 

(2)  On  dit  un  point  multiple  d'ordre  n  dans  la  théorie  des  fonctions  analytiques, 
parce  qu'il  y  passe  /(  branches  réelles  ou  imaginaires. 
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Nous  aurons  le  théorème  suivant,  dont  nous  allons  expliquer  les 
termes  et  donner  la  démonstration  : 

Théorème.  —  1°  Si  ron  a  A  <  0,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  si  les 
deux  droites  du  faisceau  sont  imaginaires,  le  point  M  est  un  point  isolé. 

2°  Si  l'on  a  ^  >  0,  ou  si  les  deux  droites  du  faisceau  sont  réelles  et 
distinctes,  le  point  M  est  un  point  double  a  tangentes  distinctes,  c'est-à- 
dire  que  la  courbe  possède  deux  branches  passant  par  M  et  respective- 
ment  tangentes  aux  deux  droites  du  faisceau  (tîg.  2). 

3°  Si  l'on  a  ^  =  0,  ou  si  les  deux  droites  du  faisceau  se  confondent, 
il  y  a  doute  sur  la  forme  de  la  courbe,  mais,  sauf  exception,  le  point  M 
sera  un  point  de  rebroussement  de  première  espèce  (fig.  3). 

Pour  simplifier  l'écriture,  supposons  qu'on  ait  préalablement  trans- 
porté l'origine  au  point  M  ;  nous  sommes  ramenés  à  étudier  la 
courbe  f{x,  y)  =  0  dans  le  voisinage  de  l'origine.  Développons  f{x,  y) 
par  la  formule  de  Maclaurin  surent  les  puissances  de  x,  y,  les  termes 
du  second  ordre  ne  disparaissent  pas  et  l'on  a 

f{x,  î/)  =  cp2  +  (p3  H \-  (fn-i  -I-  Rn , 

les  <p  désignant  maintenant  des  polynômes  homogènes  en  x,  y  de 
degrés  marqués  par  l'indice,  et  R,i  le  terme  complémentaire. 

Faisons  ici  une  remarque  importante.  Quel  que  soit  le  point  [x,  y), 
l'un  au  moins  des  deux  rapports  y.xouxiyne  surpasse  pas  l'unité  en 
valeur  absolue.  Donc  on  peut  toujours  trouver  les  points  de  la 
courbe  en  posant  successivement  dans  son  équation  y  ==  ux,  puis 
x-=vy  et  en  cherchant,  dans  le  premier  cas,  les  valeurs  finies  de  u 
et,  dans  le  second,  les  valeurs  finies  de  v  qui  satisfont  à  l'équation 
transformée  de  la  courbe. 

Il  faut  encore  s'assurer  de  la  forme  que  prend  le  terme  complé- 
mentaire Rn  par  la  substitution  y  =  ux  (les  conclusions  étant  évidem- 
ment analogues  pour  la  substitution  x  =  vy).  Posons,  en  abrégé, 
¥{x)  =  f{x,  ux). 

Par  la  substitution  y  =^  ux,  le  développement  de  f{x,  y)  écrit  plus 
haut  se  transforme  dans  celui  de  F  [x]  suivant  les  puissances  de  x  ; 
Rn  se  transforme  dans  le  reste  correspondant,  qui  est  de  la  forme 
(t.  I,  n»  403,  form.  2) 
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Comme  les  dérivées  de  F  s'expriment  linéairement  à  l'aide  des 
dérivées  partielles  de  f{x,  y),  on  voit  que,  par  la  substitution  y  =-  iix, 
Rn  prend  la  forme 

où  <|'(m,  x)  désigne  comme  /une  fonction  continue  iniéfiniment  déri- 
vable,  pourvu  que  x  soit  suffisamment  petit  (auquel  cas,  le  point  x,  y 
est  voisin  de  l'origine). 

Arrivons  maintenant  à  la  démonstration  du  théorème,  le  point  M 
étant  pris  comme  origine. 

Premier  cas.  A  <  0.  —  Les  droites  du  faisceau  sont  imaginaires. 
L'origine  est  alors  à  distance  finie  de  tout  autre  point  de  la  courbe  et 
l'on  dit  que  l'origine  est  un  point  isolé.  Nous  allons  le  prouver. 

Mettons  l'équation  de  la  courbe  sous  la  forme 
<f,[x,y)  +  fi,  =  0. 

Posons  d'abord  dans  cette  équation  y  =  ux  et  divisons  par  x"  ;  il 
vient,  eu  égard  à  l'expression  précédente  de  R„ , 

<P2(1,  u)-\-X'\'{u,x)  =0, 
où  <\>  garde  une  valeur  finie  quand  x  tend  vers  0  {u  restant  fini).  Or 
^2(1,  u),  ayant  ses  racines  imaginaires,  reste  supérieur  à  un  nombre 
fixe  en  valeur  absolue.  L'équation  précédente  devient  donc  impossi- 
ble quand  x  tend  versO.  De  même,  si  l'on  posait  a;  =  vy,  on  serait 
conduit  à  une  relation  impossible  quand  y  tend  vers  0.  Donc  la  courbe 
n'a. aucun  point  dans  le  voisinage  de  l'origine. 

Deuxième  cas.  A  >  0.  —  Si  les  droites  sont  réelles  et  distinctes,  la 
courbe   possède  deux  branches   qui 
se  coupent   à  l'origine  et   qui  sont 
respectivement   tangentes  à  chacune 
des  droites  du  faisceau  (tlg.  2). 

Prenons  les  deux  droites  du  fais- 
ceau comme  axes  coordonnés;  (fo  {x,ii) 
se  réduira   au  seul  terme  xy,  à  part 

un  coefficient  qu'on  rend  égal  à  l'unité 

Fiff  2 
en  divisant  toute  l'équation  par  ce  fac-  ^' 

teur.  On  ramène  ainsi  l'équation  de  la  courbe  à 
a:^  +  R3  =  0. 
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Faisons  d'abord  la  substitution  y  =  ux  où  u  doit  rester  fini,  R3 
prend  la  forme  x^'\'{u,  x),  et,  en  divisant  par  x^,  il  vient 

M  +  x<\>{u,x)  =  0. 

Cette  équation  prouve  que  u  tend  vers  0  avec  x.  C'est  l'équation 
d'une  courbe  dans  le  plan  u,  x,  que  nous  appellerons  la  courbe 
{u,  x)  pour  la  distinguer  de  la  courbe  {x,  y).  Pour  cette  courbe  (m,  x), 
l'origine  est  un  point  ordinaire,  car  il  y  a  un  terme  du  premier  degré 
en  u.  Donc  il  existe  une  solution  m  et  une  seule  en  fonction  de  x  et 
elle  est  infiniment  petite  avec  x. 

En  remplaçant  ^u,  x)  par  4^(0,  x)  +  u  4'î((Qw,  ^)  où  0  <  9  <  1,  on 
voit  que  cette  solution  vérifie  la  relation 

4  —  u  <1'^(0  M,  x) 
Si  4/(0,  0)  n'est  pas  nul,  les  valeurs  principales  de  u  puis  de  y  sont 
u  =  —X'!^{0,0),        «/ =  — a;2<{/(0,  0). 

Cette  dernière  relation  est  l'équation  approchée  d'une  branche  de 
courbe  tangente  à  l'axe  des  x  à  l'origine  et  sans  inflexion  en  ce 
point. 

Si  -XO,  0)  est  nul,  les  valeurs  principales  de  m  et  de  î/  sont  respecti- 
vement celles  de  —  a  4^  (0,  x)  et  de  —  x'^  •\>  (0,  x).  Il  y  a  donc  inflexion 
ou  non,  selon  que  le  développement  de  '\>{0,x)  suivant  les  puis- 
sances de  X  débute  par  un  terme  d'ordre  impair  ou  d'ordre  pair. 

On  montre  de  même,  par  la  substitution  a;  =- î^î/,  que  la  courbe 
possède  une  seconde  branche,  tangente  à  l'axe  des  y,  et  elle  ne  peut 
en  avoir  d'autre  dans  le  voisinage  de  l'origine. 

La  courbe  la  plus  simple  présentant  un  point  double  à  tangentes 
distinctes  est  le  folium  de  Descartes,  x^  -\- y^  —  daxy  =  0. 

Trois. ÉME  cas.  A  =  0.  —  Les  deux  droites  du  faisceau  se  confondent; 
en  prenant  celle  droite  pour  axe  des  x  et  divisanl  par  une  constante, 
l'équation  de  la  courbe  prend  la  forme 

î/2  -1-  053  {X,  y)  -V  (^4  v^,  y)  +  -  =  0. 

Aucun  point  infiniment  voisin  de  l'origine  ne  s'obtient  par  la  substi- 
tution X  =  vy  où  V  reste  fini,  car,  après  cette  substitution,  suppres- 
sion du  fadeur  y"  et  dans  l'hypothèse  de  y  infiniment  petit,  l'équation 
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se  réduit  à  1  =  0,  ce  qui  est  possible.  Il  suffît  donc  d'étudier  la  sub- 
stitution y  =  ux.  Après  division  par  x"-,  elle  fournit  la  relation 

m2  4- j;(p3  (1,m)  -\-x"^i{\,u)'\-  ...  =  0, 

qui  montre  d'abord  que  u  est  infiniment  petit  avec  x. 

En  général,  f{x,  y)  contient  un  terme  en  a;^,  dont  le  coefficient 
^3(1,  0)  n'est  pas  nul  et  la  relation  précédente  contient  un  terme  du 
premier  degré  en  x,  alors  l'origine  est  un  point  ordinaire  pour  la 
courbe  (m,  x).  Il  existe  une  valeur  x,  fonction  de  u,  et  une  seule  qui 
vérifie  l'équation  au  voisinage  de  l'origine  ;  elle  a  pour  valeur  princi- 
pale 


w 


d'où 


Ces  deux  valeurs  de  y  sont  de  signes  contraires  et  ne  sont  réelles 
que  SIX  a  le  signe  de  —  ^^[\,  0).  Donc  la  courbe  n'existe  que  d'un 
seul  côté  de  l'axe  des  y,  mais  se  compose 
de  deux  branches  qui  touchent  l'axe  des 
X  à  l'origine  et  s'arrêtent  en  ce  point.  Ces 
deux  branches  sont  situées  de  part  et  d'autre 
de  leur  tangente  commune  et  l'on  dit  que  Fig.  3. 

l'origine  est  un  point  de  rehronssement  de  première  espèce  (fig.  3). 

Toutefois  cette  conclusion  suppose  que  ({x,  y)  contienne  un  terme 
en  ic^,  sinon  il  y  a  doute  et  il  faut  un  nouvel  examen. 

La  courbe  la  plus  simple  présentant  un  point  de  rebroussement  de 
première  espèce  à  l'origine  est  y^  -^  x^  =  0. 

357.  Discussion  du  cas  douteux.  —  Quand  les  termes  du  second 
degré  forment  un  carré  y-  mais  qu'il  n'y  a  pas  de  termes  en  x\  les 
choses  se  compliquent.  Supposons  qu'on  ait,  en  développant  fix,  y), 

y^-{-{bsX-'y+C;Xy--]-dsy^)+{aiX*-{-b^x'^y-^-)-\-ia^x^-hb5X*y-i":)+-  =  Q. 

Substituons  y  =  ux,  divisons  par  x-  et  ordonnons  ;  il  vient 

(î<2  -j-  bsux  -{-  ttiX-)  -\-  [a^x^  -f  b^x^u  +  c^xu')  +  •••  =  0, 

Donc  l'origine  est  un  point  singulier  du  second  ordre  pour  la  courbe 
(m,  a:).  Nous  sommes  amenés  à  recommencer  sur  cette  courbe  la 
discussion  déjà  faite  pour  la  courbe  [x,  y).  Concluons  donc  : 

4°)  Si  le  trinôme  [u^  +  b^u  +  «4)  a  ses  racines  imaginaires,  l'origine 
est  \M\  point  iso/(?  pour  la  courbe  (îi,  a;),  donc  aussi  pour  la  courbe  (a:,?/), 
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2°)  Si  ce  trinôme  a  ses  racines  a  et  ,3  réelles  et  distinctes,  la  courbe 
(m,  x)  possède  deux  branches  respectivement  tangentes  à  l'origine 
aux  droites  u  =  a.x  et  îi  =  '^x  ;  donc  la  courbe  [x,  y)  possède  deux 
branches  correspondantes,  ayant  pour  équations  approchées  ?/  =-ax^ 
et  2/  =  (3i--,  par  conséquent,  toutes  deux  tangentes  à  l'axe  des  x.  Elles 
sont  du  même  côté  ou  de  part  et  d'autre  de  cet  axe  selon  que  a  et  p 
sont  de  même  signe  ou  non.  Si  l'une  des  racines  a,  p  est  nulle,  les 
valeurs  correspondantes  de  u  et  de  i/  seront 
jvi^  ^  d'ordre  plus  élevé  en  x  et  la  branche  corres- 
pondante de  la  courbe  {x,  y)  pourra  exception- 
nellement présenter  un  point  d'inflexion.  Dans 
^'^'  ^'  ces  divers  cas,  on  dit  que  l'origine  est  un  point 

double  à  tangentes  confondues  (ûg.  4).  Par  exemple,  ce  sera  le  cas 
pour  la  courbe  y-  (1  +  x)  =--  x*. 

3"  Si  le  trinôme  {u"  -\-  b^ux  -f-  04^;-)  est  un  carré  [u  —  <xxY  et  qu'on 
ne  retombe  pas  une  seconde  fois  sur  le  cas  douteux,  la  courbe  (m,  x) 
est  tangente  à  la  droite  (m—  eux)  =  0  et  possède  à  l'origine  un  point 
de  rebrousseraent  de  première  espèce.  Ses  deux  branches  ont,  d'après 
le  iP  précédent,  pour  équations  approchées  : 

(m  —  ax)  =  ±  j;  sjmx 

et  les  équations  des  deux  branches  correspondantes  de  la  courbe 
{x,  y)  sont  approximativement 

y  -^  x-  (a  ±  sjm  x). 

Ces  deux  branches  sont  tangentes  à  l'axe  des  x  à  l'origine  mais 
s'arrêtent  en  ce  point.  Elles  sont  situées  du 
même  côté  de  leur  tangente,  pourvu  que  a  ne 
soit  pas  nul,  et  l'on  dit  alors  que  l'origine 
est  un  point  de  rebroussement  de  deuxième  espèce 
(fig.  5).  Fig-  ^- 

La  courbe  la  plus  simple  ayant  un  point  de  rebroussement  de 
deuxième  espèce  à  l'origine  est  {y  —  x")^  =  x^. 

Exceptionnellement,  il  peut  arriver  que  l'on  retombe  encore  une 
fois  sur  le  cas  douteux,  alors  il  faut  recommencer  une  troisième  fois 
les  mêmes  raisonnements  et  ainsi  de  suite.  Si  l'on  arrive  à  une  solu- 
tion, l'origine  ne  peut  être  qu'un  point  isolé,  un  point  double  (à  tan- 
gentes distinctes  ou  non),  ou  un  point  de  rebroussement  (de  première 
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OU  de  deuxième  espèce).  Mais,  si  le  cas  douteux  se  reproduit  indéfini- 
ment, la  méthode  n'aboutit  pas. 

Cet  insuccès  ne  peut  se  produire  si  la  courbe  est  algébrique,  c'est-à- 
dire  si  f{x,  y]  est  un  polynôme,  car  à  chaque  nouvelle  discussion  il 
faut  faire  intervenir  des  termes  de  /"en  plus  et  un  polynôme  ne  con- 
tient qu'un  nombre  limité  de  termes. 

358.  Points  multiples  d'ordre  supérieur.  —  Supposons  maintenant 
que  l'origine  soit  un  point  singulier  d'ordre  n  de  la  courbe 

fix,  y)  =  0. 

Le  développement  de  f{x,  y)  par  la  formule  Maclaurin  débutera  par 
les  termes  de  l'ordre  n.  Cela  revient  à  dire  que  /"s'annule  à  l'origine 
ainsi  que  ses  dérivées  d'ordre  <  n,  mais  qu'une  au  moins  des  déri- 
vées d'ordre  n  ne  s'annule  pas.  L'équation  de  la  courbe  se  met  sous  la 
forme 

^n{x,  y)  +  ^n+i{x,  y)  -f  -  =  0. 

Nous  allons  montrer  que  les  propriétés  de  la  courbe  dans  le  voisi- 
nage de  l'origine  sont  liées  à  celles  de  l'équation  homogène  d'ordre  n 

?n  (^,  y)  =  0, 
qui  représente  un  faisceau  de  n  droites,  réelles  ou  imaginaires,  passant 
par  l'origine.  Les  développements  donnés  précédemment  pour  le  cas 
où  w  =  2  nous  permettent  d'abréger  pour  le  cas  général. 

Soit  M{x,  y)  un  point  de  la  courbe,  infiniment  voisin  de  l'origine  0. 
Désignons  par  r  la  distance  OM  et  par  X,  ^j.  les  coefficients  directeurs 
de  OM.  Substituons  dans  l'équation  de  la  courbe  les  valeurs  x  =  Xr, 
y  ^-  IJ.J'  et  divisons  par  r'*  ;  il  vient 

<f  n  {\  K)  +  ^?n+i  (X,  IJ.)  +  ...  =  0. 

Donc,  si  r  est  infiniment  petit,  les  coefficients  directeurs  X,  |jl  dif- 
fèrent infiniment  peu  d'une  solution  de  (fn  (X,  [f.)  =  0.  On  en  conclut 
que  toute  branche  de  courbe  passant  par  l'origine  est  nécessairement 
tangente  à  l'une  des  droites  du  faisceau  fn  {x,  y)  =  0.  D'où  le  théo- 
rème suivant  : 

Théorème.  —  Toute  branche  (réelle)  de  la  courbe  est  nécessairement 
tangente  à  une  droite  réelle  du  faisceau  cp„  {x,  y)  =  0.  En  particulier, 
si  tout  le  faisceau  est  imaginaii'e,  l'origine  est  un  point  isolé. 

En  vertu  de  ce  théorème,  on  est  ramené  à  examiner  séparément 
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cliaque  droite  du  faisceau  pour  reconnaître  s'il  lui  correspond  une 
branche  tangente  et  de  quelle  nature. 

Considérons,  en  particulier,  une  droite  d'ordre  k  de  multiplicité  du 
faisceau  {k  <  n\.  En  la  prenant  comme  axe  des  x,  on  fera  apparaître 
dans  fn  (^,  ?/)  le  facteur  y^'  et  l'équation  de  la  courbe  deviendra 

î/'t  ^„_/i  {x,  y)  +  '^n+i{x,  y)  +  -  =-  0, 

les  <\>  désignant  des  polynômes  homogènes  du  degré  indiqué  par  l'in- 
dice et  dont  le  premier  ne  contient  plus  y  en  facteur. 

Posons  y  =ux  dans  l'équation  de  cette  courbe  que  nous  appelle- 
rons la  courbe  {x,  y),  et  divisons  par  x^;  nous  trouvons  une  courbe 

[U,  x)  : 

U^'^n-h  (1,  II)  +  X'i^n  +  i  (i,  u)  =  0. 

L'étude  d'une  branche  de  la  courbe  {x,  y)  tangente  à  l'axe  des  x, 
revient  à  celle  de  la  courbe  [u,  x)  dans  le  voisinage  de  l'origine,  car 
u  doit  être  infiniment  petit  pour  que  y  soit  infiniment  petit  par  rap- 
port à  X  et,  si  l'on  connaît  une  valeur  principale  de  u,  on  connaît 
une  valeur  principale  de  y  ou  de  ux.  De  là,  les  conclusions  suivantes  : 

Premier  cas.  La  courbe  {u,  x)  a  un  point  simple  à  Vorigine.  —  C'est 
le  cas  ordinaire  et  il  peut  avoir  lieu  dans  deux  hypothèses  :  a)  si  fc  =  1  ; 
h)  si  k  est  >  1  mais  que  <l^,i+i  (1,  0)  ne  soit  pas  nul. 

a)  Si  Â;  =  1,  l'équation  de  la  courbe  (m,  x)  renferme  un  terme  du 
premier  degré  en  m,  car  '^n-h  (i,  0)  n'est  pas  nul  ;  donc  u  a  une  valeur 
et  une  seule  en  fonction  de  x,  sa  valeur  principale  se  tire  de  l'équa- 
tion 

et  il  en  résulte  une  seule  valeur  de  y,  toujours  réelle.  Donc,  à  toute 
droite  réelle  simple  du  faisceau,  correspond  une  branche  qui  la  touche  à 
l'origine. 

b)  Si  ^  est  >1  mais  que  ^'nfiCl,  0)  ne  soit  pas  nul,  l'équation  de  la 
courbe  («,  x)  contient  un  terme  du  premier  degré  en  x,  et  x  a  une 
valeur  et  une  seule  en  fonction  de  u.  Sa  valeur  principale  se  lire  de 
l'équation 

w'''{'u_A(l,.0)  +  ^4'n+iCl,0)  =0; 
elle  est  de  la  forme  x  =  mu^ ,  en  désignant  par  m  une  constante  non 
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nulle.  On  en  lire,  inversement,  les  valeurs  principales  de  u  puis  de  y  : 

y  =  UX  =  X^ 


m 


Si  k  est  impair,  le  radical  a  une  seule  valeur  réelle  qui  change  de 
signe  avec  x  et  alors  y  ne  change  pas  de  signe.  Donc  une  droite  mul- 
tiple d'ordre  impair  est  tangente  à  uue  branche  sans  inflexion. 

Si  k  est  pair,  le  radical  n'est  réel  que  si  j;  a  le  signe  de  m,  auquel 
cas  il  a  deux  valeurs  de  signes  contraires.  Donc  une  droite  multiple 
d'ordre  pair  est  tangente  en  un  point  de  rebroussement  (de  première 
espèce). 

Par  exemple,  l'origine  est  un  point  singulier  du  5«  ordre  pour  la 
courbe 

x'^y^  ■=  x^  -\-y^  \ 

l'axe  des  x  (droite  triple)  est  une  tangente  ordinaire  et  l'axe  des  y 
(droite  double)  une  tangente  de  rebroussement. 

Deuxième  cas  :  La  courbe  [u,  x)  a  un  point  singulier  à  l'origine.  — 
Comme  il  y  a  un  terme  en  u^ ,  ce  point  est  d'ordre  <  A;  ^  n.  On 
recommencera  sur  ce  point  singulier  l'analyse  faite  pour  la  courbe 
{x,  y),  et  ainsi  de  suite. 

Si  la  courbe  est  algébrique,  la  discussion  doit  aboutir  comme  dans 
le  cas  d'un  point  double. 

359.  Autres  points  sing-uliers.  —  La  théorie  précédente  suppose  la 
continuité  et  la  dérivabilité  des  fonctions.  Il  peut  exister  d'autres 
singularités  tenant  à  des  discontinuités.  Voici  quelques  exemples  : 

1°)  Point  d'arrêt.  Si  la  fonction  uniforme  f{x)  cesse  brusquement 
d'exister  ou  devient  imaginaire  (sans  passer  par  l'infini)  quand  x  passe 
par  la  valeur  a,  la  courbe  y^f(x)  a  un  point  d'arrêt  pour  x  =  a.  Par 
exemple,  l'origine  est  un  point  d'arrêt  de  la  courbe  y  =  x  Log^. 

2°  Poijit  anguleux.  Ce  sont  ceux  où  deux  arcs  de  courbe  s'arrêtent 
sous  une  inchnaison  différente.  Par  exemple,  la  courbe 


y  =  x{x  Log  X  ±  {\/\—x) 
a  un  poijit  saillant  ou  anguleux  à  l'origine. 

§  2.  Asymptotes  des  courbes  planes. 

360.  Définition.  —  On  appelle  asymptote  d'une  branche  infinie  de 
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courbe  une  droite  AB  telle  que  la  dislance  à  cette  droite  d'un  point  M 
qui  s'éloigne  indéfiniment  sur  la  courbe  ait  pour  limite  zéro. 

Pour  que  cette  condition  soit  réalisée,  il  est  nécessaire  et  suffisant 
que  la  distance  du  point  iM  à  la  droite  AB  ait  pour  limite  zéro,  quand 
on  la  compte  parallèlement  à  une  droite  fixe  oblique  à  AB,  car  la 
distance  vraie  et  la  distance  oblique  sont  dans  un  rapport  constant 
différent  de  zéro. 

361.  Asymptotes  parallèles  à  l'axe  des  y.  —  Elles  s'obtiennent 
directement  en  faisant  usage  du  Ibéorème  suivant  : 

Pour  qu'une  droite,  x  =  a,  soit  une  asymptote  de  la  courbe  y  =  f{x) 
en  coordonnées  rectangulaires  ou  obliques,  il  faut  et  il  suffit  que  la 
valeur  absolue  de  f[x)  croisse  à  l'infini  quand  x  tend  vers  a  dans  un 
sens  déterminé. 

En  effet,  dans  ces  conditions,  le  point  y\{x,  y)  de  la  courbe  s'éloigne 
à  l'infini  et  sa  distance  à  la  droite  x  =  a  comptée  parallèlement  à  l'axe 
des  X,  distance  égale  (au  signe  près)  à  ic  —  a,  tend  vers  zéro. 

Si  la  courbe  a  pour  équation  f(x,  y)  =  0,  on  trouve  les  asymptotes 
parallèles  à  l'axe  des  y  en  cbercbant  pour  quelles  valeurs  finies  de  x 
une  ou  plusieurs  déterminations  de  y  tendent  vers  l'infini. 

Par  exemple,  l'axe  des  y  est  une  asymptolu  de  la  courbe. 


car  y  tend  vers  l'infini  quand  x  positif  tend  vers  0  :  la  branche  de 
courbe  est  à  droite  de  l'asymptote. 

On  suit  une  méthode  analogue  pour  trouver  les  asymptotes  paral- 
lèles de  l'axe  des  x.  Ainsi  la  courbe  précédente  a  une  seconde  asymp- 
tote y  ^  1,  car  x  tend  vers  l'infini  quand  y  tend  vers  1. 

362.  Asymptotes  non  parallèles  à  l'ase  des  y.  —  Pour  les  trouver 
on  se  sert  du  théorème  suivant  : 

Si  une  branche  infinie  de  courbe  possède  une  asymptote  y  =  ex  -{-  d, 
les  coefficients  c  et  d  sont  donnés  par  les  relations 

(1)  c  =  lim  —  »         d  =  lim  {y  —  ex), 

où  X  tend  vers  l'infini,  le  point  M  [x,  y)  restant  sur  la  branche  de  courbe. 

En  efïet,  la  distance  du  point  M  [x,  y)  à  la  droite  y—cx  —  d  =  0 

est  proportionnelle  à  l'expression  y  —  cx  —  d.  Pour  que  cette  droite 

soit  une  asymptote,  il  faut  donc  que  y —  ex  —  d  ait  pour  limite  0 
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quand  M  s'éloigne  à  l'infini  sur  la  branche  correspondante  ;  et  alors  x 
tend  vers  +  ooou  — oo  suivant  le  sens  dans  lequel  cette  branche  est 
infinie.  Cela  revient  à  dire  que  l'équation  de  la  branche  de  courbe 
peut  se  mettre  sous  la  forme 

y  —  ex  —  d  ^  u, 

où  u  est  une  fonction  de  x  qui  tend  vers  0  quand  x  tend  vers  l'infini 
dans  le  sens  indiqué.  On  déduit  de  cette  relation 

(2)  1^^  +  "^'        y-cx^d-^u; 

et  en  faisant  tendre  x  vers  l'infini  dans  le  sens  de  la  branche  infinie, 
on  obtient  les  deux  formules  du  théorème. 

Réciproquement,  si  les  limites  (1)  existent  quand  le  point  M  {x,  y) 
s'éloigne  à  l'infini  sur  une  branche  de  la  courbe,  la  droite  y  =  cx-{-d 
sera  une  asymptote  de  cette  branche. 

En  effet,  si  les  limites  (1)  existent,  y  —  ex  —  d  tend  vers  0  quand 
M  [x,  y)  s'éloigne  à  l'infini  sur  la  branche,  et  y  —  ex  —  d^Oe&i  une 
asymptote. 

Il  est  bon  d'observer  que  x  tend  vers  +  oo  sur  une  branche  située  à 
droite  de  l'axe  des  y,  vers  — oo  sur  une  branche  située  à  gauche. 
D'autre  part,  u  est  positif  ou  négatif  selon  que  la  branche  est  située 
au-dessus  ou  au-dessous  de  son  asymptote. 

363.  Asymptotes  des  courbes  algébriques.  —  Soit  f[x,  yi  =  0  l'équa- 
tion d'une  courbe  algébrique  de  degré  n.  En  rangeant  les  termes  par 
degrés  décroissants,  on  la  met  sous  la  forme 

(1)  ^n{x,y)  +  ^n-i{x,y)  f  -  =  0, 

les  polynômes  ^p  étant  homogènes  de  degrés  n,  n  —  1,... 

Pour  trouver  les  asymptotes  non  parallèles  à  l'axe  des  y  ('),  posons 
y  =  tx;  l'équation  divisée  par  x^  donne  la  relation 

(2)  cp„(l,0  4-4-?«-i(l'0  +  -  =  0. 

Le  coefficient  angulaire  c  d'une  asymptote  est  la  limite  de  t  quand  x 
croît  indéfiniment  sur  une  branche  ;  mais,  l'équation  précédente  se 

(1)  11  n'y  a  qu'à  intervertir  les  variables  pour  trouver,  par  le  même  procédé,  les 
asymptotes  non  parallèles  à  l'axe  des  x. 
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réduisant  à  lim  <fn(l,  t)  =  0,  t  tend  alors  vers  une  racine  de  l'équation 

(3)  <f,.(l,c)=0. 

Pour  qu'il  y  ait  des  asymptotes  non  parallèles  à  l'axe  des  y,  il  faut 
donc  que  cette  équation  ait  des  racines  réelles.  Les  directions  four- 
nies par  ces  racines  sont  les  directions  asyniptotiques.  L'équation  (3) 
est  Véqualioji  aux  directions  asymptotiques. 

Soit  c  une  de  ses  racines.  Posons  y  =  ex  -\-  v  dans  l'équation  (1)  ; 
puis,  après  avoir  effectué  les  réductions,  divisons  par  la  plus  haute 
puissance  de  a;  ;  le  résultat  sera  de  la  forme 

(4)  •^{v,c)  +  ^^,(v,c)  +  ...^0. 

L'ordonnée  d  à  l'origine  d'une  asymptote  est  la  limite  de  v  quand  x 
tend  vers  l'infini  ;  c'est  donc  une  racine  de  l'équation 

(5)  ^  {d,  c)  -  0. 

Pour  qu'il  existe  une  asymptote  de  direction  c,  il  faut  donc  que 
4^  {d,  c)  contienne  d  et  que  l'équation  ^  {d,  c)  =  0  ait  au  moins  une 
racine  réelle.  Soit  d  l'une  d'elles  ;  la  droite 

y  =  cx  -\-  d 

sera  une  asymptote,  pourvu  qu'il  lui  corresponde  une  branche  infinie 
(réelle)  de  la  courbe,  ayant  donc  une  équation  de  la  forme 

(6)  y  =  cx+d-\-u, 

où  u  tend  vers  zéro  quand  x  est  infini  d'un  signe  déterminé.  Ce  signe 
correspond  au  sens  dans  lequel  la  droite  est  asymptote,  tandis  que  le 
signe  de  u  fait  connaître  si  la  branche  de  courbe  est  au-dessus  ou 
au-dessous  de  son  asymptote. 

Pour  nous  assurer  de  l'existence  de  cette  branche,  portons  la 
valeur  (6)  de  y  dans  l'équation  de  la  courbe,  ce  qui  revient  à  rempla- 
cer y  par  d  +  u  dans  Téqualion  (4).  L'équation 

+  (d  -f  M,  c)  +  -^  4-1  (rf  +  M,  c)  +  ...  -  0 

devra  fournir  au  moins  une  valeur  infiniment  petite  de  u  pour  x  infini 
de  signe  déterminé.  Remplaçons  encore  a;  par  1  :  x'  ;  l'équation 

(7)  4  (d  +  w,  c)  +  x'  'Il  ((/  +  u,  c)  +  -  =  0. 
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devra  fournir  une  valeur  infiniment  petite,  de  u  pour  une  valeur 
infiniment  petite  et  de  signe  déterminé  de  x'.  On  est  donc  ramené  à 
reconnaître  si  la  courbe  (7)  possède  une  ou  plusieurs  branches  pas- 
sant par  l'origine  et  quelle  est  leur  disposition.  C'est  la  question  étu- 
diée dans  le  paragraphe  précédent. 

De  la  nature  de  la  courbe  (7)  à  l'origine,  on  déduit,  sans  difficulté, 
la  situation  des  branches  de  la  courbe  (1)  qui  ont  pour  asymptote  la 
droite  y  -^  ex  +  d.  En  effet,  à  toute  branche  de  (7)  correspond  une 
branche  infinie  de  (1)  et  les  signes  de  u  et  x  se  correspondent  comme 
ceux  de  u  et  x'. 

En  particulier,  si  d  est  une  racine  simple  de  l'équation  (5),  la  droite 
y  =  ex  -^  d  est  asymptote  et  cela  dans  les  deux  sens.  En  effet,  m  =  0 
étant  racine  simple  de  «{^i  {d  +  u,  c),  l'origine  est  un  point  ordinaire 
pour  la  courbe  (7)  dont  l'équation  renferme  un  terme  du  l«'degré  en  u. 
Donc  la  fonction  u  existe  et  est  infiniment  petite  avec  x'  (positif  ou 
négatif). 

Exercices. 

1.  Asymptote  du  Folium  de  Descartes  ;  x^  -\-  y^  —  ^axy  =  0. 
Equation  aux  directions  asymptotiques,  1  +  c^  =  0  ;  une  seule  direc- 
tion réelle  c  =^  —  1.  Substituant  y  =  —  ^  +  u,  il  vient 

,  +  „_^i^+_^  +  ^=0,         doù         rf  +  «  =  0. 
X  6x^  ' 

Il  y  a  une  racine  simple  d^=  —  a,  donc  une  asymptote  (dans  les  deux 
sens)  î/  =  —  X  —  a.  Pour  reconnaître  la  position  des  deux  branches 
correspondantes,  remplaçons  v  par  —  a  -\-  u  ^ix  par  1  :  £c'  ;  il  vient 

m[1— a;'(w  — a)J  +  ^a;'-(w  — a)3  =  0. 

La  valeur  principale  de  ic  est  -^  o?oc^'-  qui  a  le  signe  de  a.  Si  a  est  posi- 
tif, les  deux  branches  infinies  sont  au-dessus  de  Tasymptote. 

2.  Asymptotes  de  la  courbe  x*'  —  y*-  -\-  osy  '=  0. 

Equation  aux  directions  asymptotiques,  1  —  c*  =  0  ;  deux  directions 
réelles  c  =  ±  1.  Substituant  y  —  ex  ^v  A  vient 

c 6^2 

4cv 1 =  0,         d'où        4cci?=0. 

X  ' 

Il  y  a,  pour  chaque  c,  une  racine  simple  c?  =  0  ;  donc,  en  tout,  deux 
asymptotes  (dans  les  deux  sens)  y  =»  :k  x. 
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Pour  reconnaître  la  position  des  branches  infinies,  remplaçons  v  par  u 
et  X  par  1  :  a;'  ;  il  vient 

4 CM  —  x'  [c  —  bu'^)  4-  ...  =  0. 

La  valeur  principale  de  u  est  j  x'  et  change  de  signe  avec  x'  ;  les 
branches  relatives  à  une  même  asymptote  sont  au-dessus  d'elle  du  côté 
des  X  positifs  et  au-dessous  du  côté  des  x  négatifs. 

3.  Asymptotes  de  la  courbe  y^x"  —  ax  -\-  a'^  =0. 

Equation  aux  directions  asymptotiques,  c"  =  0  ;  une  seule  direction 
réelle  c  =  0.  Substituant  y  =^  ex  -[-  v  =  v,il  vient 

v^——-\-—^=0,         d'où  d^=-0. 

X         x^         ' 

Donc  une  asymptote  possible  y  =  0.  Assuron.«-nous  de  l'existence  des 
branches  correspondantes.  Substituons  v  =  d  -\-  u  =  u  et  x  ==*  l  :  œ'  ; 
il  vient 

u^  —  ax'  -f  a V2  =  0. 

L'origine  est  un  point  simple  de  cette  courbe;  u  a  pour  valeur  principale 
±  \'ax'  pourvu  que  x'  ait  le  signe  de  a.  Donc,  si  «  >  0,  la  droite  y  =  0 
est  asymptote  du  côté  des  x  positifs  seulement,  mais  il  y  a  deux  branches 
infinies  situées  de  part  et  d'autre  de  cette  droite.  L'axe  des  y  est  aussi 
une  asymptote. 

4.  Asymptote  de  la  courbe  y'^x^  —  2y  -{-  a^  =  0. 

Une  direction  asymptotique  c  =  0,  d'où  d  =  0.  Mais  y  =  0  n'est  pas 
une  asymptote,  parce  que  l'équation  entre  u  et  x'  est 

w2  +  ttV2  —  2ux''  =  0 

et  l'origine  est  un  point  isolé  de  cette  courbe.  On  montre  d'une  manière 
analogue  qu'il  n'y  a  pas  d'asymptote  parallèle  à  l'axe  des  y. 

Il  est  facile  de  traiter  directement  ces  deux  dernières  courbes  en 
résolvant  leurs  équations  par  rapport  à.  x  on  k  y. 

§  3.  Théorie  du  contact. 
Courbes  et  surfaces  osculatrices. 

364.  Distance  à  une  courbe  plane  d'un  point  infiniment  voisin.  — 
Considérons  une  courbe  plane  (G),  définie  en  axes  rectangulaires  ou 
obliques  par  l'équation 

(G)        ax,y)  =  0 
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OÙ  /"  est  une  fonction  uniforme,  continue  ainsi  que  ses  dérivées  pre- 
mières. Soient  a,  b  les  coordonnées  d'un  point  ordinaire  P  de  cette 
courbe  ;  ensuite  x',  y'  les  cordonnées  d'un  point  Q  infiniment  voisin 
de  P,  mais  non  situé  sur  la  courbe.  Proposons-nous  de  déterminer  la 
dislance  du  point  Q  à  la  courbe  (C).  A  cet  effet,  soient  X  et  Y  les 
coordonnées  d'un  point  Q'  de  la  courbe  infiniment  voisin  de  Q,  p  la 
distance  QQ'  et  m,  v  ses  coetticients  directeurs  ;  on  a 

\  =  x'^-up,        \^y'  +  vp. 

Portant  ces  valeurs  dans  l'équation  de  la  courbe  et  développant 
suivant  les  puissances  de  p,  il  vient 


0-nX,Y)=nx',y')  +  9(uf^  +  v^) 


+  •• 


Mais,  comme  x\  y'  sont  infiniment  voisins  de  a,  b,  cette  relation 
peut  se  mettre  sous  la  forme 

/V,!/')  +  p(«-^  +  «'-^  +  e)=0, 

OÙ  e  tend  vers  0  avec  p. 

Le  point  P  est,  par  hypothèse,  un  point  ordinaire,  donc/"^  et  f^  ne 
sont  pas  nuls  tous  deux  et  uf'^  +  vf^  ne  s'annule  que  pour  la  direc- 
tion M,  V  de  la  tangente  à  (C)  au  point  P.  Donc,  si  la  direction  QQ'  n'a  pas 
pour  limite  celle  de  cette  tangente,  la  valeur  principale  de  p  est  égale 
à  la  valeur  absolue  du  quotient /"(a:;',?/')  :  {uf^  -^  ^fD- 

La  plus  courte  distance  du  point  P  à  la  courbe  (C)  s'obtient  en  pre- 
nant la  direction  u,  v  qui  rend  le  dénominateur  maximum,  c'est-à-dire 
celle  de  la  normale  à  la  courbe  au  point  P. 

De  là,  la  conclusion  suivante  : 

Théorème.  —  Soient  x',  y'  les  coordonnées  d'un  point  Q,  infini^nent 
voisin  d'un  point  ordinaire  P  d'une  courbe  plane  f[x,  y)  =  0  ;  la  dis- 
tance du  point  Q  à  la  courbe  est  un  infiniment  petit  du  même  ordre  que 
l'expression  f'\x\  y')  obtenue  en  portant  les  coordonnées  du  point  Q  dans 
le  premier  membre  de  l'équation  de  la  courbe.  —  Cette  proposition  subsiste 
si  l'on  compte  la  distance  parallèlement  à  une  direction  fixe,  pourvu 
seule^nent  que  ce  ne  soit  pas  celle  de  la  tangente  à  la  courbe  au  point  P. 

365.  Distance  à  une  surface  d'un  point  infiniment  voisin.  — Pour 
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déterminer,  en  axes  rectangulaires  ou  obliques,  la  distance  à  une 
surface, 

Y{x,y,z)  =  0, 

d'un  point  Q  qui  est  infiniment  voisin  d'un  point  ordinaire  P  {a,b,c)  de 
la  surface,  nous  procéderons  comme  dans  le  no  précédent.  Nous  sup- 
posons la  fonction  F  continue  ainsi  que  ses  dérivées  premières. 

Soient  x',  y\  z'  les  coordonnées  du  point  Q  ;  X,  Y,  Z  celles  d'un 
point  Q'  de  la  surface  infiniment  voisin  de  Q.  Désignons  par  p  la  dis- 
tance QQ'  et  par  «,  v,  w  ses  coefficients  directeurs  ;  nous  aurons, 
e  tendant  vers  0  avec  p, 

F(X,  Y,  Z)  =  F  {x\  y',  z')  +  p  (mF^  ^  vF',  +  wY'c  +  t)  =  0, 

Mais,  P  étant  un  point  ordinaire,  î^F^  +  y  F^ -f  wFé  ne  s'annule 
que  pour  une  direction  parallèle  au  plan  tangent  à  la  surface  au  point  P. 
Pour  toute  autre  direction,  la  valeur  principale  de  p  est  égale  à  la 
valeur  absolue  du  quotient  F{x',  y',  z')  :  {uF'a  -\-  vfI  -^  wF'c)  et  la 
plus  courte  distance  du  point  (x',  y',  z')  à  la  surface  s'obtient  en 
choisissant  la  direction  qui  rend  le  dénominateur  maximum.  Ce  sera 
d'ailleurs  celle  de  la  normale  à  la  surface  au  point  P. 

De  là,  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  La  distance  à  la  surface  F{x,  y,  z)  =  0  d'un  point  Q, 
infiniment  voisin  d'un  point  ordinaire  P  de  cette  surface,  est  un  infini- 
ment petit  du  même  ordre  que  V  expression  F{x\  y',  z')  obtenue  en  por- 
tant les  coordonnées  du  point  Q  dans  le  premier  membre  de  r équation  de 
la  surface.  —  Cette  proposition  subsiste  si  l'on  compte  la  distance  paral- 
lèlement à  une  direction  fixe,  pourvu  qu'elle  ne  soit  pas  parallèle  au  plan 
tangent  à  la  surface  au  point  P. 

366.  Distance  à  une  courbe  g-auche  d'un  point  infiniment  voisin.  — 
Cherchons  maintenant  la  distance  à  une  courbe  gauche  : 

(C)  f(x,y,z)  =  0,        f,{x,y,z)  =  0, 

d'un  point  Q(i'',  «/',  2')  qui  est  infiniment  voisin  d'un  point  ordinaire 
P  (a,  b,  c)  de  la  courbe  (/.  I,  n»  sU).  Soient  Q'(X,  Y,  Z)  un  point  de  la 
courbe  infiniment  voisin  de  Q,  p  la  distance  Q'Q  et  m,  v,  w  ses  coeffi- 
cients directeurs  ;  nous  trouverons,  comme  ci-dessus,  t  et  Sj  étant 
infiniment  petits, 

f\x',  y\  z')  +  p  (u/;  +  vil  +  ''te  +  ^)  =  0. 
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Donc  p  s'exprime  par  les  deux  fractions  : 

_  _        /"(^',  y',  ^') A  jx',  y\  ^') 

Si  QQ'  n'est  pas  parallèle  à  la  tangente  à  la  courbe  au  point  P,  l'un 
au  moins  des  deux  dénominateurs  n'est  pas  infiniment  petit.  Donc  p 
est  du  même  ordre  que  l'un  au  moins  des  deux  numérateurs,  mais 
peut  être  infiniment  grand  par  rapport  à  l'autre  ;  il  est  donc  du  même 
ordre  que  le  plus  grand  des  deux  en  valeur  absolue,  et  cela  est  vrai, 
en  particulier,  si  p  est  la  plus  courte  distance.  D'où  le  théorème  sui- 
vant : 


Théorème.  —  La  plus  courte  distance  à  une  courbe  gauche  (C)  d'un 
point  {x' ,  y',  z')  infiniment  voisin  d'un  point  ordinaire  de  cette  courbe, 
est  un  infiniment  petit  du  même  ordre  (pie  la  plus  grande  en  valeur 
absolue  des  deux  quantités  :  f{x',  y',  z'),  i\  {x\  y',  z'). 

367.  Définition  générale  du  contact.  —  Lorsque  deux  courbes  (C) 
et  (C)  ou  bien  une  courbe  (C)  et  une  surface  S  ont  en  commun  un 
point  ordinaire  P,  on  dit  qu'elles  ont  entre  elles  un  contact  d'ordre  n 
en  ce  point  [n  entier),  si,  prenant  sur  (C)  un  point  Q  infiniment  voisin 
de  P,  sa  distance  à  (C)  (ou  à  S)  est  un  infiniment  petit  d'ordre  n  +  1 
par  rapport  à  PQ. 

Dans  le  cas  de  deux  courbes,  le  point  Q  peut  être  pris  indifférem- 
ment sur  l'une  ou  sur  l'autre,  car  nous  allons  voir  que  les  conditions 
du  contact  sont  symétriques  par  rapport  aux  deux  courbes. 

368.  Contact  de  deux  courbes  planes.  —  Supposons  la  courbe  (C) 
définie  par  l'équation 

(C)  F(^,t/)  =  0, 

où  F  est  une  fonction  uniforme,  continue  et  indéfiniment  dérivable. 

Soit  P  un  point  ordinaire  conmiun  à  cette  courbe  et  à  la  courbe  (C). 
En  vertu  du  théorème  du  n"  364,  la  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  que  les  deux  courbes  aient  au  point  P  un  contact  de  l'ordre  n  est 
que  la  quantité  F  (a;,  y),  obtenue  en  portant  dans  F  les  coordonnées  d'un 
point  Q  de  (C)  infiniment  voisin  du  point  P,  soit  un  infiniment  petit 
d'ordre  n  -]-  \  par  rapport  à  PQ. 

Appliquons  ce  principe  dans  les  différentes  hypothèses  que  l'on  peut 
faire  sur  la  représentation  analytique  de  la  courbe  (C). 
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Supposons  d'abord  (C)  définie  par  une  représentation  paramétrique  : 
(C)       x-  =  cp(0,       y  =  ^{t), 

où  cp,  <>  sont  des  fonctions  uniformes,  indéfiniment  dérivables,  auquel 
cas  un  point  ordinaire  est  un  point  où  l'une  au  moins  des  deux  déri- 
vées x',  y'  par  rapport  à  t  est  différente  de  0. 

Soit  Iq  le  paramètre  du  point  P  ;  un  point  Q  de  (C)  infiniment  voisin 
de  P  aura  pour  coordonnées. 

X^'f[t,  +  dt),  y=^^(t,  +  dt) 

et  PQ  sera  du  même  ordre  que  ds,  qui  est  lui-même  du  même  ordre 
que  dt,  car  x'  ou  y'  n'est  pas  nul. 
La  condition  du  contact  d'ordre  n  est  donc  que  l'expression 

^[f{to  +  dt),^it,-^dt)] 

soit  d'ordre  w  +  1  par  rapport  à  dt. 
Posons,  pour  abréger, 

^[t)  =  ¥[Ht).m], 

on  voit  que  le  développement  de  <î>(/o  +  dt)  par  la  formule  de  Taylor 
devra  commencer  par  un  terme  en  dP^+K  Les  conditions  analytiques 
d'un  contact  de  l'ordre  n  au  moins  en  un  point  to  sont  donc  en  nombre 
71  +  i ,  à  savoir 

Mais  pour  que  le  contact  soit  de  Vordre  n  et  non  d'ordre  plus  élevé,  il 
faut  ajouter  à  ces  conditions  que  ^P"+^  {t(,)  ne  soit  pas  nul. 

La  condition  prend  une  forme  particulièrement  simple,  lorsque  les 
équations  des  deux  courbes  sont  résolues  pai*  rapport  à  l'ordonnée, 
donc  de  la  forme 

(G)       y-f{x)^0,  (C)       y-t\{^)-^, 

ce  qui  suppose  que  la  tangente  ne  soit  pas  parallèle  à  l'axe  des  y. 

Si  Xq  est  l'abscisse  du  point  de  contact  P,  les  coordonnées  d'un 
point  Q  infiniment  voisin  et  situé  sur  (C)  sont  Xq  +  dx,  [{Xq  +  dx).  En 
les  portant  dans  le  premier  membre  de  (C)  et  en  observant  que  PQ 
est  de  l'ordre  de  dx,  on  voit  que  la  condition  du  contact  d'ordre  n  au 
point  Xo  est  que  la  différence 

f{Xo  +  dx)  —  fy{Xo  +  dx) 
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soit  d'ordre  n  +  1  par  rapport  à  dx.  Pour  cela,  il  est  nécessaire  et 
suffisant  que  l'on  ait 

f{Xo)  =  A (^o),        r i^o)  =  f[{xo),, . .  f- (xo)  =  f[ix.), 
tandis  que  r^+^(Xo)  et  f[^+^  (xo)  soient  diff'érents. 
D'où  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Pour  que  deux  courbes  planes  aient  un  contact  de  l'or- 
dre n  en  un  point  où  la  tangente  n'est  pas  parallèle  à  l'axe  des  y,  il  faut 
et  il  suffît  que  l'ordonnée  et  ses  n  premières  dérivées  par  rapport  à 
l'abscisse  aient  les  mêmes  valeurs  pour  les  deux  courbes.  Pour  que  le  con- 
tact ne  soit  pas  d'ordre  plus  élevé,  il  faut  encore  que  les  dérivées  de  l'or- 
dre M  +  1  diffèrent  pour  les  deux  courbes. 


On  remarquera,  d'après  cela,  que  deux  courbes  qui  ont  un  contact 
du  premier  ordre  ou  d'ordre  supérieur,  sont  tangentes  au  point  de 
contact,  car,  y'  ayant  même  valeur  pour  les  deux  courbes,  elles  ont 
même  tangente. 

Théorème.  —  Deux  courbes  qui  ont  un  contact  de  f  ordre  n  se  coupent 
ou  ne  se  couijent  pas  au  point  de  contact  suivant  que  n  est  pair  ou 
ijupair. 

En  eff'et,  soient  y  =  f{x)  e[y  =  f^(x)  les  équations  des  deux  courbes 
etoîo  l'abscisse  du  point  de  contact.  Nous  venons  de  voir  que,  dans  le 
voisinage  de  ce  point,  la  différence  des  ordonnées  des  deux  courbes, 
à  savoir  /"{xo  +  dx)  —  fi  {xo  +  dx)  est  d'oidre  n  -\-  i  par  rapport  à  dx. 
Cette  diff'érence  change  de  signe  avec  dx  si  n  est  pair,  et  ne  change 
pas  si  n  est  impair.  Dans  le  premier  cas,  les  courbes  se  coupent  au 
point  Xo  et  elles  ne  se  coupent  pas  dans  le  cas  contraire. 

369.  Courbes  planes  osculatrices.  —  Supposons  que  l'on  donne  la 
courbe  (C)  et  le  point  P  sur  celle  courbe,  mais  que  la  courbe  (C)  soit 
seulement  assujettie  à  faire  partie  d'une  famille  de  courbes  déffnie 
par  une  équation 

(C)  ¥{x,y,a„a„...  an+i)  =  0, 

renfermant  n  +  1  paramètres  indéterminés. 

On  peut  se  proposer  de  déterminer  ces  paramètres  de  manière  que 
la  courbe  (G')  ait  au  point  P  avec  la  courbe  (G)  un  contact  de  l'ordre 
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le  plus  élevé  possible.  La  courbe  (C)  est  alors,  parmi  toutes  celles  du 
système  considéré,  Yosculatrice  de  la  courbe  (C). 

En  général,  ?i+l  paramètres  distincts  peuvent  être  assujettis  à 
n  -r  i  conditions.  On  peut  donc  les  déterminer  de  manière  à  obtenir 
au  point  P  un  contact  de  l'ordre  n  au  moins. 

Pour  fixer  les  idées,  supposons  que  la  courbe  (C)  soit  donnée  par 
une  représentation  paramétrique  : 

X  =  f  (0,      y  =  '^  (0, 

et  posons,  comme  au  n°  précédent, 

^(0  =  F('f,  t,  al,«2,...«n^-l). 
Les  îi  +  1  conditions  du  contact  d'ordre  n  au  point  t  seront 

En  général,  dans  les  applications,  ce  système  de  n  +  \  équations 
entre  les  n  + 1  indéterminées  a  n'est  ni  incompatible  ni  indéterminé 
et  il  détermine  les  éléments  de  l'osculatjice.  L'osculatrice  a  un  con- 
tact de  l'ordre  n  si  <î>"+>(0  ne  s'annule  pas  et  exceptionnellement  un 
contact  d'ordre  plus  élevé  si  cette  dérivée  s'annule  aussi. 

Supposons,  comme  cela  arrive  dans  la  plupart  des  applications, 
que  les  n-\-  \  paramètres  a  soient  complètement  déterminés,  soit  par 
les  équations  $  =  $'=...  =  $"  v=  o,  soit  par  la  condition  de  faire  pas- 
ser la  courbe  par  w—  1  points  donnés.  On  aura  le  tbéorème  suivant  : 

TnÉoiiÈME.  —  La  courbe  (C)  dépendont  de  n  ^  \  paramètres  qui  est 
osculntrice  à  une  combe  donnée  (C)  en  un  point  également  donné  P,  est 
la  limite  des  courbes  de  son  espèce  qui  passent  par  le  point  P  et  par  n 
autres  points  de  la  courbe  (C)  infiniment  voisins  du  premier. 

Dénwnstuition.  —  Les  courbes  (C)  et  (C)  restant  définies  comme 
ci-dessus,  désignons  par  to  ti,  to,...  tn  les  paramètres  du  point  P  et 
de  n  points  voisins  sur  la  courbe  (C).  La  condition  que  (C)  passe  par 
ces  |ioiiits  fouiiiit  les  n  +  i  équations 

^{to)  =  ^{ti)  =  -=^(tn)  =  0, 

Donc,  en  vertu  du  théorème  de  Rolle,  dans  les  intervalles  de  ces 
?2  +  1  racines  de  ^  (t),  se  trouvent  au  moins  n  racines  de  'I''  (/)  et,  par 
suite,  jz  —  1  de  $"  (t),...  et  une  de  <ï)"  [t].  Si  l'on  fait  tendre  t^,  t^,...  tn 
vers  to,  toutes  ces  racines  tendent  aussi  vers  /o.  On  retrouve  donc,  à 
la  limite,  le  système  d'équations, 

qui  détermine  l'osculatrice  au  point  to. 
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370.  Exemples.  —  I.  Droite  osculatrice.  L'équation  d'une  droite, 

y  —  nx  —  è  =  0, 
renferme  deux  paramètres  arbitraires  a  el  h  permettant  d'établir  en 
un  point  donné  avec  une  courbe  y  =  f{x)  un  contact  du  premier 
ordre.  Les  éléments  de  la  droite  osculatrice  au  point  x  seront  définis 
par  les  équations  : 

^x)  =  f{x)  —  ax  —  b^O,        a>'  (x)  -=  f  (x)  —  il  =  0. 

Son  ooefficient  angulaire  a  est  donc  /'  (x).  La  droite  osculatrice  est  la 
tangente,  conformément  au  théorème  pi'écédent. 

La  tangente  a  donc  généralement  un  contact  du  premier  ordre  avec 
la  courbe  et  la  courbe  ne  traverse  pas  sa  tangente.  Exceptionnelle- 
ment, le  contact  sera  d'ordre  plus  élevé  si  l'on  a  ^"{x)  =  f"{x)  =0, 
ce  qui  arrive  en  un  point  d'intlexion.  Donc,  en  un  point  d'inflexion,  le 
contact  de  la  tangente  avec  la  courbe  est  au  moins  du  second  ordre. 

IL  Cercle  osculateur.  —  L'équation  d'un  cercle, 
{x-ar  +  {y-by'-K'^0, 
renferme  trois  paramètres,  qui  permettent  d'établir  avec  une  courbe, 
en  un  point  donné  P,  un  contact  du  deuxième  ordre.  Ces  trois  para- 
mètres permettent  aussi  de  faire  passer  le  cercle  par  trois  points.  Le 
cercle  osculateur  au  point  P  est  donc  la  limite  d'un  cercle  passant  par 
ce  point  et  deux  autres  points  infiniment  voisins  (Propriété  prise 
comme  définition  dans  le  premier  volume).  Le  contact  du  cercle 
osculateur  avec  la  courbe  est  donc  généralement  du  second  ordre  ;  et 
le  cercle  traverse  la  courbe,  sauf  aux  points  exceptionnels  où  l'ordre 
du  contact  est  plus  élevé. 

371.  Contact  d'une  courbe  et  d'une  surface.  —  Soit  S  une  surface 
définie  par  l'équation 

(S)        V{x,y,z)^0, 
où  F  est  une  fonction  uniforme  indéfiniment  dérivable,  ensuite  P  un 
point  ordinaire  commun  à  cette  surface  et  à  une  courbe  (G).  D'après 
la  définition  du  contact  (n^  307)  et  en  vertu  du  théorème  du  no  1365,  on 
a  le  théorème  suivant  : 

Théorkmk.  —  Pour  qu'une  courbe  (G)  et  une  surface  (S)  aient,  en  un 
point  ordinaire  P,  un  contact  d'ordre  n,  il  faut  et  il  suffit  que  l'expres- 
sion F  {x,  y,  z)  obtenue  en  substituant  dans  le  premier  membre  de  l'équa- 
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tion  de  la  surface  les  coordonnées  x,  y,  z  d'un  point  Q  infiniment  voisin 
de  P  sur  la  courbe  (C),  soit  un  infiniment  petit  d'ordre  n  +  1  par  rap- 
port à  PQ. 

Si  la  courbe  (C)  est  donnée  par  une  représentation  paramétrique  : 

^■  =  /(0.      y-fi{t),      z  =  f.M 

où  les  fonctions  /  sont  uniformes  et  indéfiniment  dérivables,  comme 
l»;s  dérivées  x\  y',  z'  ne  s'annulent  pas  toutes  en  un  point  ordinaire, 
on  montre  par  un  raisonnement  semblable  à  celui  du  n»  368  que  la 
condition  d'un  contact  de  l'ordre  n  en  point  ordinaire  P(/o)  sera  la 
suivante  :  Si  l'on  pose  ^(t)  --=¥{x,  y,  z),  oii  x,  y,  z  sont  fonctions  de  t, 
il  faut  et  il  suffit  que  ^  [to  +  dt)  soit  d'ordre  n  +  \  par  rapport  à  dt, 
ou  que  l'on  ait 

0)  (to)  =  <!>'  (to)  =  -.  =  $'* (to)  =-  0,         <P"+' {to)^0. 

Il  faut  donc  n  +  1  conditions  pour  qu'une  courbe  et  une  surface 
aient,  en  un  point  donné,  un  contact  de  l'ordre  n  au  moins. 

Supposons  que  l'équation  de  la  surface  soit  de  la  forme 

et  celles  de  la  courbe  de  la  forme 

y  =  f,{x),        z  =  fo{x). 
Prenant  t  -=  x,  on  a,  dans  ce  cas-ci, 

^{a^)  =  fM-f[x,f,ix)] 
et  la  condition  du  contact  d'oi-dre  n  au  point  Xo  est  que  l'expression 

/o  {Xo  +  dx)  —  f[Xo  +  dx,  fi  {Xo  +  dx)] 
soit  d'ordre  n  -\-  1  par  rapport  à  dx.  Cette  expression  représente  la 
différence  des  ordonnées  z  de  la  courbe  et  de  la  surface.  On  a  donc, 
comme  dans  le  cas  des  courbes  i)lanes,  le  théorème  suivant  : 

THKOitÈME.  —  La  courbe  (G)  qui  a,  avec  une  surface  (S),  un  contact 
d'ordre  n  en  un  point,  traverse  ou  ne  traverse  pas  (S)  selon  que  n  est 
pair  ou  impair. 

372.  Surfaces  osculatrices  en  un  point  d'une  courte.  —  Considérons 
une  lamille  de  surfaces  à  ?t  +  4  paramètres 

¥{x,y,z,ai,ao,...  an+i)=0. 

On  appelle  osculntrice,  en  un  point  P  d'une  courbe  donnée  (C), 
celle  des  surfaces  de  la  famille  précédente  qui  a,  avec  la  courbe,  un 
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contact  de  l'ordre  le  plus  t^levé  possible.  Comme  il  faut  généralement 
w  +  1  conditions  pour  un  contact  de  l'ordre  n,  elles  déterminent  les 
paramètres  a,,  a^,...  «n+i  ;  l'osculalrice,  dans  une  famille  de  surfaces 
àîi  4- 1  paramètres,  a  donc  généralement  un  contact  d'ordre  n  avec 
la  courbe. 

Supposons  que  les  n  +  1  paramètres  soient  déterminés  aussi  bien 
par  la  condition  du  contact  d'ordre  /*  que  par  celle  de  passer  par 
n  + 1  points  ;  on  aura,  comme  au  n»  369,  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  La  surface  dépendant  de  n  -\-  \  paramètres  qui  est 
osculatrice  en  un  point  donné  P  d'une  courbe  (C),  est  la  limite  des  sur- 
faces de  son  espèce  passant  j)ar  le  point  P  et  n  autres  points  de  la  courbe 
infiniment  voisins  du  premier. 

373.  Plan  osculateur.  —  L'équation  d'un  plan 

¥lx,y,z)  =  ax-i-by  +  cz-\-d  =  0 
renferme  trois  paramètres  arbitraires,  qui  permettent  d'établir,  en  un 
point  t  d'une  courbe  (G)  ayant  pour  équations 

^  =  /(0.      y  =  f\{t),      ^  =  m, 

un  contact  du  second  ordre.  Les  conditions  de  ce  contact  sont 
^t)  =ax  -\-  by  -\-  cz  -\-  d^O, 
*'(/)  =  ax'  +  by'  +  cz'  =-  0, 
^"{t)  =  ax"  +  by"  +  cz"  =  0. 
Ces  équations  déterminent  les  paramètres  du  plan  osculateur  au 
point  /,  pourvu  que  l'un  au  moins  des  déterminants 

A=.y'z"  —  y"z',  B  =  z'x"  ^z"x',         C  =  x'y"  —  x"y' 

ne  soit  pas  nul.  Nous  supposerons  cette  condition  réalisée. 

Le  plan  osculateur  a  généralement  un  contact  du  second  ordre  et, 
par  conséquent,  la  courbe  traverse  son  plan  osculsteur.  Pour  que 
cet  ordre  soit  plus  élevé,  il  faut  que  l'on  ait 

<I>"'(0  =  ax"  +  by"'  +  cz"'  =  0, 
auquel  cas  on  peut  éliminer  a,  b,  c  entre  <ï>'  =  $"  =  $"'  =  0  et  l'on 
obtient  la  condition  D  =  0,  où  D  est  le  déterminant 

x'  y'  z' 
x"  y"z" 
x"'y"'z"' 

Le  plan  osculateur  en  un  point  où  D  s'annule  est  ûii  stationnaire,  il 
a  avec  la  courbe  un  contact  du  troisième  ordre  au  moins,  et  gêné- 


406  CHAPITRE  IX.  -=•  APPLiCAtlOXS  ÉÉOMftTRIÛL'ÉS. 

ralenient  la  courbe  ne  le  traverse  pas.  Au  point  de  contact,  la  torsion 
est  nulle,  en  vertu  de  la  formule  (^  I,  n"  282) 
1  b 


T  A-  +  B^  +  C^ 

Le  plan  osculateur,  étant  déterminé  par  la  condition  d'avoir  avec  la 
courbe  un  contact  du  second  ordre,  l'est  aussi  par  celle  de  passer  par 
le  point  t  et  deux  autres  points  de  la  courbe  infiniment  voisins  du 
premier,  propriété  prise  comme  définition  dans  le  premier  volume. 

Théorème.  —  Une  courbe  dont  tous  les  plans  oscillateurs  sont  station- 
naires  est  plane. 

En  etîet,  le  déterminant  D  est  un  wronskien  y<[x\y',z'),  dont 
l'annulation  exprime  que  a;',  y\  z'  sont  liés  par  une  relation  linéaire  à 
coetTicients  constants  (u"  203)  : 

ax'  -f  jji/'  +  y^-'  =  0,         d'où         OLX  -\-  [iy  +  yz  -=  o, 

ce  qui  est  l'équation  d'un  plan. 

Remarque.  En  vertu  de  ce  théorème,  toute  courbe  dont  la  torsion 
est  constamment  nulle  est  plane,  car,  dans  ce  cas,  on  a  D  =  0  d'après 
rex|)ressioii  de  1  :  T.  Ce  résultat  a  été  étabfi  autrement  dans  le  pre- 
mier volume. 

374.  Contact  de  deux  courbes  de  l'espace,  —  Soit  (C)  une  courbe 
définie  par  les  deux  équations 

(C)        F(^-,^,^)==0,        ¥,{x,y,z)=o, 

où  les  fonctions  F  sont  uniformes,  continues  et  indéfiniment  déri- 
vables,  ensuite  P  un  point  ordinaire  commun  à  cette  courbe  et  à  une 
courbe  (C).  D'après  la  définition  du  contact,  et  en  vertu  du  théorème 
du  no  306,  la  condition  d'un  contact  de  l'ordre  n  au  point  P  est  donnée 
par  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Pour  que  deux  courbes  (C)  et  (C)  aient  en  un  point 
ordinaire  P  un  contact  d'ordre  n,  il  faut  et  il  suffit  que  les  deux  expres- 
sions F  [X,  y,  z)  et  Vx{x,  y,  2),  obtenues  en  substituant  dans  les  premiers 
membres  des  équations  de  (C)  les  coordonnées  d'un  point  Q  infiniment 
voisin  de  P  sur  la  courbe  (C),  soient  infiniment  petites  de  l'ordre  n  -\-  \ 
par  rapport  à  la  distance  PQ,  l'une  des  deux  expressions  au  moins 
n'étant  pas  d'ordre  plus  élevé. 
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Supposons  la  courbe  (C)  définie  par  une  représentation  paramétrique 

les  fonctions  /"étant  continues  et  indéfiniment  dérivables,  et  posons, 
X,  y,  z  étant  ces  fonctions  de  t, 

Les  conditions  d'un  contact  d'ordre  n  au  point  t  sont  que  ^  (f  +  dt) 
et  ^i{t  +  lit)  soient  de  l'ordre  n  +  1  par  rapport  à  dt,  l'une  des  expres- 
sions seulement  pouvant  être  d'ordre  plus  élevé.  On  aura  donc 

^(t)  =  *'(o  -  ^"{t)  -= ...  a)«(0  =  0, 

^^t)  =  ^[(t)  ^<p['{t)  =  ...^f{t)  ^-:  0  ; 

de  plus,  une  des  deux  dérivées  <!>"+' (0,  <ï>f+M,0  ne  sera  pas  nulle, 
sinon  le  contact  serait  d'ordre  plus  élevé. 

//  faut  donc  2«  +  2  relations  pour  exprimer  que  deux  courbes  de  l'es- 
pace ont,  en  un  point  donné,  un  contact  d'ordre  n  au  inoins. 

375.  Courbes  osculatrices  dans  l'espace.  —  Les  courbes  osculatrices 
se  définissent  dans  l'espace  comme  dans  le  plan  avec  une  différence 
toutefois.  Si  un  système  de  courbes  (C)  dépend  de  2n  +  2  paramè- 
tres, ceux-ci  peuvent  généralement  se  déterminer  par  la  condition 
d'établir  avec  une  courbe  donnée  (G),  en  un  point  donné  P,  un  con- 
tact de  l'ordre  n.  Mais,  si  les  équations  des  courbes  (C)  ne  ren- 
ferment que  2«  +  1  paramètres,  on  ne  peut  plus  établir  qu'un  contact 
d'ordre  n  —  i,  n'imposant  que  2n  conditions,  et  il  reste  un  paramètre 
arbitraire.  Il  y  aura  donc  une  infinité  d'osculatrices  de  l'espèce  (C), 
ou  il  n'y  en  aura  pas,  comme  on  voudra  l'entendre. 

Considérons  une  famille  de  courbes  (C)  à  2m  -f  2  paramètres,  et 
admettons  que  ces  paramètres  se  déterminent  complètement,  soit  par 
la  condition  d'établir  en  un  point  donné  avec  une  courbe  donnée  (C) 
un  contact  de  l'ordre  n,  soit  par  celle  de  faire  passer  la  courbe  (C) 
par  w  -j-  1  points  donnés.  On  démontrera,  comme  au  n^  369,  le  théo- 
rème suivant  : 

Théorème.  —  La  courbe  (C)  osculatrice  en  un  point  P  de  la  courbe 
(C),  est  la  lignite  des  courbes  (C)  qui  passent  par  le  point  P  et  par  n 
autres  points  de  la  courbe  (C)  infiniment  voisins  du  premier. 

376.  Exemples.  —  L  Droite  osculatrice.  Les  équations  d'une  droite 
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de  l'espace  renferment  quati-e  paramètres,  permettant  d'établir  un  con  - 
tact  du  premier  ordre  avec  une  courbe  (C)  en  un  point  donné  P.  Sui- 
vant le  théorème  précédent,  cette  droite  est  la  limite  d'une  sécante 
passant  par  P  et  un  point  de  (C)  intiniment  voisin.  La  droite  oscula- 
trice  se  confond  avec  la  tangente  et  a  généralement  avec  la  courbe 
un  contact  du  premier  ordre. 

II.  Cercle  oscillateur.  —  Les  équations  d'un  cercle  dans  l'espace 
dépendent  de  0  paramètres,  permettant  d'établir  un  contact  du  second 
ordre  ou  de  faire  passer  le  cercle  par  trois  points.  Le  cercle  osculateur 
en  un  point  P  d'une  courbe  gauche  est  donc  la  limite  du  cercle  pas- 
sant par  ce  point  et  deux  autres  points  de  la  courbe  infiniment  voisins 
du  premier,  il  a  généralement  avec  la  courbe  un  contact  du  second 
ordre. 

§  4.  Enveloppes  des  courbes  planes. 

377.  Points- caractéristiques.  —  Soit  une  famille  de  courbes  planes 

(1)  ¥{x,y,y.)  =  0, 

définie  par  une  équation  contenant  un  paramètre  arbitraire  a.  Nous 
supposons  que  la  fonction  F  et  ses  dérivées  partielles  premières  sont 
des  fonctions  continues  et  uniformes.  Nous  admettons  encore  que,  si 
l'une  de  ces  courbes  admet  des  points  singuliers,  ceux-ci  sont  isolés 
les  uns  des  autres. 

Considérons,  en  particulier,  la  courbe  (a),  c'est-à-dire  celle  qui 
correspond  à  la  valeur  a  du  paramètre  et  soit  M  un  point  ordinaire  de 
celte  courbe,  tel  donc  que  l'une  des  dérivées  F^  ou  F'y  ne  soit  pas 
nulle.  Cette  condition  reste  réalisée  dans  le  voisinage  du  point  M,  de 
sorte  que,  aux  environs  de  ce  point,  les  courbes  de  la  famille  sont 
dépourvues  de  point  singulier. 

L'équation  de  la  courbe  (a  -f  rfa)  infiniment  voisine  de  la  courbe  (a) 
est  de  la  forme 

F  {^,  y,  a)  +  [Fâ  \X,  y,  a)  -f  s]  rfa  =  0, 
OÙ  t  tend  vers  0  avec  a.  D'après  un  principe  connu  (n"  304),  la  dis- 
tance du  point  M[x,y)  de  la  courbe  (a)  à  celle-ci  est  un  infiniment 
petit  du  même  ordre  que  l'expression 

[Fâ(a;,  î/,  a)  +  e]da, 
obtenue  en  substituant  dans  l'équation  de  celle-ci  les  coordonnées  a;,  «/ 
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du  point  M.  Cette  expression  est  donc  généralement  de  l'ordre  de  da.. 
Pour  qu'elle  soit  d'ordre  plus  élevé,  il  est  nécessaire  et  suffisant 
que  l'on  ait  Fa  =  0.  Les  points-caractéristiques  d'une  courbe  (a)  sont 
les  points  ordinaires  de  cette  courbe  dont  la  distance  à  la  courbe  infini- 
ment voisine  est  d'ordre  supérieur  à  dv..  Ce  sont  donc  les  points  ordi- 
naires qui  satisfont  aux  deux  équations 

F  ^-  0,        F;,  -  0. 

Quand  deux  courbes  infiniment  voisines  : 

¥{x,y,a)  =  0,         ¥[x,y,a  +  dc)-^0, 
se  coupent,  les  points  d'intersection  limites  sont  des  points- caractéris- 
tiques, car  leurs  coordonnées  satisfont  à  l'équation 

da 

Mais  la  réciproque  n'est  pas  toujours  vraie,  les  points-caractéris- 
tiques ne  sont  pas  toujours  limites  de  points  d'intersection  {'). 

378.  Enveloppe.  —  11  peut  arriver  exceptionnellement  qu'une 
courbe  (a)  se  compose  tout  entière  de  points-caractéristiques;  mais, 
en  général,  les  points-caractéristiques  sont  isolés  surcliaque  courbe. 
On  appelle  envelo})pe  de  la  famille  le  lieu  géométrique  des  points-carac- 
téristiques isolés. 

S'il  existe  une  enveloppe,  elle  s'obtiendra  donc  en  éliminant  (a) 
entre  les  deux  équations 

(2)  F  =  0,        f;  =  0. 

Mais  on  peut  obtenir  en  même  temps  des  courbes  étrangères  à 
l'enveloppe. 

En  effet,  si  l'on  peut  vérifier  les  équations  (2)  par  une  valeur  de  a 
indépendante  de  (x,  y),  la  courbe  (a)  correspondante  est  exclusive- 
ment composée  de  points-caractéristiques  et  ne  fait  généralement  pas 
partie  de  l'enveloppe. 

En  second  lieu,  les  coordonnées  des  points  singuliers  satisfont 
aussi  aux  équations  (2),  car  ce  sont  des  fonctions  de  a  qui  vérifient  les 
trois  équations  F  =  0,  F^  =  0,  fJ,  =  0  et,  par  conséquent,  l'équation 
Fa  =^  0  qu'on  obtient  en  dérivant  totalement  la  première  par  rapport 
à  a  en  tenant  compte  des  deux  autres. 

(1)  Pour  la  discussion  complète  de  cette  question,  voir  notre  article  Sur  les  enve- 
loppes de  courbes  planes  qui  ont  un  contact  d'ordre  supérieur  avec  leurs  envelop- 
pées. Memorie  d.  Pontif.  Ace.  Rom.  dei  Nuovi  Lincei.  Vol.  XXVIII,  1910. 
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L'équation  de  l'enveloppe  s'obtiendra  donc  en  cherchant  les  valeurs 
de  X,  y  Jonctions  de  a,  qui  satisfont  aux  équations  (2)  sans  être  les 
coordonnées  d'un  point  singulier.  Ces  valeurs 
(3)  X  =  x{a),         y  =  y{a), 

fournissent  une  représentation  paramétrique  de  l'enveloppe. 

Dans  la  théorie  qui  va  suivre,  nous  n'étudierons  qu'un  arc  d'enve- 
loppe dépourvu  de  points  singuliers.  Une  des  dérivées  .^'(a),  y' {a.)  sera 
donc  supposée  différente  de  zéro. 

379.  Théorèmes.  —  Chaque  enveloppée  touche  son  enveloppe  au 
point-caractéristique  M. 

Les  coordonnées  des  points  de  l'enveloppe  sont  des  fonctions  (3) 
de  a  qui  véritient  l'équation  F  {x,  y,  a)  =  0.  Dérivons  totalement  par 
rapport  à  a  ;  il  vient,  en  tout  point  de  l'enveloppe,  puisque  Fa  -=  0, 

^'f;  +  ^'f;=  0. 

Cette  équation  ne  peut  être  identique,  car,  en  un  point  ordinaire, 
une  au  moins  des  dérivées  V^,  F^  n'est  pas  nulle.  Les  coefficients 
directeurs  x\  y'  de  la  tangente  à  l'enveloppe  sont  donc  déterminés 
par  la  même  équation  que  ceux  de  la  tangente  à  l'enveloppée  au 
même  point,  et  les  deux  tangentes  se  confondent. 

Réciproquemeiit,  si  l'on  cherche  une  courbe  (E)  à  laquelle  les  envelop- 
pées restent  tangentes,  on  retrouve  ^enveloppe. 

En  effet,  (E)  étant  le  lieu  des  points  de  contact  des  enveloppées,  les 
coordonnées  des  points  de  (E)  sont  des  fonctions  du  paramètre  a 
satisfaisant  à  l'équation  F(a;,  </,  a)  =- 0.  Celle-ci,  dérivée  totalement, 
donne 

^'f;  +  ^'f;  +  f;=o,      d'où      f;  =  o, 

car  on  a  x'¥'^  +  î/'F^  =>  0  (les  tangentes  à  l'enveloppée  et  à  la  courbe 
(E)  étant  les  mêmes).  Donc  (E)  est  un  lieu  de  points-caractéristiques. 
II  suit  évidemment  de  là  que  toute  courbe  plane  est  l'enveloppe  de  ses 
tangentes  (^) 

(i)  Il  est  intéressant  de  véritier  cette  proposition  directement.  SoitB  =  A°') 
l'équation  de  la  courbe,  donc 

y-f{oi)  =  {x-oi)r{a) 
celle  de  sa  tangente  au  point  a.  Les  coordonnées  d'un  point-caractéristique  satis- 
font à  l'équation  dérivée  en  a 

(x--a)/-"(a)  =  0. 
Si  /""(a)  est  nul  (point  d'inflexion),  tous  les  points  de  la  tangente  sont  caracté- 
ristiques. Mais,  en  général,  ce  n'est  pas  le  cas  ;  la  relation  précédente  donne  x  =  ci 
et  le  point  de  contact  est  seul  caractéristique. 
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380.   Calcul  de  l'enveloppe  pour  d'autres  formes  d'équations.  — 

I.  11  arrive  souvent  que  l'on  doive  chercher  l'enveloppe  (l'une  courbe 
F{x,  y,  a,  (i)  =  0,  dont  l'équation  renferme  deux  paramètres  liés  par 
la  relation  <f»(a,  [3)  -=  0.  Considérant  (3  comme  une  fonction  de  a  défi- 
nie par  cette  relation,  on  est  ramené  au  cas  précédent.  On  doit,  pour 

obtenir  l'enveloppe,  éliminer  a,  p,  et  -J—  entre  les  quatre  équations  : 

f         '         doL     '    dp    doL  ôoL     '    d^     doL 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  a  et  p  entre  les  trois  équations  : 

(4)  F^O,        .  =  0,        ^ff-0, 

dont  la  dernière  provient  de  l'élimination  de  rf^  :  dot.  entre  les  deux 
dernières  équations  du  groupe  précédent. 

II.  La  courbe  dont  on  cherche  l'enveloppe  peut  aussi  être  donnée 
par  une  représentation  paramétrique 

(5)  X  =  ^{t,^),  î/  =  4/(f,  a), 

t  désignant  la  variable  indépendante  sur  la  courbe.  On  revient  encore 
au  cas  ordinaire  en  considérant,  dans  la  première  équation,  t  comme 
une  fonction  de  y  et  de  «  définie  par  la  seconde  équation.  Pour  for- 
mer l'équation  de  l'enveloppe,  on  est  conduit  à  éliminer  a,  t  et  -^— 
entre  les  équations  (5)  et  les  deux  suivantes  : 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  à  éliminer  t  et  a  entre  les  équations  (6)  et 
l'équation  unique 

provenant  de  l'élimination  immédiate  de  la  dérivée  de  t  entre  les  équa- 
tions (6). 

Exercices. 

1.  Enveloppe  de  la  famille  à  deux  paramètres  a  et  p 

-^  +  -^  ==  ^         ^^^^  ^^  condition  _-^  +  ^  =  1 . 
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R.  L'équation  de  l'enveloppe  est 

mp  mp 

Cas  pai'iiculiers  ;  1°  Si  ?n  =  \,  p  =  2,  b  =--  a,  on  trouve  l'enveloppe 
d'une  droite  de  longueui-  constante  a  dont  les  extrémités  s'appuient  sur 
deux  axes  rectangulaires.  C'est  Vastroïde,  or  h  -j-  ^^/s  =  «^/s  [t.  I,  p,  302, 
ex.  3). 

2°  Si  m  ==  2,  p  =  1,  6  =  a,  la  courbe  variable  est  une  ellipse  décrite 
par  un  des  points  de  la  droite  précédente  et  son  enveloppe  est  la  même 
que  celle  de  cette  droite. 

3°  Si  m  --=  2,p  =  2,  la  courbe  variable  est  une  ellipse  dont  les  som- 
mets sont  les  projections  des  points  d'une  ellipse  fixe  sur  ses  axes.  L'en- 
veloppe est  un  système  de  quatre  droites  ±  —  ±  -|-  =  1 . 

2.  Enveloppe  d'une  droite.  —  Les  axes  étant  rectangulaires,  on  met 
l'équation  d'une  droite  mobile  sous  la  forme  normale 

(  1)  X  cos  a  4-  î/  sin  a  —  f[%)  =  0. 

Le  {loint-caractéristique  est  à  l'intersection  de  cette  droite  avec 

(2)  —  £C  sin  a  +  î/  cos  a  —  f  (a)  =  0 

et  on  obtient  ses  coordonnées  x,  y  en  fonction  de  a  par  la  résolution  du 
système.  Montrer  :  1°  que  la  seconde  équation  est  celle  de  la  normale  à 
l'enveloppe  (E)  de  la  droite  (1)  ;  2°  que  l'enveloppe  de  la  droite  (2)  est  la 
développée  de  (E)  ;  3°  que  lé  rayon  de  courbure  R  et  la  différentielle  ds 
de  l'arc  de  (E)  sont 

df 

d'où  la  formide  de  rectification  de  Legendre 

S  =  ±[/"(a)  +  J"/(a)c^a]. 

3.  Enveloppe  dun  cercle.  —  Soit  le  cercle  (a,  h,  R  fonctions  de  a) 

{x  —  a)'-  -f  [y  —  hf  —  R-^  --=  0. 

Les  points-caractéristiques  sont  à  l'intersection  avec  la  droite 

(D)  [x  —  a)  a'  +  (î/  —  h)  V  —  RR'  =  0, 

Cette  droite  est  perpendiculaire  à  la  tangente  MT  à  la  courbe  (C) 
décrite  par  le  centre  M  du  cercle,  et  sa  distance  au  centre  est  égale  à 

RR'  rfR 

=  R 


s  étant  l'arc  de  la  courbe  (C)  : 
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1°  Si  I  dR  I  <  \  ds  \,  la  droite  D  coupe  le  cercle  en  deux  points  et  il 
y  a  deux  branches  à  l'enveloppe. 

En  particulier,  si  R  est  constant,  la  droite  D  passe  par  le  centre  et 
l'enveloppe  se  compose  de  deux  branches  obtenues  en  portant  sur  la 
normale  à  la  couibe  (C),  de  part  et  d'autre  du  point  M,  la  longueur 
constante  R. 

2°  Si  I  dR  I  >  \  ds  \,  la  droite  et  le  cercle  ne  se  coupent  pas  et  il 
n'y  a  pas  d'enveloppe. 

3°  Si  I  dR  \  =^  \  ds  \,\SL  droite  D  est  tangente  au  cercle  au  point -carac- 
téristique (donc  aussi  à  l'enveloppe)  et  la  normale  à  l'enveloppe  est  tan- 
gente à  la  courbe  (C).  Dans  ce  cas,  le  cercle  variable  est  osculateur 
à  son  enveloppe  :  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  cela  est  donc 
I  c^R  I  =\ds\. 

4.  Caustiques.  —  ha  caustique  d'une  courbe  (C)  pour  un  point  lumi- 
neux A  est  l'enveloppe  des  rayons  émanés  de  A  et  réfléchis  sur  (C). 
Montrer  qu'elle  est  la  développée  de  la  podaire,  par  rapport  au  même 
point,  de  la  courbe  (C)  semblable  à  (C)  obtenue  en  prolongeant  d'une 
longueur  égale  chaque  rayon  vecteur  AP  mené  du  point  A  la  courbe  (C). 
En  déduire  la  relation 

1     ,     1   _       2 
l         r        R  cos  i 

r  étant  le  rayon  incident  AP,  l  le  rayon  réfléchi  terminé  au  point  oîi  il 
touche  son  enveloppe,  R  le  rayon  de  courbure  de  (C),  i  l'angle  d'inci- 
dence. En  particulier,  si  les  rayons  sont  parallèles,  l  =  — - —  et  la  nor- 

maie  à  la  caustique  passe  par  le  milieu  du  rayon  de  courbure  de  (C). 

R.  On  montre  que  le  rayon  réfléchi  est  normal  à  la  podaire  de  (C)  en 
observant  que  la  normale  à  la  podaire  d'une  courbe  passe  par  le  milieu 
du  rayon  vecteur  de  cette  courbe.  On  applique  alors  la  relation  qui  lie 
les  rayo?is  de  courbure  d'une  courbe  et  de  sa  podaire  [t.  I,  p.  304,  ex.  8). 

5.  Montrer  que  la  caustique  d'un  cercle  par  rapport  à  un  point  de  la 
circonférence  est  une  cardioïde  {t.  I,  p.  284,  ex.  6  et  7  et  p.  303  ex.  4)  ; 
celle  par  rapport  à  un  point  à  l'infini  (rayons  parallèles)  une  épicycloide 
à  deux  rebroussements. 

§  5.  Enveloppes  des  surfaces  et  des  courbes  de  l'espace. 

381.  Enveloppe  d'une  famille  de  surfaces  à  un  paramètre.  —  La 
théorie  est  analogue  à  celle  des  enveloppes  de  courbes  planes,  ce  qui 
nous  permet  d'abréger.  Soit  une  famille  de  surfaces 

(1)  F(:r,  i/,  X,  a)  =  0. 

où  F  est  une  fonction  continue  et  dérivabte. 
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On  appelle  caractéristique  de  la  surface  (a)  le  lieu  des  points-carac- 
téristiques de  cette  surface,  c'est-à-dire  le  lieu  des  points  ordinaires 
dont  la  dislance  à  la  surface  infiniment  voisine  («  +  da)  est  d'ordre 
supérieur  à  dt.  En  général,  et  nous  supposerons  qu'il  en  est  ainsi,  ce 
lieu  est  une  ligne  définie  par  les  deux  équations 

(2)  F  =  0,  f!,  =  0. 

Si  la  surface  (a  +  d<x)  coupe  la  surface  (a),  la  limite  de  la  ligne  d'in- 
tersection est  une  caractéristique  ;  mais  il  peut  arriver,  par  exception, 
qu'une  caractéristique  ne  soit  pas  une  limite  d'intersection. 

L'enveloppe  de  la  famille  de  surfaces  est  le  lieu  des  caractéristiques 
et  chaque  surface  de  la  famille  prend  le  nom  ù' enveloppée. 

On  remarque,  comme  pour  les  courbes  planes,  que  les  coordonnées 
des  points  singuliers  (où  ¥'^  =  Fy  =  F^  =  0)  satisfont  aussi  aux  équa- 
tions (2)  et  l'on  est  conduit  à  la  règle  suivante  : 

L'équation  ûe  l'enveloppe  d'une  famille  de  surfaces  F  =  0  s'obtient  en 
élirninant  le  paramètre  a  enti^e  f  équation  F  =  Oet  sa  dérivée  (par  rap- 
port au  paramètre)  F^  =  0.  Mais  on  obtiendra,  en  même  temps,  le 
lieu  des  points  sinyuliers  s'il  y  en  a. 

Théorèmes.  —  Chaque  enveloppée  touche  son  enveloppe  tout  le  long  de 
la  caractéristique  correspondante. 

Les  coefficients  directeurs  de  la  normale  à  l'enveloppée  en  un  point 
ordinaire  sont  F^,  V'y  et  F^-.  On  peut  considérer  aussi  F  -=  0  comme 
l'équation  de  l'enveloppe,  à  condition  d'y  remplacer  a  par  sa  valeur 
en  X,  y,  z  tirée  de  Fâ  =  0.  Donc  les  coefficients  directeurs  de  la  nor- 
male à  l'enveloppe  sont  ¥'x-{-  F'^^— >•••  Mais  Fa  s'annule  sur  l'enve- 
loppe, de  sorte  que  ces  coefficients  ont  les  mêmes  valeurs  que  pour 
l'enveloppée.  Donc  l'enveloppe  et  l'enveloppée  ont  même  normale  et, 
par  suite,  même  plan  tangent  le  long  de  la  caractéristique  commune. 

Réciproquement,  si  l'on  cherche  une  surface  (E)  qui  touche,  en  chacun 
de  ses  points,  une  des  surfaces  de  la  famille,  on  retrouve  l'enveloppe. 

En  effet,  soit  M  un  point  de  (E),  ce  sera  le  point  de  contact  de  (E) 
avec  la  surface  particulière  («o).  Menons  par  M  un  plan  quelconque 
coupant  les  surfaces  suivant  des  sections  que  nous  appellerons  aussi 
(E)  et  (a).  La  section  (E)  est  tangente  aux  sections  planes  (a).  C'est 
donc  leur  enveloppe  et  M  est  un  point-caractéristique  (au  sens  des 
enveloppes  planes)  pour  la  section  (ao)  qui  passe  par  ce  point  ;  sa 
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distance  à  la  section  (ao  -f  da),  est  d'ordre  supérieur  à  rfa  :  c'est  dire 
que  M  est  aussi  un  point-caractéristique  pour  la  surface  («o).  Donc  la 
surface  tangente,  étant  un  lieu  de  points-caractéristiques,  est  une 
enveloppe. 

Il  suit  de  là  qu'une  surface  dont  le  plan  tangent  ne  dépend  que  d'un 
seul  paramètre  est  l'enveloppe  de  son  plan  tangent. 

382.  Enveloppe  d'une  famille  de  surfaces  à  deux  paramètres.  —  Con- 
sidérons maintenant  une  famille  doublement  infinie  de  surfaces,  c'est- 
à-dire  dépendant  de  deux  paramètres  arbitraires  a,  [3. 

F  {X,  y.  z,  a,  |B)  =  0. 

Un  point-caractéristique  de  la  surface  (a,  [j)  est  un  point  ordinaire 
tel  que  sa  distance  à  toute  surface  infiniment  voisine  (a  -f  da,  [3  +  d^) 
soit  un  infiniment  petit  d'ordre  supérieur  à  |  rfa  |  4-  |  rf^  |  .  On  en 
conclut  que  ses  coordonnées  doivent  vérifier  les  trois  équations 
F  ^  0,  Fa  =  0,  F'q  =  0. 

Si  ces  trois  équations  définissent  des  points  dont  les  coordonnées 
sont  fonctions  continues  de  a,  (3,  l'enveloppe  de  la  famille  est  le  lieu 
géométrique  de  ces  points-caractéristiques.  Son  équation  s'obtient  en 
éliminant  a  et  [3  enti'e  ces  trois  équations. 

On  montre,  comme  précédemment,  que  chaque  enveloppée  touche 
son  enveloppe  en  chacun  de  ses  points-caractéristiques. 

Réciproqueuient,  si  l'on  cherche  une  surface  (E)  qui  touche  toutes  les 
surfaces  de  la  famille,  ou  retrouve  l'enveloppe. 

En  effet,  on  peut  considérer  les  coordoimés  des  points  de  (E) 
comme  des  fonctions  x,  y,  z  de  a,  ,3,  assujetties  à  vérifier  l'équation 
Y[x,  y,  z,  a,  P)  =  0.  On  en  tire,  en  dérivant  par  rapport  à  a  puis  à  p, 

Mais  ces  équations  se  léduisent  à  Fa  =  0  et  Fg  ==  0  dans  l'hypo- 
thèse où  (E)  touche  l'enveloppée  au  point  {x,  y,  z),  car  alors  x'^,... 
elx'a,...  étant  les  coefficients  directeurs  de  deux  tangentes  à  (E), 
sont  aussi  ceux  de  deux  tangentes  à  l'enveloppée  et  les  termes  qui 
contiennent  ces  coetiicients  se  détruisent.  On  retrouve  donc  les  trois 
équations  de  l'enveloppe . 
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Il  suit  de  là  qu'une  surface  dont  le  plan  tangent  dépend  de  deux  para- 
mètres, est  aussi  l'enveloppe  de  son  plan  tangent. 

383.  Enveloppe  d'une  famille  de  courbes  dans  l'espace.  —  Considé- 
rons une  famille  de  courbes  de  l'espace  dépendant  d'un  paramètre 
arbitraire  a  et  définie  par  les  deux  équations 

(3)  Y(x,  y,  z,  a)  =.  0,  <P  {x,  y,  z,  a)  ^  0. 

Si  on  appelle  encore  point -caractéristique  de  la  courbe  (a)  un  point 
ordinaire  tel  que  sa  distance  à  la  courbe  infiniment  voisine  (a  +  da) 
soit  un  infiniment  petit  d'ordre  supérieur  à  rfa,  on  voit,  comme  dans  le 
cas  des  courbes  planes,  que  ses  coordonnées  doivent  vérifier  les 
deux  équations 

(4)  F«  =  0,  <!>«  -  0. 

En  général,  les  équations  (3)  et  (4)  sont  incompatibles,  sauf  pour 
des  valeurs  exceptionnelles  de  a,  et  il  n'y  a  pas  de  points-caractéris- 
tiques. Mais,  s'il  existe  des  points-caractéristiques  dont  la  position 
varie  d'une  manière  continue  avec  a,  autrement  dit,  si  les  équations 
(3)  et  (4)  admettent  des  solutions  communes  x,  y,  z  fonctions  conti- 
nues de  a,  le  lieu  de  ces  points  s'appelle  Venreloppe  de  la  famille  de 
courbes. 

D'après  cela,  une  famille  de  courbes  de  l'espace  n'admet  générale- 
ment pas  d'enveloppe. 

Théorèmes.  —  Si  une  famille  de  courbes  admet  une  enveloppe,  chaque 
enveloppée  touche  l'enveloppe  au  point-caractéristique  correspondant. 

La  démonstration  se  fait  comme  pour  les  courbes  planes. 

Uéciproquement ,  s'il  existe  une  courbe  [E]  qui  touche,  en  chacun  de 
ses  points,  une  des  courbes  de  la  famille,  cette  courbe  ncsl  autre  que 
l'enveloppe. 

En  effet,  les  coordonnées  x,  y,  z  des  points  M  de  la  courbe  (E) 
seront  des  fondions  de  «,  assujetties  à  véi'ifier  les  éqnations  (3).  Si 
l'on  dérive  totalement  ces  équations  par  rapport  à  «,  il  vient  (les 
accents  désignant  les  dérivées  par  rapport  à  a), 

Mais  les  termes  en  x\  y',  z'  se  détruisent,  parce  que  la  tangente  à 
la  courbe  (E)  est  la  même  qu'à  l'enveloppée  par  bypotbèse.  Ces  équa- 
tions se  réduisent  donc  aux  deux  équations  Fâ  =  0,  <!>«  --  0,  qui  dé- 
terminent l'enveloppe. 
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384.  Enveloppe  de  caractéristique»  (Arête  de  rebroussement) .  — 
Une  classe  importante  de  courbes  ayant  une  enveloppe  est  celle  des 
caractéristiques  d'une  famille  de  surfaces  à  un  paramètre  F(ic,  «/,  2,  a)=0. 
Les  quatre  équations  (3)  et  (4)  se  réduisent  effectivement  à  trois 
seulement 

F  =  0,  f!,  =  0,  F'J  =  0. 

Les  valeurs  de  x,  y,  z,  généralement  fonctions  de  a,  que  l'on  en  tire, 
définissent  une  courbe  qui  touche  toutes  les  caractéristiques  et  qu'on 
appelle  Y  arête  de  rebroussement  (')  de  la  surface  enveloppe. 

385.  Surface  enveloppe  (ou  focale)  d'une  cong-ruence  de  courbes.  — 

On  donne  le  nom  de  congruence  à  un  ensemble  de  courbes  dépendant 
de  deux  paramètres  arbitraires  a  et  p  et  définies  par  deux  équations  : 

(5)  ¥{x,  y,  z,  a,  p)  ==  0,        ^{x,  y,  z,  a,  p)  =  0. 

Considérons  une  courbe  particulière  [a,  p].  On  peut  concevoir 
qu'elle  fasse  partie  d'une  famille  à  un  paramètre  en  posant  une  rela- 
tion p  --  cp(a),  compatible  avec  les  paramètres  particuliers  de  la 
courbe.  On  peut,  en  général,  choisir  cette  dépendance  de  façon  à  for- 
mer une  famille  à  un  paramètre  ayant  une  enveloppe,  c'est-à-dire  de 
manière  qu'il  y  ait  sur  la  courbe  [a,  ^]  des  points-caractéristiques.  Les 
coordonnées  x,  y,  z  d'un  point-caractéristique  doivent  satisfaire,  en 
effet,  aux  équations 

d¥        dF    d^  d^        d^    d^   _ 

^^'  -doT^-df-d^-^'        -^-^-dfdoT-^- 

Si  l'on  élimine  x,  y,  z  entre  l^s  équations  (5)  et  (6),  on  obtient  une 
équation  différentielle  du  premier  ordre  entre  a  et  ,3  servant  à  déter- 
miner la  [relation  p  =  (p(a).  D'autre  part,  en  éliminant  -^  entre  les 
deux  équations  (6),  on  a,  pour  déterminer  les  points-caractéristiques 
sur  la  courbe  [«,  |B],  les  trois  équations  : 

^)F     f)<t>        ô¥     â^i» 

Nous  supposerons  que  ces  trois  équations  soient  compatibles  et 
déterminent  les  coordonnées  d'un  ou  de  plusieurs  points  en  fonction 
continue  de  a,  p.  Ces  points  s'appellent  les  points  focaux.  Générale- 
ment, et  nous  supposerons  que  ce  soit  le  cas,  le  lieu  de  ces  points  est 

(1)  Parce  que  les  points  de  cette  arête  sont  généralement  des  points  de  rebrous- 
sement pour  les  sections  de  l'enveloppe  par  un  plan. 

27 
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une  surface  que  l'on  appelle  Venveloppe  ou  la  surface  focale  de  la  con- 
gru en  ce. 

Le  système  de  valeurs  x,  y,  z,  fonctions  continues  de  a,  [5,  qu'on 
obtient  en  résolvant  les  équations  (7),  fournit  une  représentation 
paramétrique  de  la  surface  focale.  L'équation  en  œ,  y,  z  de  cette  sur- 
face s'obtient  en  éliminant  a  et  |3  entre  les  équations  (7). 

Théorème.  —  Chaque  courbe  de  la  congruence  touche  la  sur/ace  focale 
en  chacun  de  ses  points  focaux. 

En  effet,  les  composantes  dx,  dy,  dz  d'un  déplacement  tangentiel  à 
la  surface  focale  correspondent  à  un  système  d'accroissements  quel- 
conques d<x,  d|3  des  paramètres  et  sont  liés  par  les  relations 

/    dF_ 
dx 
(«)    i     d^ 
\    dx 

En  particulier,  si  rfa,  rfj3  vérifient  simultanément  les  deux  équations  : 

compatibles  en  vertu  de  la  troisième  équation  (7),  le  déplacement  dx, 
dy,  dz  se  fera  sur  la  tangente  à  la  courbe  [a,  (3].  Donc  cette  courbe 
touche  la  surface  focale. 

Réciproquement,  si  Von  cherche  une  surface  qui  touche  en  chaque 
point  une  courbe  de  la  congruence,  on  retrouve  la  surface  focale. 

En  effet,  les  coordonnées  x,  y,  z  des  points  de  la  surface  seront 
des  fonctions  de  a,  [3  assujetties  à  vérifier  les  équations  F  =  0,  <ï>  =  0. 
Différentions  totalement  ces  équations  pour  un  déplacement  tangent  à 
la  courbe  [a,  (3]  ;  nous  trouverons  les  équations  (8),  se  réduisant  aux 
équations  (9),  puis,  en  éliminant  d^  :  rfa,  la  troisième  équation  (7),  qui 
détermine  la  surface  focale. 

Exercices. 

1.  Montrer  que  l'enveloppe  du  plan  qui  coupe  les  axes  rectangulaires 
aux  distances  respectives  a'^  :  {a  -|-  a),  p^  :  (ô  -f-  p),  y"  :  (c  -f-  y)  a  pour 
équation  {x  -\-  y  -\-  zy  -{-  4  [ax  -]-  by  -\-  ce)  =  0. 

2.  L'enveloppe  des  plans  tangents  aux  difFéi'ents  points  d'une  section 
plane  d'un  ellipsoïde  est  une  surface  conique.  Discuter. 

3.  Une  surface  canal  est  l'enveloppe  d'une  sphère  de  rayon  constant 
dont  le  centre  décrit  une  courbe.  La  caractéristique  est  alors  le  grand 
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cercle  qui  se  trouve  dans  le  plan  normal  à  la  courbe.  Étudier  le  cas  où 
le  rayon  varie  en  même  temps  que  le  centre  se  déplace. 

4.  L'enveloppe  du  plan  ax -\-  ^ij  -\-  yz  =  l,  dont  les  paramètres  sont 
liés  par  les  relations  a-  -j-  ^-  +  y^  =  1  et 

l^  _  «2  ^   I2_l,2'r   p_c2  "' 

est  la  sm'face  des  07ides 

§  6.  Systèmes  de  droites  : 
Surfaces  réglées  ;  Gongruences. 

386.  Surfaces  réglées  développables  ou  gauches.  —  On  appelle 
réglée  une  surface  qui  est  le  lieu  des  positions  successives  d'une 
droite  mobile  nommée  génératrice.  Il  y  en  a  de  deux  espèces,  les 
surfaces  développables  et  les  surfaces  gauches.  Nous  commentons  par 
l'étude  des  développables.  Ce  nom  leur  vient  de  la  propriété  d'être 
applicables  sur  un  plan,  que  nous  examinerons  plus  loin  au  n°  389. 

Remarque  générale.  —  Nous  supposerons,  dans  toute  cette  théorie, 
que  les  fonctions  à  considérer  sont  uniformes,  continues  et  indéfini- 
ment dérivables.  La  plupart  des  théorèmes  tomberaient  en  défaut  dans 
l'hypothèse  de  la  non  dérivabilité. 

387.  Surfaces  développables.  —  On  appelle  développable  toute  sur- 
face qui  est  l'enveloppe  d'un  plan  mobile  à  un  paramètre.  Soit  le  plan 
mobile 

Xx  +  By  +  G;5  +  D  =  0, 

où  A,  B,  C  dépendent  d'un  paramètre  a.  Si  le  plan  se  déplaçait  paral- 
lèlement à  lui-même  ou  en  tournant  autour  d'une  droite  fixe,  il  n'y 
aurait  pas  de  surface  enveloppe.  Nous  excluons  donc  ces  deux  cas,  La 
caractéristique  du  plan  (no  381)  s'obtient  alors  en  joignant  à  la  précé- 
dente l'équation  dérivée  par  rapport  à  a, 

k'x  +  B'y  +  C'2  +  D'  =  0, 

et  ces  caractéristiques  sont  les  génératrices  rectilignes  de  la  surface. 

Théorème.  —  Le  plan  tangent  est  le  même  le  long  de  toute  droite  de 
la  développable. 
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En  effet,  le  plan  tangent  en  un  point  de  la  développable  est  le  plan 
Ax  -\-By  -{-  Gz  +  D  =  0  passant  par  ce  point  (no  381).  S'il  variait  le 
long  d'une  droite  de  la  surface,  comme  il  contient  cette  droite,  il  ne 
ferait  que  tourner  autour  d'elle  et  n'envelopperait  pas  une  surface. 

Théorème.  —  Toute  droite  de  la  surface  est  une  des  caractéristiques. 

En  effet,  si  une  droite  A  n'était  pas  une  caractéristique,  la  surface 
serait  le  lieu  des  caractéristiques  s'appuyant  sur  A.  Le  plan  tangent, 
ne  changeant  ni  le  long  d'une  caractéristique,  ni  le  long  de  A,  serait 
le  même  partout  et  la  développable  se  réduirait  à  ce  plan. 

Ainsi  une  développable  ne  peut  admettre  qu'un  seul  système  de 
génératrices  rectilignes  et  le  plan  tangent  est  le  même  le  long  d'une 
génératrice. 

Aréte  de  rebroussement.  —  En  général,  les  caractéristiques  restent 
tangentes  à  une  courbe,  appelée  aréte  de  rebroussement  de  la  déve- 
loppable (n"  384),  et  qui  se  définit  en  joignant  aux  deux  équations  de 
la  caractéristique  la  suivante  : 

k"x  ^-  E"y  -f  C"z  4-  D"  =  0, 

obtenue  par  une  nouvelle  dérivation,  ce  qui  fait  un  système  de  trois 
équations  linéaires  d'où  l'on  peut  tirer  x,  y,  z  en  lonction  de  a. 

Mais  il  y  a  deux  cas  d'exception  à  signaler  :  Si  l'arête  se  réduit  à 
un  point,  la  développable  est  un  cône,  et  c'est  un  cylindre  si  ce  point 
est  rejeté  à  l'infini. 

Théorème.  —  Réciproquement,  le  lieu  des  tangentes  à  une  courbe 
gauche  est  une  surface  développable,  à  savoir  l'enveloppe  du  plan  oscilla- 
teur de  cette  courbe. 

En  effet,  le  i)!an  osculateur,  variable  le  long  de  la  courbe,  ne 
dépend  que  d'un  seul  paramètre,  celui  du  point  de  contact.  Les  carac- 
téristiques (intersections  de  deux  plans  osculateurs  infiniment  voisins) 
sont  les  tangentes  à  la  courbe  (/.  I,  no  327),  donc  l'enveloppe  du  plan 
est  le  lieu  des  tangentes. 

Ainsi  les  développables  sont  des  surfaces  réglées  dont  les  généra- 
trices ont  une  courbe  enveloppe,  ou  bien  passent  par  un  point  fixe 
(cône)  ou  bien  ont  une  direction  fixe  (cylindre). 

Cette  courbe  enveloppe  est  Varête  de  rebroussement  de  la  surface. 
Si  elle  était  plane,  la  surface  dégénérerait  dans  un  plan. 
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Théorème.  —  La  condition  nécessaire  et  sulfisante  pour  que  la  droite 
mobile 

(1)  X  =  az-\-  p,        y  =bz  +  q, 

dont  les  coefficients  dépendejit  d'un  paramètre  «,  engendre  une  surface 
développable  {ou  un  plan),  est  que  l'on  ait 

(2)  a'q'  —  b'p'  =  0. 

En  effet,  pour  que  la  droite  (1)  soit  la  caractéristique  d'un  plan 
mobile,  il  faut  que  ses  équations  puissent  se  mettre  sous  la  forme 

(    Xx  +  By  4-  C--  +  D  =  0  ; 
i    X'xi-B'y  -\-  C'%-\-  D'-=  0; 

d'où,  en  éliminant  x  et  y  par  (1),  les  quatre  conditions  : 

{    Aa-\-Bb  +  C  =  0,  \    X'a  +  B'p  -f  G'  =  0, 

{    Aq-{-Bq  +  \}  =  Ù;  {    k'p  +  B'q  +  D'  -  0. 

D'ailleurs  on  peut  remplacer  les  deux  dernières  par  les  deux  sui- 
vantes, qui  s'en  déduisent  en  dérivant  les  deux  premières  : 

Xa'  +  Bb'  =  0, 
Ap'  +  B</'  =  0. 

Pour  que  ces  équations  soient  compatibles  et  permettent  de  déter- 
miner A,  B  et  ensuite  C,  D,  il  faut  et  il  suffit  que  a'q'  —  b'q'  -=  0, 

Si  cette  condition  a  lieu,  la  droite  (1)  engendre  une  surface  déve- 
loppable, à  moins  que  Xx  -{- By  -\-  Cz  -{-  D  =  0  ne  se  réduise  à  un 
plan  fixe,  auquel  cas  la  droite  se  meut  dans  ce  plan. 

388.  Equation  aux  dérivées  [artielles  des  développables.  —  Les  sur- 
faces développables  satisfont  à  une  équation  aux  dérivées  partielles 
qui  les  caractérise.  Considérons  l'ordonnée  z  comme  une  fonction  de 
X,  y  sur  la  surface  ;  et  posons,  en  abrégé, 

dz  dz  dH  dH  ,       d-z 

'         ox  ^       dy  dx-  ôx  dy  dp- 

Le  plan  tangent  est  le  même  tout  le  long  d'une  génératrice  ;  les 
coefficients  de  son  équation,  qui  est 

C  —  2  — p  (5  —  X)  -  q  {ri  —  y)  =  0, 
en  particulier  p  et  q,  ne  dépendent  que  du  seul  paramètre  qui  définit 
la  position  de  la  génératrice  de  contact.  Donc  /;  et  q  sont  aussi  fonc- 
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lions  l'un  de  l'autre  et  l'on  a,  par  le  théorème  général  sur  les  déter- 
minants fonctionnels  (n°  276), 

.  y^\   =-  rt  —  s-  =  0. 
d  [X,  y) 

Donc  Fordonnée  z  d'une  développable  satisfait  à  l'équation  aux  déri- 
vées pai'tielles  du  second  ordre  rt  —  s'~  =  0. 

Réciproquement,  rt  —  s-  =  0  est  l'équation  aux  dérivées  partielles 
d'une  développable.  En  effet,  elle  exprime  d'abord  que  p  et  q  sont 
fonctions  l'un  de  l'autre.  Mais  on  a  aussi 

d{p,z—px-qy)  _        r,  xr  +  î/s  j  _     ,  „         .  _  . 
dKV)  '"  s,xs  +  yt\~^^  '^~"- 

Donc  le  troisième  coefficient  [Z — jjx  —  qy)  de  l'équation  du  plan 
tangent  est  aussi  ibnclion  du  premier  p,  La  surface,  qui  est  l'enve- 
loppe de  ses  plans  tangents,  est  donc  l'enveloppe  d'une  famille  de 
plans  à  un  paramètre  :  c'est  une  surface  développable. 

389.  Surfaces  applicables  sur  uu  plan.  —  On  dit  que  deux  surfaces 
sont  applicables  l'une  sur  l'autre,  lorsque  l'on  peut  établir  entre 
leurs  points  une  correspondance  telle  que  les  arcs  correspondants 
aient  même  longueur  sur  les  deux  surfaces.  Nous  allons  montrer  que 
les  surfaces  développables  peuvent  être  caractérisées  par  la  propriété 
d'être  applicables  sur  un  plan. 

lo)  Une  surface  développable  est  applicable  sur  un  plan. 

Soient  x,  y,  z  les  coordonnées  d'un  point  0  de  l'arête  de  rebrousse- 
ment  de  la  surface,  exprimées  en  fonction  de  Tare  s  de  cette  courbe. 
Les  cosinus  directeurs  de  la  tangente  au  poiut  0  seront  x',  y',  z',  en 
désignant  par  des  accents  les  dérivées  par  rapport  à  s.  Les  coordon- 
nées ;,  r;,  Z,  d'un  point  M  de  cette  tangente  situé  à  la  distance 
(positive  ou  négative)  u  du  point  0,  seront 

i  =  ^  +  lix',       '^i  =  y  +  uy',       "Ç  =  z  -\-  uz'. 

Nous  avons  ainsi  exprimé  les  coordonnées  d'un  point  quelconque 
de  la  développable  en  fonction  des  deux  paramètres  u  et  s. 

Cherchons  l'expression  de  la  différentielle  (/^  de  l'arc  d'une  courbe 
tracée  sur  la  développable.  On  a 

do-  =  Sd^-  =  ^[{x'  -\-  ux")  ds  +  x'  du^-, 

Soient  R  le  favon  de  courbure  et  a,  u,  v  les  cosinus  directeurs  de 
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la  normale  principale  de  l'arête  au   point  0.  On  a  x"  =1  :  R,... 
2ic'2  =  1  et  I.x'1  =  0  ;  il  vient  donc 

da^  =  ("l  +  ^^  ds-  4-  2  du  d.'i  +  du'-  =  [du  +  dsy  +  f^J  ' 

Cette  expression  ne  dépend  que  de  la  relation  u  =  -f  (s)  qui  définit 
la  courbe  tracée  sur  la  surface  et  du  rayon  de  courbure  R  de  l'arête, 
nullement  de  la  torsion  de  celle-ci. 

Or  R  est  une  fonction  déterminée  f(s)  de  l'arc  ;  et  la  relation  R  =  f(s) 
est  aussi  Véquation  intrinsèque  (n°  25o)  d'une  courbe  plane  que  nous 
pouvons  construire.  Faisons  correspondre  au  point  0  de  l'arête  celui  0' 
de  cette  courbe  plane  qui  est  déterminé  par  la  même  valeur  de  s  ;  les 
rayons  de  courbure  correspondants  seront  les  mêmes.  Portons  main- 
tenant, sur  la  tangente  en  0'  à  la  courbe  plane,  une  longueur  O'M' 
égale  à  OM,  donc  égale  à  u  ;  nous  déterminerons  ainsi  dans  le  plan  de 
cette  courbe  un  point  M'  correspondant  au  point  M  de  la  développable. 
Ce  mode  de  correspondance  entre  les  points  de  la  développable  et 
ceux  du  plan  conserve  la  longueur  des  arcs,  car  les  différentielles  da 
des  arcs  de  deux  courbes  correspondantes,  donc  définies  toutes  deux 
par  la  même  relation  u  =  <p(s),  ont  même  expression  pour  les  deux 
courbes. 

La  démonstration  précédente  tombe  en  défaut  pour  le  cône  et  le 
cylindre,  mais  le  théorème  subsiste  comme  le  lecteur  peut  le  vérifier 
facilement  lui-même. 

2°)  Béciproquement,  une  surface  api)licable  sur  un  plan  est  dévelop' 
pable. 

Soient  a,  p  les  coordonnées  des  points  du  plan  sur  lequel  on 
applique  la  surface.  Nous  pouvons  considérer  les  coordonnées  x,  y,  z 
des  points  de  la  surface  comme  des  fonctions  de  celles  a,  [5  des  points 
correspondants  du  plan.  Les  longueurs  étant  conservées,  aux  droites 
qui  sont  les  lignes  les  plus  courtes  du  plan,  doivent  correspondre  les 
lignes  géodésiques  de  la  suriace.  Faisons  varier  a,  p  sur  une  droite  (D) 
de  direction  arbitraire,  nous  pourrons  prendre  dce.  et  (/|3  tous  deux 
constants  ;  alors  ds  =  \dx^  +  dp",  qui,  aussi  la  différentielle  de  l'arc 
de  la  géodésique  (g)  cori'espondante,  est  constant  également.  Les 
cosinus  directeurs  de  la  normale  principale  de  (g)  sont  [ds  étant  con- 
stant) proportionnels  à  d^x,  d"y  et  d"z.  Mais,  d'autre  part,  puisque 
c'est  une  géodésique,  ils  sont  aussi  proportionnels  aux  coefficients 
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directeurs  p,  ç  et  —  1  de  la  normale  à  la  surface  (11°  323).  On  a  donc, 
pour  ih.  et  dp  constants,  les  identités  en  a,  p,  rfa  et  rf(3  : 
d^x  -\-pdH  =  0,  dHj  +  q  dH-  ^  0. 

Remplaçons  dans  ces  deux  équations  d"x,  d-y  et  d'-z  par  leurs 
expressions  développées  en  da  et  di3  ;  les  coefficients  de  da-,  rfa  dp  et 
d^-  seront  nuls  séparément.  On  aura,  en  particulier, 

d'X  à"z  _  d"x  d'Z    _ 

puis,  en  multipliant  respectivement  par  Ja,  d^  et  ajoutant. 


Il  suit  de  ces  deux  identités  que  P^^(^j—)  etçrf(--K — ]  sont 


des 


dz 

différentielles  exactes,  donc  que  p  et  q  sont  fonctions  de  ^r— ,  donc 

d'un  même  paramètre  (^).  Ainsi,  p  et  q  étant  fonctions  l'un  de  l'autre, 
la  surface  est  développable,  comme  on  l'a  vu  au  n"  précédent. 

390.  Surfaces  réglées  en  général  et  propriétés  des  surfaces  gauches 
en  particulier.  —  Toute  surface  réglée  peut  être  considérée  comme 
engendrée  par  une  génératrice  G  qui  s'appuie  constamment  sur  une 
courbe  directrice  T.  Soient  x,  «/,  z  les  coordonnées  d'un  point  de  la 
directrice  r  exprimées  en  fonction  d'une  variable  indépendante  t  ;  a, 
b,  c  les  cosinus  directeurs  (fonctions  de  t)  de  la  génératrice  G  qui  passe 
par  ce  point  /  ;  m  la  distance  (positive  ou  négative)  d'un  point  M  de  G 
au  point  x,  y,  z.  Les  cordonnées  ç,  r^,  'Ç  du  point  M  de  la  génératrice  G 
seront  données  par  les  formules 

(G)        ^-^x\-au,  ri  =  y  +  bu,  ^  =  z-\-cu. 

Celles  il,  T,!,  (^1  d'un  point  Mj  de  la  génératrice  Gi  infiniment  voi- 
sine, menée  par  le  point  {t  +  M)  de  la  directrice,  seront,  de  même, 

(G,)    ?i  =  .Ti +  «iifj,        'rii=^yi  +  b,u„        ^i=-i  +  <'iM,, 
oii  l'on  a 

x^^x-\-^x,  a,==a  +  ùa,  yi=y  ^  ^y,... 

Cherchons  la  plus  courte  distance  de  la  génératrice  G  à  la  généra- 
trice infiniment  voisine  Gi.  Le  carré  de  la  distance  8  de  deux  points 

(i)  En  effet,  si  p  d  F  est  une  différentielle  exacte,  comme  elle  s'annule  avec  dF, 
c'est  la  diflérentielle  d'une  fonction  de  F  seul,  donc  aussi  p  qui  est  la  dérivée  de 
cette  fonction. 


SURFACES  RÉGLÉES  GAUCHES.  425 

M  (i,  -fi,  0  et  Ml  (il,  -^1,  Q  de  ces  deux  génératrices  a  pour  expression 

(4)  B^  =  (^1  -  ^y-  +  {-n,  -  r{)'  +  (J;i  -  Q^  =  E  (^1  -  i)^ 
Pour  obtenir  son  nniniinum,  il  faut  annuler  ses  deux  dérivées  par 

rapport  à  u  et  îi^,  ce  qui  donne,  eu  égard  aux  valeurs  de  l,  ii,... 

S(ii-i)a  =  0,  S(ii-i)«i=0. 

Mais  comme  «i  =  a  +  Aa,,..  ce  système  peut  être  remplacé  par  le 
suivant  : 

(5)  ^^a,-^)a  =  0,         i:(i.-i)Aa^O. 
Faisons  dans  ces  deux  équations  les  substitutions 

^1  —  $  =  Aa;  +  ttiUi  —au  =  Aa;  +  <^iUi  —  u)  +  u^  Aa,... 
La  première  équation  montrera  que  Wi  tend  vers  u  quand  A/  tend 
vers  0,  et  la  seconde  deviendra 

:::  ^a  ^x  +  m,2:  aa^  +  [u,  —  u)  l:a^a  =  o. 

Divisons  par  A^-  et  passons  à  la  limite  ;  en  désignant  par  des  accents 
les  dérivées  par  rapport  à  t  et  en  remplaçant  «i  par  sa  limite  u,  il 
vient  simplement 

Xa'a;'  +  u  Sa'^  =  0, 

car  le  rapport  SaAa  :  M^  reste  fini  (2aa'  étant  nul,  car  I.a"  =  1).  De 
là,  la  valeur  de  u  : 


(6) 


Sa' 


Cette  valeur  (positive  ou  négative]  de  u  détermine  sur  la  généra- 
trice G  un  point  0,  qui  est  le  pied  de  la  perpendiculaire  commune 
avec  la  génératrice  infiniment  voisine,  et  qu'on  appelle  \e point  central. 
Le  lieu  de  ce  point  quand  la  génératrice  varie,  est  une  courbe  de  la 
surface  appelée  ligne  de  striction.  Dans  le  cas  particulier  où  la  surface 
est  développable,  le  point  central  est  un  point-caractéristique  et  la 
ligne  de  striction,  Varéte  de  rebroussement  de  la  développable. 

L'équation  (6)  montre  quelle  est  la  condition  pour  que  la  directrice  T 
soit  la  ligne  de  striction  (ou  l'arête  de  rebroussement)  ;  il  faut  et  il  suf- 
fit que  l'on  ait  u  =  0,  donc 

il  a'x'  =  a'x  +  b'y'  +  c'z'  =  0. 

Déterminons  maintenant  les  cosinus  directeurs  X,  [Jt,  v  de  la  plus 
courte  distance  o.  A  cette  effet,  remplaçons  dans  les  équations  (5) 


426  CHAPITRE  IX.  —  APPLICATIONS  GÉOMÉTRIQUES. 

il  —  5,...  par  les  quantités  proportionnelles  X...;  elles  deviennent 
SAa  =  0,  IX^a  =  0.  On  en  tire,  par  les  propriétés  des  fractions 
égales,  en  désignant  par  cp  l'angle  des  deux  génératrices  infiniment 
voisines  G  et  G^, 

^  '^      b  àc  —  c  \b       c  àa  —  a  Af      a  ^b  —  b  ù^a  sin  <p 

car  on  sait,  par  la  géométrie  analytique,  que 

S X-  =  1        et        ^{b^c—c  \bY  =:  sin^  cp. 

Enfin,  I^Xfl  et  SXflj  étant  nuls,  la  plus  courte  distance  8  elle-même 
sera 

S  =  El{^,  —  ^)  =  SX  (Aa;  +  «iMi  —  «m)  -  SX  Aa;  ; 
ou,  en  remplaçant  X,  [j.,  v  par  leurs  valeurs  (7), 

8  =  ±  -J—  S  Aa;  (&  Ac  —  ^  Aft)  ^ 


a 

Aa 

^x 

/» 

^b 

Al/ 

c 

^c 

Ax 

sin  <p  sni  (f) 


Comme  on  dispose  du  signe  de  cp,  on  peut  le  déterminer  en  prenant 
le  signe  +  dans  l'équation  précédente.  Nous  écrirons,  en  abrégé, 
osin  cf>  =  [a,  Aa,  Aa;]  ;  et,  en  développant  jusqu'aux  termes  du  troisième 
ordre,  nous  aurons 

i  1 

0  sin  <o  =^  [a,  da,  dx]  +  -^  [a,  d^a,  dœ]  +  -^  [a,  da,  d^x]  +  ... 

1 

=  [a,  da,  dx]  +  -^  (i[a,  rfa,  dx]  -\-  ... 


Le  facteur  sin  «p,  qui  a  pour  valeur  principale  \/^{bdc  —  cdby  ou 


Sjda^  4-  dô^  _|_  fi(.2^  gst  (j^,  premier  ordre,  de  sorte  que,  en  général, 
S  est  du  premier  ordre  en  dt.  Si  o  est  d'ordre  plus  élevé,  le  point 
central  est  un  point-cai^actéristique  et  la  surface  est  développable.  Donc 
la  condition  pour  que  la  surface  soit  développable  est  que  l'on  ait 
[a,  da,  dx\  =  0.  Mais  alors  la  différentielle  de  ce  déterminant  s'annule 
aussi,  de  sorte  que  S  est  du  troisième  ordre.  Donc,  dajis  une  sur- 
face développable,  la  distance  de  deux  génératrices  infiniment  voisines 
est  du  troisième  ordre. 

Supposons  maintenant  la  surface  gauche.  Divisons  la  dernière  équa- 
tion par  sin^cp  et  passons  à  la  limite  ;  il  vient 

(8^       li        8     ^       [g,  da,  dx]       ^       [a,  a',  x']       ^       . 
^  ^  sin  <p       da^  +  db^  +  dc^       a'^  +  b"'  +  c'^ 
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k  désignant  une  quantité  de  signe  déterminé,  variable  d'une  généra- 
trice à  l'autre,  nommée  paramètre  de  distribution. 

Ce  paramètre  joue,  dans  la  théorie  du  plan  langent  aux  surfaces 
gauches,  un  rôle  important,  que  nous  allons  mettre  en  lumière  en 
faisant  varier  le  point  de  contact  le  long  d'une  génératrice  G  et  en 
cherchant  la  loi  de  la  rotation  du  plan  tangent  autour  de  cette  géné- 
ratrice. 

A  cet  effet,  prenons  cette  génératrice  G  pour  axe  des  z,  puis,  pour 
axe  des  «/,  la  normale  à  la  surface  au  point  central  et  supposons  que 
la  ligne  de  striction  ait  été  prise  comme  directrice  (F).  Nous  aurons 
rt  -=  0,  è  =  0,  c  =-  1,  d'où  c'  =-  0  (c  étant  maximum),  ensuite  ?/'  =  0 
(l'axe  des  y  étant  normal  à  F),  enfin  a'  =  0  (car  Sa'a;'  =  0  se  réduit 
à  a'x'  =  0  et  que  x'  n'est  pas  constamment  nul,  auquel  cas  T  et  G 
seraient  tangents  et  la  surface  serait  développable). 

Ceci  posé,  les  cosinus  directeurs  X,  Y,  Z  (Z  =  0)  de  la  normale  à  la 
surface  en  un  point  ç  =  0,  t)  =  0,  (^  =  i<  de  la  génératrice  G  sont 
déterminés  par  la  condition 

X  d^  +  Y  dr,  +  ZdC  -  X  di  +  Y  rfri  =  0, 

qui  doit  avoir  lieu  pour  tout  déplacement  sur  la  surface  : 

d\  =  {x'  +  a'u)  dt  +  adu  =  x'dt, 
dr^  =  [y'  -\-  b'u)  dt  +  bdu  =--  b'udt, 

d'où  la  condition  ^ 

\x'  ^Xbhi^Q). 

Soit  0)  l'angle  du  plan  tangent  au  point  ii  de  la  génératrice  G 
avec  le  plan  tangent  au  point  central  qui  s'appelle  le  plan  central. 

On  a  X  =  ±  sin  cp,  Y  =  d=  cos  ^,  d'où 

X        b'u        u 

car  la  valeur  (8)  du  paramètre  de  distribution  se  réduit  à  x^  :  b'  quand 
a  =  />  =  a'  =  0  et  c  ==  1.  De  là,  le  théorème  de  Chasles  :  La  tangente 
de  l'inclinaison  du  plan  tangent  sur  le  plan  central  varie,  sur  chaque 
génératrice,  proportionnellement  à  la  distance  du  point  de  contact  au 
point  central.  Quand  le  point  de  contact  se  déplace,  le  plan  tangent 
tourne  autour  de  la  génératrice  dans  un  sens  ou  dans  l'autre  suivant 
le  signe  du  paramètre  de  distribution  k. 
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391.  Congruences  de  droites.  —  Considérons  une  congruence  de 
droites 

(9)  X  =  az  -\-p,        y  =-  hz  -\-  q, 

les  coefficients  dépendant  de  deux  paramètres  a,  |3  et  rappelons-nous 
1rs  résultats  généraux  du  n»  38o.  Toutes  les  droites  D  de  la  con- 
gruence sont  tangentes  à  une  même  surface  S  appelée  surface  focale. 
Les  points  où  la  droite  D  touche  S  sont  ses  points  focaux.  Pour  trou- 
ver ces  points,  on  considère  la  droite  D  comme  faisant  partie  d'une 
famille  à  un  paramètre,  au  moyen  d'une  relation  ^  =  (f{a.)  compatible 
avec  les  paramètres  de  D  et  telle  qu'il  y  ait  des  points-caractéristiques 
sur  D,  et  ces  points-caractéristiques  sont  les  points  focaux. 

Ainsi,  pour  les  obtenir,  nous  combinons  les  équations  (9)  avec  leurs 
dérivées  totales  par  rapport  à  a  : 

(10)  0=a'z-{-p',        0  =  b'z-{-q\ 

et  nous  choisissons  (p(a)  de  manière  que  ces  équations  soient  compa- 
tibles, c'est-à-dire  par  la  condition 

(11)  a'q'  —  by  =  0. 
où  l'on  a 

^,  _  da         da  dq     ,    dq     , 

de  sorte  que  la  condition  (11)  prend  la  forme 

(12)  p^3'2  +  Q{3'-f  R  =  0, 

où  P,  Q,  R  sont  des  fonctions  connues  de  a,  ,3.  Cette  équation  du  second 
degré  a,  en  général,  deux  racines,  que  nous  supposerons  réelles  : 

(13)  P'=<p,(a,[3),         .3'  =  cp3(a,P). 

Portant  ces  valeurs  de  ^'  dans  les  équations  (10),  nous  obtenons 
deux  valeurs  correspondantes  pour  z.  11  y  a  donc,  sur  chaque  généra- 
trice de  la  congruence,  deux  points  focaux  Fj  et  Fj  et  la  surface 
focale  S  se  compose  de  deux  nappes  Si  et  S2,  dont  chacune  est  touchée 
en  un  point  par  chaque  génératrice  de  la  congruence. 

Les  calculs  que  nous  venons  de  faire  résolvent  la  question  de  faire 
passer,  par  une  droite  D  de  la  congruence,  une  surface  développable 
dont  les  génératrices  appartiennent  à  la  congruence.  Il  faut,  en  effet, 
pour  cela,  poser  une  relation  [3  =  cp(a),  vérifiée  par  les  coordonnées 
de  D  et  telle  qu'on  ait  la  relation  (11),  donc  aussi  les  relations  (12)  et 
13).   Les  équations  différentielles  (13)  déterminent  complètement 
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deux  relations  ^  =  cp(a)  satisfaisant  aux  conditions  du  problème.  De 
là,  la  conclusion  suivante  : 

7/  existe  deux  surfaces  développables  A,  et  A.,  passant  par  une  généra- 
trice arbitraire  et  formées  de  droites  de  la  congruence. 

Les  points  focaux  Fi  et  F^  de  la  génératrice  D  sont  ceux  où  celte 
génératrice  touche  respectivement  les  arêtes  de  rebroussement  AjCtAj 
des  deux  développables  A,  et  Ao.  Ces  arêtes  sont  donc  situées  res- 
pectivement sur  les  nappes  Si  et  So  de  la  surface  focale,  qui  est  leur 
lieu  géométrique. 

Considérons,  en  particulier,  la  développable  Aj  engendrée  par  une 
suite  de  génératrices  D,  D',  D",...  (fig.  6).  Les 
points  focaux  successifs  Fj,  ¥[,  F",...  dessinent 
sur  S,  l'arête  de  rebroussement  A,  ;  les  points 
focaux  Fo,  F2,  Fi',...  dessinent  sur  S,  une  autre 
courbe  de  A^ qui  n'estpas  tangente  à  la  droite  D. 
Donc  D  et  la  tangente  à  cette  courbe  déterminent 
le  plan  tangent  à  la  développable  au  point  Fg 
(donc  le  long  de  D)  et  aussi  le  plan  tangent  à  So 
au  même  point  Fj.  Donc  ces  deux  plans  tangents  coïncident,  et  l'on 
a  le  théorème  suivant  : 

Les  plans  tangents  à  la  surface  focale  aux  points  focaux,  ou  les  plans 
FOCAUX,  sont  les  plans  tangents  aux  deux  développables  qui  passent  par 
chaque  génératrice. 

De  là  cette  autre  conclusion  : 

Chacune  des  deux  développables  qui  passent  par  une  génératrice  D 
de  la  congruence  a  son  arête  de  rebroussement  sur  une  des  nappes  de 
la  surface  focale  et  est  circonscrite  à  l'autre  nappe. 

Un  plan  focal  est  donc,  en  même  temps,  plan  tangent  à  l'une  des 
nappes  et  plan  osculateur  de  l'arête  de  rebroussement  tracée  sur 
l'autre.  Donc,  si  les  deux  plans  focaux  sont  rectangulaires,  le  plan 
osculateur  de  l'arête  est  normal  à  la  surface  focale.  Si  cette  condition 
se  réalise  pour  toutes  les  droites  de  la  congruence,  les  arêtes  de 
rebroussement  des  développables  passant  par  les  diverses  généra- 
trices seront  des  lignes  géodésiques  de  la  surface  focale.  Comme  on  le 
verra  au  n°  suivant,  cette  condition  se  réalise  dans  les  congruences 
de  normales  à  une  surface. 

Remarque.  —  Ces  conclusions  générales  supposent  que  les  points 
focaux  F,  et  Fj  ne  soient  pas  confondus  et  que  chacun  d'eux  décrive 
une  surface,  ce  qui  est  évidemment  le  cas  général. 
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39ÎÎ.  Congruences  de  normales  à  une  surface.  —  Demandons-nous  si 
les  droites  d'une  congruence  ari)itraire, 

(14)  x=aZ'^]),        y^bz-^q, 

restent  normales  à  une  même  surface,  les  coefficients  a,  p,  b,  q  étant 
donc  fonctions  de  deux  paramètres  a  et  p. 

S'il  en  est  ainsi,  les  coordonnées  x,  y,  z  des  points  de  la  surface 
seront  des  fonctions  de  a  et  de  ^  assujetties  à  vérifier  les  équations 
précédentes.  iMais,  de  plus,  tout  déplacement  dx,  dy,  dz  sur  la  surface 
devant  être  normal  à  la  droite  (14),  on  aura  la  condition  [x,  y,  z  étant 
fonctions  de  a,  (3) 

a  dx  -^  b  dy  -\-  dz  ^  0  ; 
ou,  en  remplaçant  dx  et  dy  par  leurs  valeurs  tirées  de  (14), 
{a-  -}-  b-'  +  l)dz  +  z  {a  da  +  b  db)  +  a  dp  +  b  dq  =  0, 


ce  qui,  après  division  par  \'\  +  a-  -f  b^ ,  peut  s'écrire  plus  simple- 
ment 

j /      ij—, — o   I    .,n         adp  -{-  b  dq 

C'est  un  équation  aux  différentielles  totales  entre  z,  a  et  ,3,  qui  doit 
servir  à  déterminer  z.  Mais,  pour  que  cette  détermination  soit  possi- 
ble, il  est  nécessaire  et  suffisant  que 

a  dp  +  b  dq 

VI  +  a-  +  b^ 
soit  une  différentielle  totale  exacte.  Cette  condition  entraîne  une  i-ela- 
tion  entre  les  quatre  fonctions  a,  b,  qei  q  de  a,  [i.  Donc  //  n'exhtc  pas, 
en  général,  de  surface  normale  aux  droites  d'une  congruence  donnée. 

La  condition  que  nous  venons  de  trouver  est  susceptible  d'une 
intei'prétation  géométrique  très  remarquable.  Prenons  comme  varia- 
bles indépendantes  les  coordonnées;;  et  q  du  pied  de  la  droite  D  sur 
le  plan  xy  (').  La  condition  d'intégrabilité  deviendra 

d    f a A         d    f  ^  \ 


d    f a_ \         d    f 


àq  Wl  +  a'  +  />'  y       dp  \\j\  +  a^  +  è^ 


(1)  Ceci  est  permis.  En  effet,  si  ;>  et  q  étaient  liés  par  une  relation,  le  plan  xy 
couperait  la  congruence  suivant  une  courbe  et,  pour  éviter  ce  cas,  on  changerait 
d'axes  coordonnés.  Il  est  d'ailleurs  impossible  que  la  congruence  soit  coupée 
suivant  une  courbe  par  un  plan  quelconque,  sinon  elle  se  réduirait  à  une  surface. 
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D'autre  part,  l'équation  (11)  deviendra 

da      ,„   ,    f  àa         db  \    ,       dh        . 

et  les  deux  racines  q[  et  q'^  de  cette  équation  seront  les  coefficients 
angulaires  dans  le  plan  xy  des  courbes  d'intersection  par  ce  plan  des 
deux  développables  passant  par  D.  Les  deux  plans  tangents  à  ces 
développables  le  long  de  D,  devant  contenir  D  et  l'une  de  ces  tan- 
gentes respectivement,  auront  pour  équations 

q[  {x  —  az  —  p)=(y  —  bz  -  q),         q[  {x  —  az  —  p)  =  {y—bz  —  q). 

La  condition  de  perpendicularité  de  ces  deux  plans  est 

l+b'-abiq[-}-q'^)^q[q^{\  +  a^)  =  0, 

ou  bien,  en  remplaçant  les  racines  ç'  par  leurs  valeurs, 

_(1  +  ft-)  +  „j  ^_  ____j  ___  (1  +  „-)  =  0, 

ce  qui  coïncide  avec  la  condition  (15)  d'intégrabilité.  On  a  donc  le 
théorème  suivant  : 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  vour  quhine  congruence  de 
droites  soit  une  congruence  de  normales,  est  que  les  deux  plans  focaux 
d'une  génératrice  quelconque  soient  rectangulaires, 

§  7.  Application  aux  courbes  gauches. 
Surface  polaire.  Développées. 

393.  Enveloppes  des  plans  dutrièdre  principal.  —  Si  l'on  considère 
un  point  M  sur  une  courbe  gauche  et  le  trièdre  principal  correspon- 
dant, ce  trièdre  varie  avec  le  point  M  et  chacun  des  trois  plans  du 
trièdre  enveloppe  une  surface  développable. 

Les  trois  plans  du  trièdre  sont  le  plan  osculateur  perpendiculaire  à 
la  binormale,  le  plan  normal  perpendiculaire  à  la  tangente,  enfin  le 
plan  perpendiculaire  à  la  normale  principale  que  l'on  appelle  plan  rec- 
tifiant. 

Le  plan  osculateur  a  pour  caractéristique  la  tangente  et  pour  enve- 
loppe, la  développable  des  tangentes. 

Le  plan  normal,  sur  lequel  nous  allons  revenir,  a  pour  enveloppe 
la  développable  polaire. 

Quant  au  pla7i  rectifiant,  il  enveloppe  une  surface  à  laquelle  on 
donne  le  nom  de  développable  rectifiante.  La  courbe  considérée  se 
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trouve  sur  cette  surface,  csr  le  plan  rectifiant  contient  la  tangente, 
par  conséquent,  son  enveloppe  contient  l'enveloppe  de  la  tangente, 
c'est-à-dire  la  courbe  elle-même.  On  voit,  en  même  temps,  que  la 
caractéristique  du  plan  rectifiant  passe  par  le  point  M,  qui  est  le  point 
caractéristique  sur  la  tangente.  La  normale  principale  à  la  courbe  est 
perpendiculaire  au  plan  tangent  à  la  développable  qui  est  le  plan  rec- 
tifiant, donc  la  courbe  est  une  géodésique  de  la  développable  et  elle 
se  transforme  en  droite  quand  on  étend  celle-ci  sur  un  plan. 

394.  Surface  polaire.  —  Etant  donnée  une  courbe  gauche  : 

la  surface  ou  développable  polaire  est  l'enveloppe  des  plans  normaux. 
Pour  obtenir  les  équations  d'une  caractéristique,  il  faut  combiner 
l'équation  du  plan  normal  et  sa  dérivée  par  rapport  à  t.  Cette  droite, 
dont  les  équations  sont  donc 

(i  - X) ^'  +  (Ti  -y)y'  +  (Ç-z)z'  ^0, 
[l  -  x)  X"  +  (t.  -  p  y"  -hÇ:-z)  z"  =  X'-'  +  y'-'  +  z'^ 
s'appelle  droite  polaire  ou  axe  du  plan  oscillateur  ou  encore  axe  de 
courbure.  Elle  est  perpendiculaire  au  plan  osculateur,  car  ses  coeffi- 
cients de  direction  y'z"  —  z'y"  =  A,...  sont  les  mêmes  que  ceux  de 
la  normale  à  ce  plan.  En  joignant  aux  équations  de  l'axe  de  courbure 
celle  du  plan  osculateur,  A(^  —  x)  +  —  =  0,  on  obtient  les  trois 
équations  qui  déterminent  les  coordonnées  du  centre  de  courbure 
{t.  I,  n°  328) .  Donc  :  Le  centre  de  courbure  est  le  point  de  percée  du  plan 
osculateur  par  Vaxe  de  courbure. 

Les  équations  de  l'arête  de  rebroussement  de  la  surface  polaire 
s'obtiennent  en  ajoutant  aux  deux  équations  d'une  caractéristique  la 
suivante,  obtenue  en  dérivant  une  fois  de  plus  : 

(?  -  X)  X'"  +  U  -  y)  y'"  +  (^  -  z)  z'"  =  3  [x'x"  +  y'y"  4-  z'z"). 

395.  Sphère  osculatrice.  —  L'équation  d'une  sphère  (de  centre 
$,  •/!,  "Q  et  de  rayon  R  arbitraires)  renferme  quatre  paramètres,  qui  per- 
mettent d'obtenir  avec  la  courbe,  en  un  point  donné  t,  un  contact  du 
troisième  ordre.  Les  éléments  i,  rj,  J^  et  R  de  la  sphère  osculatrice 
seront  déterminés  par  les  quatre  équations  : 

•m  =  {X - ^.y-  -h  (y- r^r  +  (^- - Kf  - R^  =  0, 
^,yit)  ={x-l)  X'  +  (i/  -  T,)  y'  +  (z.  -  Z)  z'  =  0. 
f'(0-=f"(0=-O. 
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Les  trois  équations  <j^'  =  i>"  =  «l'"'  -=  0,  qui  déterminent  ;,  t),  JJ,  sont 
les  mêmes  que  celles  qui  déterminent  les  coordonnées  du  point  où  la 
droite  polaire  touche  son  arête  de  rebroussement  et  que  nous  avons 
écrites  au  no  précédent.  Nous  obtenons  donc  le  théorème  suivant  : 

V arête  de  rebroussement  de  la  surface  polaire  est  le  lieu  géométrique 
du  centre  de  la  sphère  osculatrice. 

396.  Développées  des  courbes  gauches.  —  On  appelle  développée 
d'une  courbe  donnée  toute  courbe  qui  est  une  enveloppe  de  normales, 
ou  toute  courbe  dont  It-s  tangentes  viennent  rencontrer  normalement 
la  courbe  donnée. 

Soient  t  le  paramètre  et  x,  y,  z  les  coordonnées  d'un  point  M  de  la 
courbe  gauche  ;  ^,  10,  C  celles  du  point  N  correspondant  de  la  déve- 
loppée ;  p  la  longueur  MN  de  la  normale  ;  a  l'arc  de  la  développée 
compté  positivement  dans  le  sens  MN.  Les  équations  du  problème  sont 

(1)  d^    _    dn    _    d^     ^   ^^    , 
^  ^                      ^  —  x~ri  —  y:,—z~p 

(2)  (5  —  X)  dx  i-(ri  —  y)dy-{-{K—  z)  dz  =  0. 

Il  y  a  donc  trois  relations  distinctes  pour  déterminer  $,  iq,  C  en  fonc- 
tion de  t.  Commençons  par  établir  quelques  propriétés  de  la  déve- 
loppée. Différentions  l'équation 

{^-xf  +  {ri-yY  +  i^-zy  =  p' 
en  ayant  égard  à  (2)  ;  il  vient 

($  —  X)  d$  +  (ri  —  y)  dT)  +  (ç  —  z)  d^  =  pdp 
et,  en  remplaçant  d$,...  par  leurs  valeurs  (1), 

[($  —  a;)"  -h  h  —  yy  +  (^  —  zf]  — ^  =  p  dp,    d'où    da  =  dp. 

P 
Donc  la  longueur  d'un  arc  de  la  développée  est  égale  à  la  différence 
de  longueur  des  normales  à  la  courbe  tangentes  à  ses  extrémités. 

Différentions  l'équation  (2)  en  tenant  compte  de  la  relation 
I^d^dx  =  0  qui  résulte  immédiatement  de  (1)  et  (2)  ;  il  vient 

(3)  ($  —  x)  d"x  +  (ri  —  y)  d-y  +  {^  —  z)  d'^z  ==  ds-. 

Mais  les  équations  (2)  et  (3)  sont  celles  de  l'axe  de  courbure  du 
point  M.  Le  point  N  où  la  normale  MN  touche  la  développée  est  sur 
cet  axe;  donc  lotîtes  les  développées  d'une  courbe  sont  tracées  sur  sa 
surface  polaire. 
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Passons  maintenant  à  la  détermination  analytique  des  développées. 

Soit  Z  le  centre  de  courbure  au  point  M  ;  menons  le  rayon  de 
courbure  R  =  MZ  et  l'axe  de  courbure  ZN  (fig.  7).  Le  segment  ZN 
sera  considéré  comme  positif  dans  le  sens  de  la  binor- 
male  de  direction  (X,  Y,  Z)  et  comme  négatif  en  sens 
contraire.  Désignons  enfin  par  6  l'angle  de  la  normale 
M.\  avec  la  normale  principale  MZ,  angle  compris  entre 
:ir  OOoet  de  même  signe  queZN  en  sorte  que  ZN  =-  R  tgO. 
l'our  obtenir  les  coordonnées  k,  -n,  C  du  point  N, 
écrivons  que  les  projections  de  MN  sur  les  axes  sont 


Fig.  7. 

égales  à  celles  du  contour  MZN  ;  nous  trouvons 
(   ^-x^^(k  f  XtgG), 
(4)     K-i/  =  R([^-f  YlgG), 
'    C  -  ^  =  R  (v  +  Z  tg  6). 
En  remplaçant  dans  ces  équations  (4)  x,  y,  z  et  les  second  membres 
en  fonction  de  t,  on  obtient  une  représentation  paramétrique  de  la 
développée.  Mais,  pour  cela,  il  faut  encore  connaître  la  valeur  de  9  en 
fonction  de  t. 
A  cet  effet,  dilïerentions  les  équations  (4)  ;  il  vient 

d$  =  dx  +  l  clR  4-  R  (i>^  +  ^X  (R  tg  Gj  +  X  rf  (R  tg  G) 

et  des  valeurs  analogues  pour  d^i,  dC,  Multiplions-les  respectivement 
par  X,  Y,  Z  et  ajoutons  ;  de  même,  par  "k,  [x,  v  et  ajoutons.  Comme 
on  a  ÏX"  =  ^K^  =  1,  ensuite 

S X iix  ==  iXrfa-  -:  yixdx  -  i: X (/X  =  i:).x  =  0 

,M  (|.;n-  1,  s  r„iini.|cs  dX  =  a</.s  :  T,...  du  t.  I,  ii»  3:37) 
ï),    X  -   -   i:X//A=-^, 


^m  +  -4piRtgG). 


D'aiilie  paii,  |i;ii-  ;1)  el  (4),  il  vient  aiisbi 


SX(/ç 


d< 


^\{^  —  x) 


^id^  ^-^^y:i{k-x)  - 
p 


Rdc 

P 
Rrf( 


tgG, 


Conij)araiit,  nous  ol>t(  nous  les  deux  équations 


Rrfs 


-  -^^  +  (/  (R  tg  G) 


R(/a 


^j^tgG  frfR 

1  P 
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Soustrayons  de  la  première  la  seconde  multipliée  par  tg  8  ;  il  reste 

-^(l  +  tg^Q)-f-Rrftg^  =  0,     d'où     (/8  =  -^. 
En  définitive,  0  est  déterminé  par  une  quadrature 


(5)  e  ^  Oo  +  f - 


t  étant  la  variable  d'intégration,  l.a  valeur  initiale  Go  reste  arbitraire. 
Si  l'on  porte  la  valeur  (5)  dans  (4).  on  obtient  les  équations  d'une 
infinité  de  développées,  différant  par  la  valeur  initiale  8o. 

La  formule  (5)  conduit  à  une  conséquence  importante.  Si  l'on  con- 
sidère deux  développées  différentes  (8)  et  (8')  engendrées  par  les  deux 
normales  MN  et  MN',  on  tire  de  (5) 


Donc,  si  deux  normales  MN  et  MN'  engendrent  des  développées,  elles 
font  entre  elles  un  angle  constant. 

Béciproquement,  si  la  normale  MN  a  une  enveloppe,  la  normale  MN' 
en  a  une  aussi,  pourvu  qu'elle  fasse  un  angle  constant  avec  MN. 

Remarque.  —  Si  la  courbe  est  plane,  la  torsion  1  :  T  est  nulle  et  8 
se  réduit  à  8o.  Si  l'on  prend  le  plan  de  la  courbe  comme  plan  xy,  on 
a  2  -^  V  =  X  =  Y  =  0  et  Z  -=  1  ;  les  formules  (4)  deviennent 

'^^x+Rl,         ri  =«  j/  4-  RjjL,         j;  =^  R  tg  8o. 

Or  $,  ï)  sont  les  coordonnées  du  centre  de  courbure.  Par  consé- 
quent, les  développées  se  trouvent  sur  un  cylindre,  ce  sont  les  courbes 
qu'on  obtient  en  prenant,  sur  cliaque  normale  au  plan  de  la  courbe 
élevée  au  centre  de  courbure,  une  longueur  proportionnelle  au  rayon 
de  courbure  correspondant. 

La  développée  ordinaire  s'obtient  en  faisant  8o  =  0  et  elle  est  l'en- 
veloppe des  normales  principales.  Mais  on  observe  que  les  courbes 
planes  sont  les  seules  dont  les  normales  principales  aient  une  enve- 
loppe, car  la  formule  (5)  montre  que  8  ne  peut  être  constant  que  si  la 
torsion  est  nulle. 

Bemarque.  —  Les  normales  à  une  courbe  gauclie  (C)  forment  une 
congruence  de  droites  (n»  391).  Les  deux  points  focaux  sur  une  nor- 
male sont  le  point  M  de  la  courbe  et  le  point  de  contact  avec  la  sur- 
face polaire.  Celle-ci  est  donc  une  nappe  de  la  surface  focale,  tandis 
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que  l'autre  nappe  dégénère  dans  la  courbe  (C)  lieu  du  point  iM.  Par 
chaque  normale  passe  une  vraie  développable,  contenant  (C)  et  ayant 
son  arête  sur  la  surface  polaire,  tandis  que  l'autre  est  le  plan  normal 
perpendiculaire  à  la  première.  Ainsi  les  deux  plans  focaux  sont  rec- 
tangulaires, la  congruence  est  une  congruence  de  normales  à  une 
surface  (no  392)  et  les  développées  sont  des  géodésiques  de  la  surface 
polaire. 

§  8.  Courbures  des  lignes  tracées  sur  une  surface. 

397.  Formule  fondamentale.  —  11  s'agit,  dans  ce  chapitre,  d'étudier, 
en  un  point  M  d'une  surface  S,  la  courbure  des  lignes  tracées  sur  la 
surface  et  passant  par  ce  point.  Les  axes  seront  supposés  rectangu- 
laires. 

Mettons  l'équation  de  la  surface  sous  la  forme 

2  -  f{x,  y), 

il  sera  entendu  que  z-  et  ses  dérivées  partielles  des  deux  premiers 
ordres  sont  des  fonctions  déterminées  et  continues  des  deux  variables 
X  et  y.  Nous  poserons,  en  abrégé, 

âz  ôz  d-z  cï-z  à^z 

''        ox         ^       oy  ox^  dxdy  dy^ 

Menons  la  normale  MN  au  point  y\{x,  y,  z)  de  la  surface  dans  le 
sens  où  elle  fait  un  angle  aigu  avec  0:2.  Ses  cosinus  directeurs  X,  Y,  Z 
seront,  sans  ambiguïté  de  signe  (le  radical  étant  positif), 

Soiciii  ni;iiiiicn;nil  a.  [j,  y  les  co^illus  directeurs  de  la  tangente  MT 
au  |)uiiii  M  il  uiif  cuiiibf  ((.)  dt-  la  sut lac(^  ;  A,  [jl,  v  les  cosinus  direc- 
teurs (lu  niyoïi  dr  cuurbure  R  de  celle  courbe,  et  d  l'angle  de  R  avec 
la  nul  maie  à  la  siu'face.  On  a  (/.  I,  11°  331) 

cos  8  =  XX  4-  YpL  +  Z 

Substituons  les  valeurs 

;  ,    dx 

ds 
et  observons  que  Xdx  -f  ^dy  +  Zdz  est  nul,  parce  que  le  déplace- 


R(Xda+ Y(/(ii 

+  Zdy) 

ds 

d"x       dxd'S 

ds         ds~ 
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ment  dx,  dy,  dz  sur  la  courbe  (C)  est  perpendiculaire  à  la  normale  à 
la  surface  ;  il  vient 

cos  9       X  d-x  +  Y  d-y  +  Z  d-r. 


(1) 


R  ds- 


Remplacons  maintenant  d'-z  par  sa  valeur 

d-z  =  rdx-  +  ^sdxdy  +  Idy-  +  pd-x  -j-  qd-y  ; 

les  termes  en  d~x  et,  d-y  disparaîtront,  car  leurs  coefficients  X  -f  /?Z 
et  Y  +  ç  Z  sont  nuls  ;  et  en  substituant  encore  à  Z  la  valeur  indiquée 
plus  haut,  il  restera 

cosO  _   rdx:-  -\-'^sdxdy  -r  tdy- 
^  ^  R     ~       ds^SJX  +  f  +  f 

ou  encore,  en  introduisant  les  cosinus  directeurs  a,  ,3  de  la  tangente 
à  la  courbe  (G), 

C'est  la  formule  fondamentale  dans  la  théorie  de  la  courbure. 

398.  Théorème.  —  Une  courbe  tracée  sur  la  surface  a  même  rayon 
de  courbure  au  point  M  que  la  section  plane  déterminée  dans  la  surface 
par  son  plan  oscillateur. 

En  effet,  ces  deux  courbes  ayant  même  tangente  et  même  normale 
principale  au  point  M,  les  quantités  9,  a,  p  ont  mêmes  valeurs  pour 
les  deux  courbes  et  la  formule  (3)  fournit  la  même  valeur  pour  R. 

Ce  théorème  ramène  la  courbure  des  courbes  quelconques  à  celle 
des  sections  planes.  Toutefois  ce  théorème  tombe  en  défaut  si  cos  0  et 
m"  +  2sap  -f  tp  s'annulent  à  la  fois,  ce  qui  rend  la  formule  (3)  iden- 
tique. C'est  ce  qui  arrive  si  la  courbe  a  son  plan  osculateur  langent  à 
la  surface  et  si  elle  est^tangente  aux  directions  asymptotiqiies  (no4j3). 

399.  Théorème  de  Meusnier.  —  Le  rayon  de  courbure  au  point  M 
d'une  section  oblique  est  la  projection  sur  le  plan  de  cette  section  du 
rayon  de  courbure  de  la  section  normale  qui  a  même  tangente  en  M. 

Soit  Ro  le  rayon  de  courbure  de  la  section  normale  qui  a  pour  tan- 
gente MT.  Pour  cette  section,  on  a  cos  9  =  ±  4,  selon  que  Ro  est 
dirigé  suivant  MN  ou  en  sens  contraire.  Le  premier  membre  de  (3) 
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se  réduit  donc  à  ±  1  :  Ro  et,  comme  le  second  membre  est  indépen- 
dant de  6,  nous  obtenons 

(4)  -^  =  ^,      d'où     R  =  Ro(±cose). 

Dans  les  deux  cas,  ±  cos  0  est  le  cosinus  de  l'angle  que  fait  R 
avec  Ro,  ce  qui  prouve  la  proposition. 

400.  Courbure  normale  et  courbure  géodésique.  —  Soit  C  le  centre 
de  courbure  de  la  courbe  tracée  sur  la  surface.  Menons  par  ce  point 
l'axe  de  courbure  (ou  la  normale  au  plan  osculateur)  coupant  en  Co  le 
plan  normal  à  la  surface  (passant  par  MT)  et  en  Cj  le  plan  tancent. 

Le  point  Co  s'appelle  centre  de  courbure  normale,  le  vecteur  MCo 
rayon  de  courbure  normale,  la  grandeur  inverse  courbure  normale  de 
la  courbe  au  point  M. 

Le  point  Cj  s'appelle  centre  de  courbure  géodésique,  MCj  rayon  de 
courbure  géodésique,  la  grandeur  inverse  courbure  géodésique. 

D'après  cela,  les  courbures  normale  et  géodésique  ont  respective- 
ment pour  valeurs  (abstraction  faite  du  signe) 

cos  G  sin  6 


R  R 

On  voit  aussi,  en  se  reportant  à  la  relation  (4)  du  n^  précédent,  que 
la  courbure  normale  d'une  courbe  est  égale  à  celle  de  la  section  normale 
qui  a  même  tangente  MT. 

Si  l'on  projette  la  courbe  sur  le  plan  tangent,  la  courbe  et  sa  pro- 
jection sont  respectivement  une  section  oblique  et  une  section  nor- 
male du  cylindre  projetant.  Donc,  en  vertu  du  tbéorème  de  Meusnier, 
la  courbure  géodésique  est  la  courbure  au  point  M  de  la  projection  de 
la  combe  sur  le  plan  tangent  à  la  surface.  De  même,  la  courbure  nor- 
male est  celle  de  la  projection  de  la  courbe  sur  le  plan  normal  à  la  surface 
passant  par  la  tangejite  MT. 

On  arrive  le  plus  naturellement  aux  définitions  des  courbures 
normale  et  géodésique  en  étudiant  la  rotation  de  la  tangente  à  la 
courbe  par  rapport  à  la  normale  MN  à  la  surface,  et  par  rapport  à  la 
normale  MP  à  la  courbe  menée  dans  le  plan  tangent. 

Soient  X,  Y,  Z  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  WN  et  U,  V,  W 
peux  de  la  normale  MP,  ensuite  w  et  w'  les  angles  de  la  tangente  avec 
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MN  et  avec  MP.  Ces  angles  étant  comptés  positivement  dans  les 

sens  TN  et  TP,  leur  valeur  initiale  est ^  •  Or  on  a 

cos  w  =  Xa  H-  Y^  +  Zy,        cos  w'  ==  Ua  +  V(3  -h  Wy  ; 
et,  en  différentiant  pour  un  déplacement  infiniment  petit  de  la  tan- 
gente, MN  et  MP  restant  fixes, 

rfw        du)       -^  rfa     ,  XX  +  ••• 

—  sm  w  — ;—  =  —j—  =  X 


ds         ds  ds  K 

dw'        dw'       ,,  dix  L'X-f 


ds         ds  ds  R 

Supposons  l'ang-le  6  de  la  normale  piiucipale  aveî  MN  compté  posi- 
tivement dans  le  sens  NP,  on  a 

6  1  --  sin  0. 


XX  +  ...  =  cos  6, 

UX+., 

..  =  cos^^- 

vient  donc 

(^)                   t- 

cosô 
=    R     ' 

dix)'       sin  6 
ds          R 

Ce  sont  respectivement  les  expressions  des  courbures  normale  et 
géodésique.  Elles  sont  positives  ou  négatives  suivant  le  sens  des 
rotations  dw  et  dw'  (R  étant  ici  essentiellement  positil). 

Si  la  normale  principale  est  normale  à  la  surface,  6  =  0  ou  tt,  et  la 
courbure  géodésique  est  nulle.  Les  lignes  dont  la  courbure  géodé- 
sique est  constamment  nulle  portent  le  nom  de  lignes  géodésiques. 

Si  la  normale  principale  est  tangente  à  la  surface,  6  ^  tc  .  2  et  la 
courbure  normale  est  nulle.  Les  lignes  dont  la  courbure  normale  est 
constamment  nulle  portent  le  nom  de  lignes  asyniptotiques  {n"  413). 

401.  Equation  d'Euler.  Sections  et  directions  principales.    —   Le 

théorème  de  Meusnier  ramène  l'étude  de  la  courbure  à  celle  de  la 
courbure  des  sections  normales.  Celle-ci  a  été  faite  par  Euler. 

Plaçons  l'origine  des  coordonnées  au  point  M  et  prenons  la  normale 
MN  pour  axe  des  z,  donc  pour  plan  xy  le  plan  tangent  à  la  surface.  On 
aurap  =  g  =  0.  Pour  une  section  normale,  la  formule  fondamentale 
se  réduira  à 

(6)  i-  =  ra^  +  2sap  +  fps 

si  R  est  dirigé  suivant  MN  ;  tandis  qu'il  faudra  changer  le  signe  du 
premier  membre  si  R  est  de  sens  contraire.  Mais  nous  conviendrons 
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de  considérer  la  formule  (6)  comme  générale,  en  attribuant  un  double 
signe  à  R,  positif  dans  le  sens  MN  et  négatif  dans  le  sens  contraire. 
Soit  w  l'angle  de  la  tangente  iMT  à  la  section  avec  l'axe  des  x  ;  il 
vient,  par  une  transformation  facile, 

i 

—  =  ?•  cos'w  4-  2s  cos  w  sin  w  -}-  t  sin"  w 

=  — —- 1 ^ —  cos  2w  +  s  sin  2w. 

Cette  équation  montre  que  1  :  R  est  une  fonction  continue  et  limitée 
de  w  :  elle  a  donc  au  moins  un  maximum  et  un  minimum.  On  les 
trouvera  en  cliercliant  les  valeurs  de  w  qui  annulent  sa  dérivée,  c'est-à- 
dire  les  racines  de  l'équation 


lg2o.  =  ---- 


Cette  équation  donne  pour  to  deux  directions  rectangulaires.  Pre- 
nons-les pour  axes  des  x  et  des  y  -,  l'équation  précédente  ayant  pour 
racine  w  ==  0,  il  faudra  que  s  =  0,  et  l'équation  (2)  se  réduira  à 

-pr-  =—  r  cos-w  +  t  sin^w. 

n 

Soient  Rj  le  rayon  de  courbure  de  la  section  w  =  0  ;  Rg  celui  de  la 

~¥  ' 
nons  ainsi  Yéqiiation  d'Euler 

\         cos^w    ,    sin^w 


R  Ri  Rg 

Les  deux  directions  rectangulaires  que  nous  venons  de  considérer 
correspondent  aux  sections  de  plus  grande  et  de  plus  petite  courbure, 
qui  s'appellent  les  sections  principales.  Les  plans  de  ces  sections  sont 
les  plaiîs  principaux.  Les  rayons  de  courbure  Rj  et  Rj  de  ces  sections 
sont  les  rayons  de  courbure  principaux.  Les  centres  de  courbure  cor- 
respondants sont  les  centres  de  courbures  principaux.  Les  directions 
des  tangentes  aux  sections  principales  sont  les  directions  principales. 

L'équation  d'Euler  ne  dépend  plus  en  rien  des  axes  coordonnés  et 
elle  exprime  une  propriété  de  la  surface.  Elle  fait  dépendre  le  rayon 
de  courbure  d'une  section  normale  quelconque  de  l'angle  que  fait  le 
plan  de  cette  section  avec  celui  d'une  section  principale  et  des 
rayons  de  courbure  principaux. 
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402.  Courbure  moyenne.  —  Soient  R'  et  R"  les  rayons  de  courbure 
de  deux  directions  rectangulaires  définies  par  les  angles  (.0  et  «o  -f  tt  :  2  ; 
on  aura,  par  la  formule  d'Euler, 


1            COS^w 

R'~      R, 

,    sin'^w 

1          sin^w        cos^w 
R"~      R,              Re 

par  conséquent, 

1       1 
"R^+R^'^ 

Ri       Rg 

Donc  la  somme  des  courbures  de  deux  sections  rectangulaires  est  con- 
stante au  point  M  et  égale  à  la  somme  des  courbures  principales.  La 
moitié  de  cette  constante  s'appelle  la  courbure  moyenne  au  point  M.  Le 
concept  de  courbure  moyenne  est  dû  à  Sophie  Germain. 

403.  Forme  de  la  surface  au  voisinage  du  point  M.  Directions  asymp- 
totiqucs.  —  On  peut  distinguer  sur  la  surface  trois  espèces  de  points 
différents  quant  à  leur  nature  : 

1°  Si  R,  et  R.  sont  de  même  signe,  R  a  toujours  le  même  signe 
quel  que  soit  «o,  et  toutes  les  sections  tournent  leur  concavité  dans  le 
même  sens.  Dans  le  voisinage  de  M,  la  surface  se  trouve  tout  entière 
du  même  côté  de  son  plan  tangent.  C'est  ce  qui  a  lieu  en  tout  point 
d'un  ellipsoïde. 

2°  Si  R,  et  Ro  sont  de  signes  contraires,  R  peut  changer  de  signe. 
Les  deux  directions  correspondant  aux  racines  de  l'équation 


tg.  =  ±^-|-. 


I 

donnent-^-  =  0.  On  les  appelle  les  directions asymptotiques,  pour  une 

raison  que  nous  indiquerons  au  n"  suivant,  et  les  tangentes  correspon- 
dantes sont  les  tangentes  aux  directions  asymptotiques.  La  surface 
n'est  pas  tout  entière  du  même  côté  de  son  plan  tangent  et  l'on  dit 
qu'elle  est  à  courbures  opposées.  C'est  ce  qui  arrive  en  tout  point 
d'un  hyperboloïde  à  une  nappe. 

3°  Un  cas  intermédiaire  entre  les  deux  précédents  est  celui  où  l'une 
des  courbures  principales,  1  :  Rj  par  exemple,  est  nulle.. Il  vient  alors 

1    _   COS^w 
X~      Ri     ■ 

La  surface  est  située  tout  entière  du  même  côté  de  son  plan  tan- 
gent, mais  R  croît  à  l'infini  pour  w  =  0.  C'est  ce  qui  arrive  en  tout 
point  d'une  surface  cylindrique. 


442  CHAPITRE  IX.  —  APPLICATIONS  GÉOMÉTRIQUES. 

Enfin,  il  faut  signaler  le  cas  parlicnlier  où  les  deux  rayons  de 
courbure  principaux  sont  égaux.  Alors  toutes  les  sections  normales 
ont  même  courbure.  Un  tel  point  s'appelle  un  ombilic  de  la  surface. 

404.  Indicatrice  de  Dupin.  —  On  représente  géométriquement  la 
variation  du  rayon  de  courbure  quand  le  plan  de  la  section  tourne 
autour  de  la  normale,  par  la  construction  suivante  :  On  porte  sur  la 
tangente  à  la  section  une  longueur  MT  égale  à  la  racine  carrée  de  la 
valeur  absolue  de  R  ;  le  point  T  décrit  dans  le  plan  tangent  une 
courbe,  appelée  indicatrice,  qui  figure  la  variation  de  R.  La  nature  de 
celte  courbe  dépend  de  celle  du  point  M. 

1°)  Si  Rj  et  Rg  sont  de  même  signe,  R  est  toujours  de  même  signe 
aussi,  par  exemple  positif.  Alors  les  coordonnées  du  point  T  sont 
X  =■  \J  R  cos  10,  y  =  sj  R  sin  (û,  et  l'indicatrice  est  une  ellipse 

—  +  -^=1. 

R,         Ra 

On  dit,  dans  ce  cas,  que  M  est  un  point  elliptique. 

2°)  Si  l'une  des  courbures  principales,  1  :  Rj  par  exemple,  est  nulle, 
l'indicatrice  est  dite  parabolique  et  devient  un  système  de  deux  droites 
parallèles,  à  savoir  (en  supposant  Rj  positif) 

R,      '• 

On  dit,  dans  ce  cas,  que  M  est  un  point  parabolique. 

3°)  Si  Rj  et  R2  sont  de  signes  contraires,  R  est  positif  quand  MT 
tombe  dans  l'un  des  angles  entre  les  directions  asymptoliques  et  néga- 
tif dans  l'autre  angle.  Les  coordonnées  du  point  T  sont,  suivant  le 
cas,  ic  =  V  ±  R  cos  o),  ^  =  V  ±  R  sin  w.  L'indicatrice  se  compose  de 
deux  hyperboles  conjuguées 

R,  +  R,       =^  ^  ' 

et  les  directions  asymptoliques  sont  celles  des  asymptotes  de  l'indica- 
Irice,  ce  qui  justifie  leur  nom.  On  dit  alors  que  M  est  un  point  hyper- 
bolique. 

On  peut  faire  apparaître  autrement  le  rapport  de  l'indicatrice  avec 
la  forme  de  la  surface  autour  du  point  M.  Rappelons  que  le  point  M  a 
été  pris  comme  origine  des  coordonnées  et  les  tangentes  aux  sections 
principales  comme  axes  des  x  et  des  y.  Donc,  si  l'on  développe  %  par 
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la  formule  de  Maclaurin  suivant  les  puissances  de  x  et  de  y,  il  vient 
{p,  q,  s  s'annulant  à  l'origine) 

z=^{rx^  +  ty')-\-... 

ou,  puisque  r  =  1  :  R,  et  f  =  1  :  Rg  (no  401), 

^'-  R,+  R,  +    * 

Coupons  la  surface  par  deux  plans  parallèles,  z  =  dzl,  infiniment 
voisins  du  plan  tangent  ^  =  0.  l.es  sections  auront  pour  équations 
approchées 

r;  +  R,  -  ^  ^^• 

D'où  la  conclusion  suivante  : 

Si  l'on  coupe  la  surface  par  un  plan  parallèle  au  plan  langent  et  infi- 
niment voisin  du  point  de  contact,  la  courbe  d'intersection  est  semblable 
à  l'indicatrice  de  ce  point. 

405.  Détermination  de  la  nature  d'un  point  en  axes  rectang-ulaires 
quelconques.  —  Supposons  maintenant  que  le  point  M{x,  y,  z)  occupe 
une  situation  quelconque  par  rapport  aux  axes  de  coordonnées  sup- 
posés rectangulaires.  La  formule  (3)  nous  donnera,  pour  la  courbure 
d'une  section  normale  quelconque  au  point  M,  et  avec  la  même  con- 
vention que  précédemment  (no  401)  sur  le  signe, 

J_  ^  ra^  +  2j>ot{3  + 1^^ 

R      VïTTTF 

Les  trois  cas  à  distinguer  quant  aux  variations  de  signes  de  1  :  R 
quand  on  fait  varier  a  :  |3,  s'aperçoivent  encore  immédiatement,  car 
elles  tiennent  aux  propriétés  du  trinôme  rot.-  +  2sa^  +  t^". 

lo  Si  rt  —  s"  >  0,  le  trinôme  et  par  suite  R  ont  un  signe  invariable 
et  ne  peuvent  s'annuler.  Le  point  M  est  elliptique. 

2<*  Si  rt  —  6-  =  0,  le  trinôme  peut  s'annuler  mais  ne  peut  changer 
de  signe,  le  point  M  esl  parabolique.  Tels  sont  tous  les  points  d'une 
surface  développable. 

3"  Si  rt — s-  <  0,  le  trinôme  et  R  peuvent  changer  de  signe,  le 
point  M  esl  hyperbolique. 

Les  asymptotes  de  l'indicatrice  (n°  404)  correspondent  aux  direc- 
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tions  pour  lesquelles  la  courbure  d'une  section  normale  est  nulle.  Les 
directions  asymptoliques  sont  donc  définies  par  l'équation  : 

m-  +  2sap  4-  f^-'  =  0, 
qui  est  Véquation  aux  directions  asymptoliques. 

406.  Détermination  des  sections  et  des  courbures  principales.  —  Les 
courbures  principales  sont  les  maximum  et  minimum  de  1  :  R  consi- 
déré comme  fonction  du  rapport  a  :  ,3.  Or,  pour  une  section  normale, 
nous  avons,  par  la  formule  (7), 

Mais,  comme  on  a 

a^  +  P^  +  f  -  a^  +  (i^  +  (pa  +  q[if  =  1, 
l'équation  précédente  peut  être  remplacée  par  une  autre  où  n'inter- 
vient plus  qu(î  le  rapport  a  :  (i,  à  savoir 

de  sorte  que  les  maximum  et  minimum  de  1  :  R  peuvent  se  déduire 
de  cette  relation  où  les  variables  a,  JS  sont  considérées  comme  indé- 
pendantes. Il  faut,  pour  cela,  tirer  de  cette  relation  les  dérivées  de 
1  :  R  par  rapport  à  a  et  à  [B  et  les  annuler  séparément.  Il  est  clair  que 
cela  revient  à  dériver  l'équation  précédente  par  rapport  à  a  puis  ^ 
séparément,  ce  qui  donne 

iL±l^!|±«ê)  =  ,„  +  .ft  l±ifcdliPI  =  ,oc  +  ,p, 

c'est-à-dire 

L'égalité  des  deux  premiers  membres  constitue  une  équation  du 
second  degré  qui  donne  deux  valeurs  pour  le  rapport  a  :  (3.  Elle  fait 
connaître  les  directions  des  tangentes  aux  sections  principales. 
Toutes  réductions  faites,  elle  devient 

(9)  cc^[sii+p^)-pqr]+y.m'^  ^p^)-r(i-^f)]-^'^[s{{+f-pqt]=0. 

D'autre  part,  si  l'on  élimine  a  :  p  entre  les  deux  équations  (8),  on 
forme  l'équation  du  second  degré  qui  a  pour  racines  les  deux  cour- 
bures principales  1  :  Rj  et  1  :  Rg,  à  savoir 

(10)  i+^'^+f_rll+f)+Hi+fl-^Mi  +„,_,.)  =0. 
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Remplaçant  Z  par  sa  valeur  connue  (n°  397),  on  conclut  immédiate- 
ment de  cette  équation 

1  rt  —  s"  1     ,    1        r{\-\-q')^t{\-\-jf)-'2pqs 


(11) 


R,R,      (1  +;/^  +  fr     Ri     R2  (1  +  î^  +  fyi^ 


La  dernière  valeur  divisée  par  2  est  celle  de  la  courbure  moyenne  au 
point  M  ;  la  précédente  s'appelle  la  courbure  totale  ùq  la  surface  en  ce 
point. 

Remarque.  On  déduit  facilement  de  l'équation  (9)  la  condition  pour 
qu'un  point  soit  un  ombilic.  Les  sections  principales  étant  indéter- 
minées, l'équation  doit  être  identique,  ce  qui  entraîne 


1  4-  f       pq        1  -f  5- 

Ces  deux  équations  caractérisent  un  ombilic.  Elles  constituent,  avec 
celle  de  la  surface,  un  système  de  trois  équations  entre  x,  y,  z.  Donc, 
en  général,  une  surface  n'a  qu'un  nombre  limité  d'ombilics. 

407.  Formules  d'Olinde  Rodrigue.  —  Les  équations  (8)  qui  déter- 
minent les  sections  et  les  courbures  principales  peuvent  être  présen- 
tées sous  diverses  formes  plus  simples  ou  plus  symétriques. 

Reinplaçons-y  d'abord  a  et  [ii  par  les  composantes  proportionnelles 
dx  et  dy  d'un  déplacement  sur  une  direction  principale  ;  elles  peuvent 
s'écrire 


(1^)     ^^^-^^^-^-^ 

Substituons  à  p  et  q  leurs  valeurs  —  X  :  Z  et  —  Y  :  Z  ; 

il  viendra 

Zdx  —  \  dz              Zdy—Xdz 
Zd\-\dZ             Zd\  —  \dZ       ^^' 

c'est-à-dire 

(/x+RrfX         dy^^dX         dz-\-KdZ 
X                        Y                        Z 

Mais  chacune  des  fractions  est  nulle,  car  la  somme  des  numérateurs 
multipliés  par  X,  Y,  Z  respectivement  est  nulle,  tandis  que  celle  des 
dénominateurs  est  un.  On  a  donc 

(13)     dx  +  R  d\  '-=  0,     rf;<y  +  R dY  =  0,     d^  +  RdZ  =  0. 

Ce  sont  les  formules  ù'Olinde  Rodrigue  relatives  à  un  déplacement 
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suivant  une  direction  principale.  Elles  se  réduisent  à  deux  distinctes, 
car  en  multipliant  par  X,  Y,  Z  et  ajoutant  on  obtient  une  identité. 

Remarque.  —  Les  formules  d'Olinde  Rodrigue  permettent  de  mon- 
trer immédiatement  qu'wne  surface  dont  tous  les  points  sont  des  ombi- 
lics est  une  sphère. 

En  effet,  toutes  les  directions  étant  principales,  ces  formules 
doivent  se  vérifier  pour  des  valeurs  arbitraires  de  dx  et  de  dy  ;  les 
deux  premières  se  décomposent  donc  dans  les  quatre  suivantes  : 

l  +  R^.O,     ^=0,     ^^0,     1+R^  =  0. 
dx  Oy  '      dx  ay 

Les  deux  formules  du  milieu  montrent  que  X  ne  dépend  que  de  x 
et  Y  de  î/  seuls  ;  par  suite,  les  formules  extrêmes  montrent  que  R  est 
constant.  Les  formules  d'Olinde  Rodrigue  sont  alors  immédiatement 
intégrables,  et  on  en  tire  {a,  b,  c  étant  trois  constantes  d'intégration) 

a;  _  rt  +  RX  =  0,     y  —  b  -{-  m  =  0,     2-  —  c  +  RZ  =  0, 

d'où  {X  —  a)-'  +  {y  —  by  +  [z  —  c)-  =  R'. 

408.  Expression  des  courbures  moyenne  et  totale  à  l'aide  des  cosinus 
directeurs  de  la  normale.  —  L'équalion,  équivalente  à  (9),  qui  déter- 
mine les  directions  principales  s'obtient  en  éliminant  R  entre  deux 
des  formules  d'Olinde  Rodrigue,  les  deux  premières  par  exemple  ; 
il  vient 

dx  d\  —  dyd\==0. 

Pour  former  celle  des  courbures  principales,  supposons  encore  X 
et  Y  exprimés  en  fonction  de  x  et  de  y.  Les  deux  premières  équa- 
tions (13)  s'écriront  comme  il  suit  : 

\         à\\  .         â\    ,        .  (?Y    .         /  1,    (?Y  \   ,        _ 

L'élimination  de  dx  :  dy,  nous  donne  alors 


^R    ^  dx  J  \R  ^  dy  J        -'-       -^■-        ''• 


dX     d\_ 
dy      dx 


Cette  équation  du  second  degré  en  1  :  R,  équivalente  à  (10),  est 
celle  qui  détermine  les  courbures  principales.  On  en  tire  des  exprès- 
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sions  élégantes  de  la  courbure  totale  et  de  la  courbure  moyenne,  à 
savoir 

RiR^  ~  d{x,y)    '         R,  "^  R2  ~      V  Ox   '^  dy  J  ' 
Il  suffit  d'effectuer  les  calculs  pour  retrouver  les  valeurs  (11). 

409.  Courbure  totale.  —  Gauss,  à  qui  l'on  doit  la  notion  de  cour- 
bure totale,  a  montré  qu'on  peut  en  donner  une  détînition  analogue 
à  celle  de  la  courbure  des  courbes  planes. 

Considérons,  sur  la  surface  S,  une  portion  d'aire  cr  sur  laquelle 
1  :  RjRo  ne  change  pas  de  signe.  Par  l'origine,  menons  un  vecteur 
OP  de  longueur  1  parallèle  à  la  normale  à  la  surface  au  point  M  (de 
coordonnées  x,  y,  z).  Si  M  décrit  a,  le  point  P  (de  coordonnées  X,  Y,  Z) 
décrit  une  portion  de  sphère  d'aire  «Tj,  On  dit  que  a,  est  la  courbure 
totale  de  la  portion  de  surface  a  et  ^j  :  a,  sa  courbure  moyenne.  Si 
l'aire  a  tend  vers  0  autour  d'un  point  M  donné,  la  limite  de  la  cour- 
bure moyenne  sera  la  courbure  totale  delà  surface  au  point  M. 

On  vérifie  immédiatement  qu'on  retrouve,  avec  cette  définition,  la 
valeur  1  :  RjRo  indiquée  au  n°  précédent.  Soient,  en  effet,  <j'  et  <y[  les 
projections  de  a  et  de  ffi  sur  le  plan  xt/.  On  a 

dxdy  _rr  d\dY 


iX^'   "^ii 


-;    ^ 


Si  l'on  transforme  la  seconde  intégrale  en  prenant  x,  y,  comme 
nouvelles  variables,  c'est  le  champ  d'intégration  a' qui  correspond  à  <j[, 
et  l'on  trouve,  en  attribuant  à  aj  le  signe  +  ou  — suivant  que  la  cor- 
respondance entre  ^j  et  aj  est  directe  ou  inverse  (n*"  16), 

d[X,  Y)     dxdy   _  f  Ç     1         dx  dy 


^     rr  d[x,Y)    dxdy  ^rr    i 

'     jld{x,y)        z  JL  RiR, 


Donc,  si  l'on  fait  tendre  a'  vers  0,  on  a  effectivement,  par  l'applica- 
tion du  théorème  de  la  moyenne  à  l'intégrale  double, 

''"^t-  =  -r;r-- 

La  définition  précédente  subsiste  pour  les  surfaces  développables 
où  1  :  RiRj  est  nul  partout.  En  effet,  la  courbure  totale  <ii  d'une  por- 
tion quelconque  a  de  surface  développable  est  nulle.  On  s'en  assure 
en  observant  que,  la  normale  étant  la  même  tout  le  long  d'une  géné- 
ratrice, le  point  P  défini  plus  haut  varie  sur  une  coui'be. 
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410.  Surfaces  à  courbure  moyenne  nulle.  —  Les  surfaces  à  cour- 
bure moyenne  nulle  portent  le  nom  de  surfaces  minima,  parce  que 
toute  portion  d'une  telle  surface  limitée  par  une  courbe  fermée  est 
d'aire  moindre  que  tout  autre  surface  s'appuyant  sur  la  même  courbe. 
Nous  allons  vérifier,  en  effet,  que  la  condition  trouvée  au  ip  325  pour 
qu'une  surface  soit  d'aire  minimum  exprime  précisément  que  sa 
courbure  moyenne  est  nulle. 

Les  surfaces  à  courbure  moyenne  nulle  sont  caractérisées  par 
l'équation  (no  408) 

dx        ôy 

Si  l'on  observe  que  X  et  Y  sont  précisément  identiques  aux  quan- 
tités P  et  Q  du  n"  32o,  on  reconnaît  que  cette  condition  exprime  que 
la  surface  est  d'aire  minimum.  C'est  pourquoi  on  donne  aux  surfaces 
à  courbure  moyenne  nulle  le  nom  de  surfaces  minima.  Si  on  limite 
par  une  courbe  une  portion  quelconque  d'une  telle  surface,  l'aire  de 
cette  portion  est  moindre  que  celle  de  toute  autre  surface  limitée  par 
la  même  courbe. 

En  tout  point  d'une  surface  minima,  les  deux  courbures  princi- 
pales sont  égales  et  de  signes  contraires,  l'indicatrice  est  formée  de 
deux  hyperboles  équilatères  conjuguées  et  les  directions  asympto- 
tiques  sont  rectangulaires. 

41 1.  Lignes  de  courbure  et  développée  d'une  surface.  —  Le  lieu  des 
normales  à  une  surface  le  long  d'une  ligne  (C)  de  celle-ci  est  une  sur- 
face réglée  qu'on  appelle  normalie  et  qui,  en  général,  est  gauche.  On 
appelle  lignes  de  courbure  les  lignes  de  la  surface  qui  sont  les  traces  de 
nortnalies  développables. 

D'après  cette  définition,  toute  ligne  plane  est  une  ligne  de  courbure 
de  son  plan,  car  la  normalie  correspondante  est  un  cylindre.  Toute 
ligne  de  la  sphère  est  une  ligne  de  courbure,  car  la  normalie  corres- 
pondante est  un  cône.  Les  méridiens  et  les  parallèles  des  surfaces  de 
révolution  sont  des  lignes  de  courbure,  car  les  normalies  correspon- 
dantes sont  des  plans  et  des  surfaces  coniques. 

Les  normales  à  une  surface  forment  une  congruence  de  droites 
(no  391).  Par  chaque  génératrice  on  peut  donc  faire  passer  deux  nor- 
malies développables  et,  par  suite,  par  chaque  point  de  la  surface,  on 
peut  généralement  laire  passer  deux  lignes  de  courbure.  Occupons- 
nous  d'abord  de  déterminer  leurs  directions. 
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Les  équations  de  la  normale  au  point  quelconque  M  {x,  y,  z)  sont 

^-x-hp{K-z)^-0,  ■ri-y  +  ry(C  -  z)  =  0. 

Elles  dépendent  de  deux  paramètres  œ  et  y.  Pour  que  cette  nor- 
male, en  se  déplaçant,  engendre  une  développable  (ou  ait  une  enve- 
loppe), il  faut  poser  une  relation  y  =  cp(a;^  telle  que  deux  normales 
infiniment  voisines  se  rencontrent  (au  premier  ordre  près).  Les  coor- 
données i,  ■r\,  ^  du  point  de  rencontre  ou  point  focal,  qui  est  celui  où 
la  normale  touche  son  enveloppe,  doivent  vérifier  les  équations  de  la 
normale  et  leurs  différentielles  par  rapport  au  paramètre  qui  sont 

(i;  _  z)  dp  -  [dx  +  vdz)  =  0,  (;  -  z)  dq  -  [dy  +  qdz)  =  0, 

et  l'on  en  tire 

iU)  ^_   dx-\-pdz  ^   dy-\-qdz 

^     '  dp  dq 

Pour  que  ces  équations  soient  compatibles,  il  faut  qu'on  ait 

dx  +  pdz    ^  dy  +  qdz    ^ 
'  dp  '        dq 

C'est  la  relation  qui  définit  la  fonction  y  ^  ^{x),  c'est  donc  Véqiia- 
tion  différentielle  des  lignes  de  courbure.  Si  l'on  y  remplace  dz,  dp  et 
dq  par  leurs  expressions  en  dx  eidy,  elle  devient 

(1  +  p^)  dx  4-  pq  dy  ^  pq  dx  +  {\  +  q^)  dy  ^ 
^  r  dx  -\-  s  dy  s  dx  -]-t  dy 

L'équation  (15)  ou  (16)  coïncide  avec  celle  (12)  ou  (8)  qui  définit  les 
directions  principales  (n°'407).  Donc  les  lignes  de  courbure  sont,  en 
chaque  point,  tangentes  aux  sections  principales,  et  il  y  a,  par  conséquent, 
deux  familles  de  lignes  de  courbure  se  coupant  à  angle  droit  et  formant 
sur  la  surface  un  système  orthogonal  (^). 

Déterminons  maintenant  les  points  focaux  sur  la  normale  au  point  M. 
L'ordonnée  "Ç  d'un  tel  point  se  tire  de  l'équation  (14),  qui  donne,  en 
tenant  compte  de  (12),  ^  =  ;î  +  RZ,  où  R  est  l'un  des  deux  rayons 
principaux  Ri  ou  Rg.  Donc  les  deux  points  focaux  sur  une  normale  sont 
les  deux  centres  de  courbure  principaux  correspondants. 

Ainsi  la  surface  focale  de  la  congruence  des  normales  est  le  lieu 
des  centres  de  courbure  principaux.  On  l'appelle  aussi  la  surface  des 
centres  ou  la  développée  de  la  surface  proposée.  Les  arêtes  de  rebrous- 

(1)  L'orlhogonalité  des  lignes  de  couibiire  est  aussi  la  conséquence  immédiate 
de  celle  des  développables  d'une  congruence  de  normales  (no  392). 
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sèment  des  normalies  développables  sont  sur  la  surface  des  centres  et  en 
sont  des  géodésiques  (n°  391). 

412.  Application  aux  développables.  —  Pour  une  développable, 
les  génératrices  et  leurs  trajectoires  orthogonales  forment  les  deux 
familles  de  lignes  de  courbure.  La  première  nappe  de  la  surface  des 
centres  est  rejetée  à  l'infini.  Pour  déterminer  l'autre,  remarquons 
que  le  plan  normal  à  une  trajectoire  en  un  point  M  de  la  développable 
coïncide  avec  le  plan  rectifiant  (no  393)  de  l'arête  au  point  0  où  cette 
arête  est  touchée  par  la  génératrice  j^assant  par  M  (car  ce  plan  contient 
la  tangente  OM  et  est  normal  au  plan  oscuiateur  de  l'arête).  Par 
suite,  tine  trajectoire  a  pour  axe  de  courbure  la  caractéristique  du  plan 
rectifiant  de  l'arête  et  son  centre  de  courbure  est  sur  cette  caractéris- 
tique. Cette  caractéristique  est  donc  le  lieu  des  centres  de  courbure 
des  trajectoires  pour  les  différents  points  de  la  génératrice  OM.  Il 
s'ensuit  que  la  développée  d'une  développable  est  une  seconde  développa- 
ble, à  savoir  la  développable  rectifiante  de  l'arête  de  la  première. 

413.  Lignes  asynptotiqucs.  —  Les  lignes  asymptotiques  d'une  sur- 
face sont  celles  qui  touchent  en  chacun  de  leurs  points  une  des  asymp- 
totes de  l'indicatrice.  Leur  équation  différentielle  s'obtient  en  rempla- 
çant a  et  p  par  dx  et  dy  dans  l'équation  aux  directions  asympto- 
tiques (no  40o),  ce  qui  donne 

(17)  r  dx-  +  2s  dx  dy  -\- 1  dy^  =  0. 

En  se  reportant  à  la  formule  (3),  on  voit  immédiatement  que  cette 
équation  exprime  que  les  lignes  asymptotiques  sont  celles  dont  la  cour- 
bure normale  cos  ^  :  J{  est  constamment  nulle.  En  particulier,  toute 
droite  située  sur  une  surface  est  donc  une  ligne  asymptotique  de  celle-ci. 

Si  les  points  d'une  surface  sont  hyperboliques,  l'équation  (17)  donne 
deux  valeurs  pour  dy  :  dx  et  définit,  par  conséquent,  deux  familles  de 
lignes  asymptotiques  se  coupant  sur  la  surface.  Si  tous  les  points 
sont  paraboliques,  la  surface  est  développable,  l'équation  n'a  plus 
qu'une  racine  et  la  seule  famille  de  lignes  asymptotiques  est  celle  des 
génératrices  rectilignes.  Enfin,  si  les  points  sont  elliptiques,  il  n'y  a 
plus  de  lignes  asymptotiques  réelles. 

On  peut  donner  une  autre  définition  des  lignes  asymptotiques  non 
rectilignes.  Ce  sont  les  lignes  dont  le  plan  oscuiateur  est  tangent  à  la 
surface,  car  c'est  évidemment  la  condition  nécessaire  et  suiîisante 
pour  que  la  courbure  normale  soit  nulle. 
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414.  Tangentes  conjuguées. —  Deux  tangentes  en  un  point  M  d'une 
surface  sont  conjuguées  si  elles  coïncident  avec  deux  diamètres  con- 
jugués de  l'indicatrice  ou  si  elles  ont  des  directions  conjuguées.  En 
vertu  des  propriétés  des  coniques,  il  n'existe,  en  chaque  point  d'une 
surface  (hormis  les  ombilics),  qu'un  seul  système  de  deux  directions  con- 
juguées rectangulaires,  ce  sont  les  directions  principales. 

Théorème.  —  Quand  le  point  de  contact  varie  le  long  d'une  courbe  (C) 
sur  une  surface,  la  caractéristique  du  plan  tangent  est,  en  chaque  point 
de  contact,  la  tangente  conjuguée  de  celle  à  la  courbe  (C). 

Soient  x,  y,  z  les  coordonnées  d'un  point  M  de  la  courbe  (C)  ; 
l'équation  du  plan  tangent  et  sa  différentielle  par  rapport  au  para- 
mètre, à  savoir  (puisque  dz  ==  pdx-\-  qdy) 

'(,  —  z  =  p[l  —  x)-\-q{:^  —  y), 
\l  —  x)  rfp  +  (ti  —  y)  dq  =  0, 

définissent  une  caractéristique  passant  par  M.  Plaçons  l'origine  au 
point  M  et  prenons  les  tangentes  aux  directions  principales  comme 
axes  des  x  et  des  y  -,  nous  avons  (n°  401) 

x^y  =  z=^p^q  =  s  =  0,     dp  =  r  dx  =  -^  >  dq  =  tdy  =  -^  , 

et  les  équations  de  la  caractéristique  deviennent 

Cette  droite  et  la  tangente  à  (C),  situées  dans  le  plan  xy,  ont  res- 
pectivement comme  coefficients  angulaires  m  et  m'  : 

^2  dx  ,       dy    .  „  ,  ,  R, 

m  = ^'  —r—  >        m'  =  ~-  y         d  ou        mm'  =  -  -ft^  ' 

Ri   dy  dx  Ri 

ce  qui  est  la  relation  entre  deux  directions  conjuguées  de  la  conique 
R2a;2  4-  R,î/2  =  ±  RiRo. 

Observons  que  le  plan  tangent  le  long  de  (C)  enveloppe  une  déve- 
loppable;  nous  obtenons  cet  autre  énoncé  :  Si  tine  développable  est  cir- 
conscrite à  une  surface,  en  chaque  point  de  la  courbe  de  contact  la  géné- 
ratrice et  la  tangente  à  cette  courbe  sont  deux  tangentes  conjuguées. 

415.  Torsion  géodésique.  —  Soit  M  un  point  d'une  courbe  (C)  tracée 
sur  une  surface.  Menons  par  ce  point  la  tangente  MT  à  la  courbe,  la 
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normale  MN  à  la  surface  et  la  normale  MP  au  plan  normal  MNT  de 
manière  que  le  Irièdre  MTNP  soit  de  rotation  directe  (ou  de  même 
rotation  que  Oxyz). 

Par  un  point  M'  de  la  courbe  (C),  infiniment  voisin  de  M,  menons 
la  normale  M'^'  à  la  surface  ;  désignons  par  <]/  l'angle  infiniment  petit 
que  fait  M'N'  avec  le  plan  normal  MNT  ;  on  appelle  torsion  géodésique 
de  la  courbe  au  point  M  et  l'on  désigne  par  1  :  y  l'expression 

y  ds 

On  détermine  le  signe  de  -]/  et,  par  suite,  celui  de  la  torsion  géodé- 
sique en  considérant  l'angle  ^  comme  complémentaire  de  celui  que 
fait  M'N'  avec  la  normale  MP  au  plan  MNT.  Ainsi  la  torsion  sera  posi- 
tive si  la  normale  M'N'  tourne  dans  le  sens  positif  autour  de  MT  quand 
M'  se  déplace  dans  le  sens  MT.  Soient  U,  V,  W  les  cosinus  directeurs 
de  MP  et  X,  Y,  Z  ceux  de  MN,  on  a  donc,  au  premier  ordre  près, 
^  =  sin  t^  =  U(X  +  dX)  +  ...  -  UdX  +  \dY  +  WdZ 
,,.,                     1        UdX4-VdY  +  WdZ 
^^^^  Y^ ds 

Prenons  encore  MN  comme  axe  des  z  et  les  directions  principales 
comme  axes  des  x  et  des  y  ;  désignons  par  w  l'angle  de  MT  avec  Mx  ; 
nous  aurons,  ^Ixyz  et  31TPN  étant  de  sens  de  rotation  contraires  et 
par  les  relations  du  no  précédent, 

l]  =  sinw,         V  =  — cosoj^         W=0, 

jv         j  — P  j  dx  COS  0) 

d\  =  d  ^  =  —  dp  = YT-  = n —  ds, 

Sji+p^i-q^  ^i  Ri 

„.       ,  —  a  ,  dy  sin  w  , 

d\  =  d  ^     _  =^  —  dq  =  —  -—  == fi —  ds. 

V 1  +  f~  +  ç-^  1^2  1^2 

Substituant  ces  valeurs  dans  (18),  il  vient 

Cette  formule  entraîne  les  conclusions  suivantes  : 

1°  Sauf  si  M  est  un  ombilic  auquel  cas  toutes  les  directions  sont 

principales,  la  torsion  géodésique  ne  s'annule  que  si  (o  =  0  ou  oj  =  90°, 

donc  :  La  torsion  géodésique  est  nulle  pour  les  directions  principales  et 

pour  celles-là  seulement. 

2°)  Si  l'on  remplace  m  par  w  -\-  90°,  1  :  y  ne  fait  que  changer  de 


COURBURE  Des  surfaces.  tORSION  GÉODÉSIQUE.  453 

signe,  donc  :  Quand  deux  lignes  se  coupent  à  angle  droit  sur  la  surface, 
leurs  torsions  géodésiques  sont  égales  et  de  signes  contraires. 

Remarque.  —  On  obtient  encore  une  expression,  que  nous  allons 
immédiatement  utiliser,  de  la  torsion  géodésique  en  conservant  le 
point  M  comme  origine  mais  en  prenant  la  tangente  MT  comme  axe 
des  x.  Désignons  alors  par  r^  l'angle  d'une  normale  (variable)  à  la  sur- 
face avec  l'axe  des  y  et  supposons  que  la  normale  MN  au  point  M 
fasse  un  angle  aigu  avec  0:5  ;  nous  aurons,  au  point  M, 

X  =  0,    Y  =  cos  7],    Z  =  sinri;    U  =  0,   V-=  — sin-^,   W^cos-^. 

On  a,  en  tout  point  de  la  surface,  Y  =  cos-/i  et  XdX  +  YdY-4-ZrfZ  =  0; 
nous  en  concluons,  au  point  M, 

•         ^  ^ry  YrfY 

dY  =  —  sm  ïi  rfï),        rfZ  =  —  — Y~  =  cos  tj  a-r\, 
et,  en  substituant  dans  la  formule  (18),  nous  obtenons,  au  point  M, 

416.  Théorème.  —  Si  deux  surfaces  S  et  S'  se  coupent  sous  un 
angle  6,  variable  ou  non,  et  qu'on  désigne  par  1  :  y  et  i  :  y'  les  torsions 
géodésiques  de  la  ligne  d'intersection  relativement  aux  deux  surfaces,  on 
a  [au  signe  près),  pour  un  déplacement  sur  cette  ligne, 

_d6__  J \_ 

ds  y         y' 

Donc,  en  particulier,  si  deux  surfaces  se  coupent  sous  un  angle  con- 
stant 0,  la  torsion  géodésique  de  rintersection  est  la  même  sur  les  deux 
surfaces  ;  et,  réciproquement,  si  la  torsion  est  la  même,  les  deux  sur- 
faces se  coupent  sous  un  angle  constant. 

Pour  démontrer  cette  formule,  conservons  les  notations  de  la 
remarque  précédente,  mais  en  accentuant  celles  relatives  à  S'.  En  un 
point  M  de  l'intersection,  menons  les  normales  MN  et  MN'  faisant 
entre  elles  l'angle  6.  Prenons  la  tangente  MT  comme  axe  des  x  et 
menons  l'axe  M«  de  manière  qu'il  fasse  un  angle  aigu  avec  chacune 
des  deux  normales  précédentes.  Au  point  M,  nous  avons  ^i  -=  n'  +  o 
(en  supposant  -n'  <  n)  et,  en  un  point  voisin, 

n  =  r/  -1-  6  —  e, 

ô(i  é  est  positif,  car  n,  n'  et  6  sont  trois  angles  d'un  trièdre  et  l'un 
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d'eux  ne  peut  surpasser  la  somme  des  deux  autres.  Donc  eest  mini- 
mum en  M,  sa  ditTdrentielle  s'y  annule  ;  et,  en  différentiant,  nous 
trouvons,  au  point  M, 

dri  =  dri'  -\-  dfi,         dou        -r~  =  —r 1^  ' 

ds         ds         ds 

Par  la  formule  (20)  cette  relation  revient  à  celle  de  l'énoncé. 

Rappelons  nous' que  les  lignes  de  courbure  sont  caractérisées  par 
la  propriété  d'avoir  une  torsion  géodésique  nulle  (donc  constante), 
nous  voyons  que  le  théorème  précédent  nous  donne  le  suivant  : 

417.  Théorème  de  Joachimsthal.  —  Deux  surfaces  qui  se  coupent 
suivant  une  ligne  de  courbure  commune  font  entre  elles  un  angle  con- 
stant ;  et,  réciproquement,  si  elles  se  coupent  sous  iin  angle  constant,  l'in- 
tersection ne  peut  être  ligne  de  courbure  pour  l'une  sans  l'être  pour 
l'autre. 

En  particulier,  toute  ligne  plane  étant  ligne  de  courbure  de  son 
plan,  si  une  ligne  de  courbure  est  plane,  son  plan  coupe  la  surface  sous 
un  angle  constant,  et  réciproquement. 

418.  Théorème  de  Dupin.  —  On  dit  que  trois  familles  de  surfaces  : 
l\{x,y,z,7.)=0,        ¥2{x,y,z,^)  =  o,        Y^ix,  y,  z,y)  ^  0, 

forment  un  système  triple  orthogonal,  lorsque  par  chaque  point  passe 
une  surface  de  chaque  famille  et  que  deux  surfaces  de  familles  diffé- 
rentes se  coupent  à  angle  droit. 

Théorème.  —  Les  trois  familles  d'un  système  triple  orthogonal  se 
coupent  mutuellement  suivant  leurs  lignes  de  courbure  (Dupin). 

Soient  Sj,  Sj,  Sg  les  trois  surfaces  se  coupant  en  M  suivant  les 
lignes  d'intersection  Cjg,  C31,  Cjo.  La  torsion  géodésique  de  C^g  est  la 
même  sur  Sg  et  sur  S3  (11°  416)  ;  nous  la  désignerons  par  1  :  Y23  et 
nous  désignerons  par  1  :  Vgi  et  1  :  yi,  les  deux  autres  torsions  ana- 
logues. Comme  Cog  et  C31  se  coupent  normalement  sur  Sg  au  point  M, 
on  a,  en  ce  point  (n"  415,  2°), 

=  0  ;  de  même, F = \-  - —  =  0, 

T23  T31  Ï31  T12  Tu  r23 

ce  qui  exige  que  chacune  des  trois  torsions  soit  nulle  séparément. 
Donc  les  intersections  sont  des  lignes  de  courbure  des  surfaces 
(no  415,  1"). 
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QuADRiQUES  HOMOFOCALES.  —  Par  uii  poiiit  x,y,  z  on  peut  faire  passer 
trois  quaciriques  du  système  : 

car  les  valeurs  correspondantes  du  paramètre  X  sont  les  racines  de 
cette  équation  du  3"  degré  en  X.  Or  ces  trois  racines  sont  réelles  et 
comprises  respectivement  dans  les  intervalles  (—00,  c'),  (c^,  t^j, 
{b^,  a^)  comme  on  s'en  assure  par  les  substitutions  X  =-  —  00  ,  c-—  e, 
c- -{- e,  h^—t,  b'~  +  z,  a~  —  t.  Donc,  par  chaque  point,  passent  trois 
quadriques  du  système  :  un  ellipsoïde  ic~  >  X),  un  liyperboloïde  à  une 
nappe  (ô^  >  X  >  c^)  et  un  hyperboloïde  à  deux  nappes  (a^  >  X  >  b^). 

Ces  trois  familles  forment  un  système  triple  orthogonal. 

En  effet,  les  normales  à  deux  surfaces  (X)  et  (X')  en  un  point  com- 
mun a?,  2/,  ^  ont  pour  coefficients  directeurs  respectivement 


et  la  condition  d'orthogonalité 

<|»2  4i2  ^2 

{a-  —  \)  (a^-Xy  +  [h^  —  i){p^~  —  V)  +  (c2  _  a)  (c2  -  l')  ^  ^ 

s'obtient  en  soustrayant  membre  à  membre  les  équations  des  sur- 
faces (X)  et  (X'). 
Les  lignes  de  courbure  de  l'ellipsoïde, 

^2^      ^2-t-     ^2  A. 

se  déduisent  immédiatement  de  là,  et  on  en  conclut  que  ce  sont  des 
lignes  algébriques.  Ce  sont  les  intersections  de  cet  ellipsoïde  avec  les 
familles  d'hyperboloïdes  à  une  et  à  deux  nappes  comprises  dans  la 
formule  (21). 

419.  Extension  des  formules  au  cas  d'une  représentation  paramé- 
trique de  la  surface.  —  Supposons  les  coordonnées  x,  </,  z  des  points 
de  la  surface  exprimées  en  fonctions  continues  et  dérivables  de  deux 
paramètres  indépendants  u  et  v.  Nous  convenons  de  représenter  leurs 
dérivées  partielles  par  un  indice  comme  il  suit  : 

dx  dx  d'^x  d'X 

=  X, 


du  ôv  ^      du-  '"    du  du 
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Nous  définissons  alors  les  paramètres  suivants  (les  sommes  S 
s'étendant  à  x,  y,  z)  : 

X^^y^z.  —  y.z,),       B  = 'E{z,X2  —  z.,x^),        C  =  '^{x^y2  — x.,y,), 
H-  =  A^  +  B-  +  C^  ==  EG  —  F-, 


H 


M 


N 


,  +  Cz, 


ou,  sous  forme  de  déterminants, 


HL 


Xo    y.. 


HM 


HN  = 


^22    2/22    ^22 


-^1 


"^l'i    i/12    ^'12 
Xi       î/i       ^1 

^2       ^2       ^2 

La  différentielle  d'un  arc  de  courbe  sur  la  surface  est 

ds'  =  Edu'  4-  SFrfwrft;  +  Grfy'-. 
Les  cosinus  directeurs  de  la  normale  à  la  surface  sont  : 

et,  avec  la  convention  sur  le  sens  de  la  normale  faite  au  n°  397,  il  faut 
donner  à  H  le  signe  de  G. 

La  courbure  normale  d'une  courbe  de  la  surface  dont  la  normale 
principale  fait  avec  la  normale  à  la  surface  l'angle  0,  se  tire  de  la  for- 
mule (1)  du  11°  397.  C'est 

cos  9       X  d'x  4-  Y  d'y  +  Z  dH      A  d^x  -\-Bd''y  +  C  dH 


R  ds-  H  ds" 

c'est-à-dire,  en  remplaçant  d"x,  d~y  et  d"z  par  leurs  valeurs  en  du, 
dv,  d'U,  dH  et  en  observant  que  les  termes  en  d-u  et  d'~v  se  détruisent, 

cos  6  _  L  du^  +  2  M  du  dv  +  N  dv'^ 
R     ~  ds' 

La  courbure  d'une  section  normale  dont  la  direction  est  définie  par  le 
rapport  du  :  dv  se  tire  de  là  en  faisant  cos  6  -=  1  et  en  remplaçant  ds- 
par  sa  valeur.  C'est,  avec  la  convention  de  signe  du  n°  401, 

J__   hdu'  -\-°Lmdudv  -{-"isdv^ 
R  ~'Edu--^^¥dudv-^Q,dv^  ' 

J.' équation  des  directions  asymptotiqu€s{ou  l'équation  différentielle  des 
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lignes  asympto tiques)  s'obtient  en  écrivant  que  la  courbure  est  nulle. 
C'est 

Ldu^  -)-  SMdwdM  4-  Nrfy-  =  0. 

Désignons,  en  abrégé,  la  courbure  1  :  R  par  p.  L'avant-dernière 
équation  nous  donne,  en  chassant  le  dénominateur, 

(L  —  pE)  dii^  +  2(M  —  p¥)dudv  +  (N  —  p  G)  dv-  -  0. 

Pour  obtenir  les  courbures  principales  (maximum  et  minimum  de  p) 
il  faut,  comme  au  n-^  406,  annuler  les  dérivées  partielles  de  cette 
équation  homogène  par  rapport  k  du  elh  dv,  ce  qui  donne 

(L  —  p  E)  du  +  (M  —  p  F)  dv  =  (M  —  pF)  du  +  (N  —  pG)  rfy  =  0. 

L'élimination  de  p  entre  ces  deux  équations  conduit  à  Véquation  aux 
directions  principales  ou  celle  des  lignes  de  courbure  : 

Ldù-^Mdv       Edu  +  Fdv 
MrfM  +  Nrfv  ^  Fdu-\-  Gdv  ' 

c'est-à-dire,  sous  forme  de  déterminant, 
dv'^     —  dudv     du^ 
E  F  G      =0. 

L  M  N 

Par  contre,  l'élimination  de  du  :  dv  conduit  à  l'équation  du  second 
degré  en  p  qui  a  pour  racines  les  courbures  principales  pi  et  p2,  à 
savoir 

(M  — pF)'-  (L  — ûE)  (N  — pG)  =  0; 
d'où,  l'expression  de  la  courbure  totale  : 

_     1     _  LN  — M^ 
P'P'~  RiRî"  EG-F^  ' 

Théorème  de  gauss.  —  La  courbure  totale  en  un  point  s'exprime 
en  fonction  de  E,  F,  G  et  de  leurs  dérivées  partielles  des  deux  premiers 
ordres,  elle  ne  dépend  donc  que  de  l'expression  de  la  différentielle  de  l'arc. 

En  vertu  de  l'expression  précédente  de  la  courbure  totale  et  de 
la  relation  H^^EG— F^,  il  suffit  de  montrer  que  l'expression 
H'(M-  —  LN)  s'exprime  en  fonction  de  E,  F,  G  et  de  leurs  dérivées. 

Remplaçons  donc  HL,  HM,  HN  par  leurs  valeurs  ci-dessus  sous 
forme  de  déterminants  et  effectuons  les  produits  par  la  règle  de  la 
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multiplication  des  déterminants  ;  tenant  encore  compte  des  valeurs  de 
E,  F,  G,  l'expression  H-(M'  —  LN)  prend  la  forme 


s^L 

Ilx.x,, 

I.x,x,, 

LX11X22  I1X1X22  léX^X^o 

i:œ,x,. 

E 

^        - 

I.Xi  Xn        E            F 

liX^X^o 

F 

G 

Hx,  Xn        F           G 

et,  en  retranchant  la  même  quantité  (EG  —  F-jSa/na^ja  aux  deux 
déterminants,  la  différence  ne  change  pas  et  devient 

^x^x,^  E  F       —   S^,a;„        E         F 

Sar^a;,,  F  G  ^Ix^x,^        F         G 

Pour  achever  la  démonstration,  il  suffit  de  vérifier  par  le  calcul 
direct  que  les  quatre  sommes  ^x^x^^,  ^x^x^^^  ^x^x^^,  ^x^x^^  senties 
demi-dérivées  partielles  premières  de  E  et  G  par  rapport  à  m  et  à  v,  et 
que  les  trois  autres  : 


ont  respectivement  pour  valeurs  : 


^[x\ 


ÔY 

1    dG 

d¥        1    dE 

1  d-E        d'Y         1    c)-G 

2  dv'       dudv    '     2    du' 

dv 

2    du    ' 

du         ^    dv    ' 

420.  Surfaces  applicables.  Théorème  de  Gauss.  —  Deux  surfaces  S 
et  Si  sont  applicables  Tune  sur  l'autre  quand  on  peut  établir  entre 
leurs  points  une  correspondance  telle  que  les  arcs  de  deux  courbes 
correspondantes  sur  les  deux  surfaces  soient  de  même  longueur. 

Considérons  une  représentation  paramétrique  de  la  surface  S  : 

x^x{u,v),        y  =  y{u,v),        z^z{u,v); 

et  soient  x^,  y^,  z^  les  coordonnées  du  point  de  Si  qui  correspond  au 
point  X,  y,  z  de  S.  On  aura 

X^^X,{U,V),  yi=yi{u,V),  Zi=Zi(U,V). 

Pour  que  les  arcs  de  deux  courbes  correspondantes  aient  même  lon- 
gueur, il  est  nécessaire  et  suffisant  que  les  différentielles  de  l'arc, 
ds  et  dsi,  aient  même  expression  en  du,  dv  pour  les  deux  surfaces, 
c'est-à-dire  que  l'on  ait 


ds^^dsl  =  Edu'  4-  ^Edudv  +  Gdv^ 


COURBURE  DES  SURFACES,  4o9 


OU  que  les  paramètres  E,  F,  G  soient  les  mêmes  pour  les  deux  sur- 
faces. Le  théorème  de  Gauss,  énoncé  à  la  fin  du  n»  précédent, 
entraîne  donc  le  suivant  : 

Théorème.  —  Si  deux  surfaces  sont  applicables  Vune  sur  l'autre^  la 
courbure  totale  est  la  même  en  deux  points  correspondants  des  deux 
surfaces  (Gauss). 

Par  exemple,  le  plan  ayant  une  courbure  totale  constamment  nulle, 
une  surface  applicable  sur  un  plan  doit  jouir  de  la  même  propriété, 
c'est  donc  une  surface  développable,  ainsi  que  nous  l'avons  déjà 
démontré  (n»  389). 

Exercices. 

1.  La  somme  des  cou  bures  d'une  surface  suivant  deux  directions 
conjuguées  est  constante  autour  d'un  même  point  et  égale  à  celle  des 
courbures  principales, 

2.  Lorsqu'une  surface  est  l'enveloppe  d'une  infinité  simple  de  sphères, 
les  caractéristiques  forment  une  famille  de  lignes  de  courbure  circulaires. 
Réciproquemoit,  une  surface  ayant  une  famille  de  lignes  de  courbure 
circulaires  est  une  enveloppe  de  sphères. 

3.  Une  surface  dont  toutes  les  lignes  de  courbure  sont  circulaires  est 
l'enveloppe  d'une  sphère  tangente  à  trois  sphères[fixes  (cjclidedeDupin), 

4.  Les  centres  de  courbure  principaux  d'une  surface  de  révolution 
sont  celui  de  la  méridienne  et  le  point  où  la  normale  rencontre  l'axe. 
Donc  la  seule  surface  minima  de  révolution  est  engendrée  par  une  chaî- 
nette tournant  autour  de  sa  base  (caténoïde). 

5.  La  seule  surface  minima  réglée  est  l'hélicoïde  à  plan  directeur  (sur- 
face de  vis  à  filet  carré),  c'est-à-dire  le  lieu  des  normales  principales  à 
une  hélice  circulaire  (Catalan). 

6.  La  surface  de  révolution  à  courbure  totale  constante  négative  est  la 
pseudosphèi^e ,  surface  engendrée  par  la  révolution,  autour  de  la  base 
d'une  chaînette,  de  la  développée  de  celle-ci  qui  a  son  point  de  rebroua- 
sèment  au  sommet  (tractrice). 
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83 

9 
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128 

7 
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132 
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a>  b' 

142 

16 

a  —  x    b  —  X 

a-\-x    b-\-x 

200 

11 

X^d^e'^-'t"'' 

X.d:..-'"-^']'^^^ 

205 

2 

(25) 

(23) 

208 

13 

|(2/-C) 

liy-c) 

218 

15 

lettres  P 

lettres  X 

220 

13 

leur  dérivée 

leurs  dérivées 

223 

12 

Vn 

yn 

237 

31 

325 

224 

244 

3 

(2) 

(3) 

245 

22 

avec  second 

sans  second 

262 

27 

If 

J-ï 

264 

29 

Y'y 

w 

265 

2 

-{xdx 
-e  J       dy 

—  e  •'       dy 

273 

3 

=  Log 

=  aLog 

277 

24 

X"=f{t,X, 

x"=n{t,x, 

282 

10 

D2^0 

mu=o 

302 

15 

_  d  rdui 
dxitdxz 

dxi\_dxi 

376 

19 

n"  355  et  ajoutons 

no  335  et  ajoutons 

Addition  au  n»  21. 

Avant  d'établir  le  lemme  du  n"  21  qui  suppose  déjà  ce  résultat,  il  faut  montrer 
que  l'aire  définie  par  la  formule  (1)  est  indépendante  du  choix  du  plan  P  pris 
comme  plan  xy. 

Soit  P'  un  second  plan,  coupant  le  premier  sous  l'angle  6   et   suivant  l'axe 


I  0 
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des  y  (qui  peut  être  ainsi  choisi).  Faisons  un  changement  d'axes  coordonnés  ame- 
nant, par  une  rotation  ô  autour  de  l'axe  des  y,  le  plan  des  xy  en  P'  et  soient 
x',  y,  z'  les  nouvelles  variables.  On  aura 

d(x',  y)      Ox' 
x'  =  x  cos  e  +.Î  sin  e,  (i{x,yY ^ d^  ""  ^^^  ^  +  '^  ^'"  ^• 

Soit  D' l'aire  de  P'  sur  laquelle  se  projette  S  et  qui  correspond  à  l'aire  D  de 
P  ;  la  formule  de  transformation  des  intégrales  doubles  (i\o  19)  nous  donne,  pour 
le  passage  des  variables  x,  y  aux  variables  x\  y, 

J  JdCOs  Z     J  jjj,(cosO  +  /^sine)  cosZ  "J  Jd,cos  Z'  ' 

où  Z'  est  l'angle  de  la  normale  à  S  avec  Oz',  car  les  cosinus  directeurs  de  ces 
directions  sont  respectivement  —  /•  cos  Z,  —  q  cos  Z,  cos  Z  et  —  sin  6,  0,  cos  6, 
Donc  la  valeur  de  l'intégrale  double  est  indépendante  du  choix  du  plan  P. 

(Cette  démonstration  qui  se  trouvait  dans  la  première  édition  a  été  omise  dans 
celle-ci  par  méprise). 
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45 
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52 

8 
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53 

7* 
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pour  un  ensemble 

62 
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des  fonctions 

de  fonctions 

64 

2* 
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et  P{x) 

78 
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119 

13' 

•iy  dy 

^Hy 

120 

8* 

x-\-m 

x  +  ^k 

126 

11* 
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— 

9* 

composé 

composée 

197 

1* 

ean 

eax 

240 

3* 

le  même  lettre 

la  même  lettre 

264 

6* 

nombre  dérivé 

nombre  dérivé  supérieur 

267 

13 

(oùZ-^O) 

(oùr^^o) 

284 

14* 

e 

N(  =  rsin-2.     T' = 

T'  =  rsin|.     N'^ 

289 

1 

^y  —  dy 

que  ^y  —  dy 

332 

6  et  14 

T 

—  T 

381 

6* 

converge  aussi 

diverge  aussi 

'X 

r^ , 

.i02 

17 

xindx 

Undx 

Ja 

Ja 

403 

4 

en  un  point 

en  ce  point 

- 

5 

<£ 

<2e 

406 

13 

«2,...   «n,... 

v«2,...  "v^n";... 

407 

7* 

Sanp" 

Sanp»^ 

420 

13* 

Il  n'est 

Il  est 

— 

7* 

=  sin« 

=  — sin« 

421 

13 

2:'  et  z' 

z&Xz^ 

— 

1* 

(5)  et  (2) 

(6)  et  (3) 

422 

(12) 

(7)  et  (3) 

(7)  et  (4) 

(')  L'astérisque  signifie  qu'il  faut  compter  en  remontant. 
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Rectification  et  addition  au  n°  108  (tome  I). 


La  démonstration  du  théorème  I  n'est  valable  que  pour  l'ensemble  E  des  points 
où  A^  0  (non  pour  celui  où  A<  o,  à  cause  du  premier  alinéa  de  la  pa^e  80) 
On  la  complétera  comme  il  suit  :  r  d        /• 

La  conclusion  s'étend  à  l'ensemble  des  points  où  A<  o   car    si  le  A  de  f 
prend  des  valeurs  négatives,  le  A  de /"+ s^  en  prendra  aussi  à' condition  de 


choisir  la  constante  positive  e  assez  petite.  L'ensemble  des  points  où  A{f+  tx) 
est  <  0  ayant  alors  la  puissance  du  continu,  l'ensemble  des  points 
<  0  aura  la  même  puissance  puisqu'il  contient  l'ensemble  précédent. 
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